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Bevezetés  Tudnivalék a kurzusrél

Tudnivalék a kurzusrdl

o Az el6adas és a gyakorlat kiilon kreditelt, mindkettét 6tfokozati
minGsitéssel értékeljik.

@ A gyakorlatokon leadott anyag és a szamonkérés egységes. A félév
folyaman két 45 perces dolgozat iratunk 25-25 pontért. A 25 pontbdl
18 pont feladatmegoldas, 7 pont elméleti szamonkérés a honlapomon
talalhaté elméleti 6sszefoglald alapjan.

o A két zh kozill az egyik, de csak az egyik pétolhatd vagy javithatd a
felev végi pétdolgozaton, a vizsgaidészak elsé hetén.

o A kollokviumjegyet a vizsgaid&szakban tartott irasbeli vizsgakon lehet
megszerezni. A vizsga 50%-ban elméleti szamonkérést és 50%-ban
feladatmegoldast tartalmaz.

@ A 6 és jeles gyakorlati jegyeket megajanljuk kollokviumjegynek.

e Egyéni tanulmanyi rendes hallgaték: egyéni szamonkérés.

@ Tovabbi informacid, tematika, el6adasanyag, 6rai és gyakorl6 feladatok:
http://www.math.u-szeged.hu/~szucsg/
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Bevezetés  Mi is az a valésziniiségszamitas?

Mi is az a val6sziniiségszamitas?

A valésziniiségszamitas (masnéven sztochasztika) a matematikanak a
véletlen tomegjelenségekkel foglalkozé teriilete.

Véletlen kisérletek

Egy jelenséget tomegjelenségnek neveziink, ha valtozatlan koriilmények
kozott tetszdlegesen sokszor elGidézhets vagy megfigyelhets. Egy jelenség
véletlen jelenség, ha a jelenség lefolyasat az altalunk figyelembe vehets
tényezSk nem hatarozzak meg egyértelmiien. Véletlen kisérletnek vagy
valésziniiségi kisérletnek nevezziik egy véletlen tdmegjelenség elGidézését
vagy megfigyelését.

Példa. Véletlen kisérlet-e egy dobékocka feldobasa?
o Tdmegjelenség, hiszen a dobas tetszblegesen sokszor végrehajthaté
valtozatlan kdriilmények kdzott.
o Véletlen jelenség, hiszen nem tudjuk elére megmondani a kockadobas
eredményét.
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Bevezetés  Mi is az a valésziniiségszamitas?

Egy véletlen kisérlet lehetséges eredményeit kimeneteleknek nevezziik, és
eseményeknek hivjuk a kisérlet eredményére vonatkozé allitasokat. Akkor
mondjuk, hogy egy esemény bekdvetkezik, ha a kisérlet végrehajtasakor az
esemény, mint allitas, igaz.

Példa.
o Véletlen kisérlet: Feldobunk egy szabalyos dobdkockat.
o A kisérlet lehetséges kimenetelei: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
o Egy esemény: ,paratlan szamot dobunk”. Ez az esemény akkor
kovetkezik be (akkor igaz), ha a kockadobas eredménye 1, 3 vagy 5.

A valészin(iségszamitas els6dleges célja az események valésziniiségének
meghatarozasa. Egy esemény valdsziniisége azt fejezi ki, hogy a kisérletet
valtozatlan kdriilmények kdzott sokszor megismételve az adott esemény a
végrehajtasok mekkora hanyadaban kdvetkezik be. Ezért fontos, hogy a
kisérlet todmegjelenség legyen.

Példa. Egy szabalyos dobdkocka esetében a ,paratlan szamot dobunk”
esemény valdszintisége 1/2, ugyanis sok dobast elvégezve az esetek felében
kapunk paros szamot.
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Bevezetés A valésziniiségszamitas néhany alkalmazasi teriilete

A valészinliségszamitas néhany alkalmazasi teriilete

Habar a valésziniiségszamitas a matematika egy fiatal teriilete, az utébbi
néhany évtizedben az alkalmazasok miatt nagyon fontossa valt. Az alabbi
alkalmazasi teriiletek koziil néhanyat mi is érinteni fogunk a félév folyaman:

e Pénziigyi matematika: Mit mondhatunk egy eszkoz (értékpapir, ard,
energia, stb.) jovébeli ararol? Hogyan szamszerlisithets egy befektetés
kockéazata? Hogyan optimalizalhat6 egy portfélié hozam és kockazat
szempontjabol? Mennyi legyen az ara bizonyos kockazatos pénziigyi
termékeknek? (opcidk, hatéaridés lizletek, CDO)

e Szerencsejatékok: Mennyi a nyerés esélye egy jatékban? Mekkora az
atlagos nyeremény? Mekkora legyen a nyeremény, hogy a jaték vonzé
legyen, de a kasziné hosszatavon mégis j6l jarjon?

o Biztositasok: Mit mondhatunk el egy adott kartipus nagysagarél?
Milyen gyakoriak a kiugréan nagy karok? Mekkora legyen a biztositasi
dij? Mekkora az ,igazsagos biztositasi dij"?
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Bevezetés A valésziniiségszamitas néhany alkalmazasi teriilete

o |dGjaraselGrejelzés, katasztréfavédelem: Hogyan modellezhets az
id6jaras matematikai médszerekkel? Milyen gyakoriak a kiugréan nagy,
és emiatt kiilondsen veszélyes természeti csapasok? Foldrengések
(Japan, Kalifornia), ériashullamok (Hollandia, tengeri farétornyok),
arvizek (Tisza), stb.

o Gyogyszerkisérletek, kézvéleménykutatasok, szocioldgiai
felmérések: Milyen matematika modszerekkel lehet kiértékelni egy
statisztikai felmérés eredményét? Hogyan bizonyithat6 be példaul,
hogy egy adott gyégyszer hat vagy nem hat? Hogyan kell adatokat
gyljteni, hogy az adatgy(ijtés médszertana ne vezessen helytelen
eredményre? Mi az a reprezentativ minta?

e Data mining: Milyen hasznos informacié sziirhets ki egy vallalat
(4ltalaban hatalmas) forgalmi adatbazisabsl? (Pl: Google, TESCO)

o Fizika: statisztikus fizika, kvantummechanika.

o A hétkéznapi ember oldalarél: Mi a valésziniiség és a nagy szamok
torvénye, és mit jelentenek ezek az életiinkre nézve?
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Bevezetés Néhany bevezets feladat

Néhany bevezet6 feladat

Kimenetel, eseménytér, esemény

Egy véletlen kisérlet lehetséges eredményeit kimeneteleknek vagy elemi
eseményeknek nevezziik. Jelilk a kis omega: w. A kisérlet kimeneteleinek
a halmaza az eseménytér, melynek jele a nagy omega: Q.

Eseményeknek nevezziik a kisérlet aktualis kimeneteléhez kapcsol6dé
allitasokat. Az eseményeket az abécé nagy betiiivel jeldljik: A, B, C,...
Azt mondjuk, hogy egy esemény bekdvetkezik, ha a kisérlet aktualis
végrehajtasakor olyan kimenetelt kapunk, melyre ez az allitas igaz.

Egy adott kisérlet esetén a hozzad kapcsol6dd Gsszes esemény halmazat
eseményalgebranak nevezziik. Jele: A. Két nevezetes esemény:
o Egy eseményt biztos eseménynek neveziik, ha a kisérlet minden
lehetséges kimenetele esetén bekdvetkezik.

@ Egy eseményt lehetetlen eseménynek neveziik, ha a kisérletnek
nincs olyan kimenetele, melyre ez az esemény bekdvetkezne.
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Bevezetés Néhany bevezets feladat

Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobékockat. Ekkor az eseménytér az
Q={1,2,3,4,5,6} halmaz. Tekintsiink néhany eseményt:

A = 5-nél kisebbet dobunk C = egész szamot dobunk
B = pératlan szamot dobunk D = negativ szdmot dobunk

A tovabbiakban az eseményeket az eseménytér részhalmazaival fogjuk majd
reprezentalni. Ez Ggy torténik, hogy Gsszegyfijtjilk azokat a kimeneteleket,
melyekre az egyes események bekdvetkeznek. Ennek a reprezentaciénak az
az egyik elénye, hogy kombinatorikus médszerekkel meg tudjuk hatarozni,
hogy az egyes események hany kimenetel esetén kdvetkeznek be. Példaul a
fentiekben bevezetett eseményekre az alabbi reprezentacickat kapjuk:

A={1,2,3,4}
B = {1,3,5}

C=1{1,2,3,4,56} = Q
(biztos esemény)

D =& (lehetetlen esemény)
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Bevezetés Néhany bevezets feladat

Mennyi ezeknek az eseményeknek a valésziniisége? Mivel a feladat sz6vege
szerint szabalyos kockaval dobunk, minden kimenetelnek 1/6 az esélye.
Ebbél kapjuk az alabbi valésziniiségeket:

P(A) = P(5-nél kisebbet dobunk ) =4-1/6 =4/6 =2/3

P(B) = P(paratlan szamot dobunk) =3-1/6 =3/6 = 1/2

P(C) = P(egész szamot dobunk) =6-1/6 =6/6 =1 = 100%

P(D) = P(negativ szamot dobunk) =0-1/6 =0/6 =0

Vegyiik észre, hogy az események valdszinlisége most csak attél fligg, hogy

hany kimenetel esetén kovetkeznek be, attél mar nem, hogy melyek is ezek
a kimenetelek. Formalisan a kovetkezé szabalyt alkalmaztuk:

P(A) = |A|  kedvezs kimenetelek szama

"~ |Q|  &sszes kimenetel szama
Ez a formula a valésziniiség kombinatorikus kiszamitasi médja, és
CSAK akkor lehet alkalmazni, ha teljesiil a kdvetkezd két feltétel:

o A kisérletnek csak véges sok kimenetele van.

@ Minden kimenetelnek azonos az esélye.
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Bevezetés Néhany bevezets feladat

Feladat. Feldobunk két szabalyos dobékockat, egy pirosat és egy zdldet.
Adjuk meg az alabbi események valdsziniiségét:

A = a dobott szamok Jsszege 2, B = a dobott szamok &sszege 7.
1. Megkozelités. A kisérlet lehetséges kimenetelei a lehetséges dsszegek.
Az eseménytér, illetve a két esemény halmazos reprezentacidja:

(2) 4 6 8 10 12 Q=1{23,..,12},
A 3 5 9 11 A={2}, B={7).
@y 0 2, B=1{7)

A kisérletnek &sszesen 11 lehetséges kimenetele van, ésaz A ésa B
esemény pontosan 1 kimenetel esetén kovetkezik be. A kedvez8/6sszes
formula alkalmazasaval kapjuk, hogy P(A) =1/11 és P(B)=1/11.

Ez a megoldas nem lehet j6, ugyanis a tapasztalatok szerint két kockaval
dobva a 7 sokkal gyakrabban jon ki, mint a 2. Ez azt jelenti, hogy a két
értéknek nem lehet azonos a valésziniisége. De mit rontottunk el?

A hiba oka az, hogy az egyes kimenetelnek nem azonos a valdsziniisége, és

emiatt nem hasznalhatjuk a kedvez8/dsszes formulat.
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Bevezetés Néhany bevezets feladat

2. Megkozelités. Legyenek a kimenetelek a lehet-

séges dobasparok. A dobasparok (i,j) alapban 112/3/4|5|6
irhatéak fel, ahol / a piros kockaval, j pedig
a zolddel dobott érték. Az eseménytér az Ssszes
ilyen dobaspar halmaza. A kisérletnek ebben a
megkozelitésben Gsszesen 6 x 6 = 36 kimenetele
van. Mivel a kocka szabalyos, feltehets, hogy
ezeknek a kimeneteleknek azonos a valdsziniisége.
Ebben a modellben a kedvezs/dsszes formula
alkalmazasaval

OB WIN |-
\‘

1 6 1
P(a szamok Gsszege 2) = — P(a szamok Gsszege 7) = — = —.
(o szamok sszege 2) = ., P(a szamok Bsszege 7) = - = ¢
Ezek az eredményeket mar dsszhangban vannak a gyakorlati tapasztalattal,
ezért ezt fogadjuk el helyes megoldasnak.

A kérdésnek ezen megkozelitése Galilei nevéhez fiiz6dik. 1589-ben Toscana
nagyhercege neki tette fel a kdvetkezs kérdést: Miért van az, hogy harom
szabalyos dobo6kockaval dobva a 9 gyakrabban jén ki, mint a 107
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Bevezetés Néhany bevezets feladat

Feladat. Miben valtozik a megoldas, ha nem egy piros és egy zold, hanem
két ugyanolyan szinli kockat dobunk fel egyszerre?
1. Megkozelités. Kevesebb kimeneteliink lesz,
ugyanis a két dobdkocka kézétt nem tudunk
kiilonbséget tenni. Tehat példaul nem lesz
kiilon (1,2) és (2,1) kimenetel, hiszen mind-
kett6 azt reprezentalja, hogy az egyik kock-
aval 1l-et, a masikkal 2-t dobunk. Ebben
a megkdzelitésben a kisérletnek Gsszesen 21
kimenetele van, és

N
~

N
N
NN
N
NN
NN

OB W(IN|—
N

R N Y
R AR A
R NN SRy

SIS

P(a szamok &sszege 2) = P(a szamok osszege 7) = — = 7

ﬁa
Probléma: Ez az eredmény ismét ellentmond a tapasztalatnak.

2. Megkozelités. Anyagi tulajdonsagaiban mindig van kiilonbség a két
kocka kozott, a kett§ sosem megkiilonbdztethetetlen. Emiatt agy kell
eljarnunk, mintha két kiilonb6z6 szinii kockaval végeznénk el a kisérletet. A
természet/Isten meg tudja kiilénboztetni a kockakat, és a matematika

szabalvait & irja.
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Osszeszamlalasi feladatok

Ahhoz, hogy a kedvez8/Gsszes formulat alkalmazzuk, meg kell hataroznunk
az egyes események szamossagat, tehat meg kell mondanunk, hogy hany
kimenetel talalhaté benniik. Az ilyen tipusi feladatokat 0sszeszamlalasi
problémaknak nevezziik, és ez a kérdéskdr a matematika kombinatorika

nev(i agahoz tartozik. Mi harom fontosabb 6sszeszamlalasi problémaval
foglalkozunk:

e Sorbaaillitasi feladatok: Ha adott egy véges halmaz, akkor hany-
féeleképpen allithatjuk sorba a halmaz elemeit? Az elemek lehetséges
sorbaallitasait permutacioknak nevezziik, és a kérdés tgy is feltehetd,
hogy hany permutaciéja van a halmaznak.

o Kivalasztasi feladatok: Adott egy véges (mondjuk n-elemii) halmaz.
Hanyféleképpen valaszthatunk ki k darabot az elemek koziil? Ha a
kivalasztast visszatevés nélkiil végezziik, akkor a lehetséges mintakat
kombinaciéknak nevezziik. Ha a kivalasztas visszatevéssel torténi,
akkor a kapott mintakat variaciéknak hivjuk.

Sziics Gabor (SZTE)
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Permutacidk. Adott egy halmaz n kiilénb5z6 elemmel. Hanyféleképpen
allithatjuk sorba a halmaz elemeit?

Ha sorba akarjuk allitani az elemeket, akkor az elsé poziciéba a halmaz
elemei koziil barmelyiket betehetjiik, tehat n lehet&ségiink van. Ezek utéan
a masodik helyre a megmaradt n—1 elem koziil kell valasztanunk egyet,
ami n—1 lehetSség. Es igy tovabb... Az utolsé poziciéba az egyetlen
megmaradt elemet kell beraknunk, amit 1-féleképpen tehetiink meg:

Poziciok: ] ] ... O []
LehetGségek szama: n n—-1 n-2 ... 2 1
Ezeket az értékeket ossze kell szorozni,
hiszen minden pozicié egy elagazast | — 12—1,23
jelent a teljes sorbaallitas felé vezetd / T —1,3—1,3.2
aton. A lehetséges sorbaallitasok szama g — 23—23]1
n-faktorialis: n(n—1)--.-1=n! \ T 21—213
Konvencié: 0! =1 3 —— - 31—31.2
Példaul n = 3 esetén a lehetséges T —32—321

sorbaallitdsok szama 3! =3.2-1 = 6.
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Variaciok. Adott egy halmaz n kiilonbdzé elemmel. Hanyféleképpen
valaszthatunk ki k elemet visszatevéssel?

Mivel egy-egy elemet tébbszor is kivehetiink, visszatevéses mintavételezés
esetén mindig figyelembe vessziik a kivalasztas sorrendjét. Ez azt jelenti,
hogy kiilonb&zének tekintjiik azokat a mintakat, ahol ugyanazokat az
elemeket hazzuk ki, de eltéré sorrendben.

Poziciék: [] [] Ll ... [] []

LehetGségek szama: n n n

: . e ) ) , 1,1
Mivel a kivalasztast visszatevéssel végezziik, _—
minden pozicidba n elem koziil valaszt- 1 ~__ 1.2
hatunk. A lehetséges mintdk szdma n*. / 13 21

2 S— 2,2

Példaul, ha egy n = 3 elemi halmazbdl \ 31 23
akarunk kivalasztani k = 2 elemet, akkor 3 3'2 ’
osszesen 32 =9 lehetSségiink van: T~ 3'3
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Kombinaciék. Adott egy halmaz n kiilonb6zé elemmel. Hanyféleképpen
valaszthatunk ki k < n elemet visszatevés nélkil?

Mivel egy-egy elemet legfeljebb egyszer huzhatunk ki, a visszatevés nélkiili
esetben nem vessziik figyelembe az elemek kihtzasanak a sorrendjét. A
kivalasztott elemek az alaphalmaz egy részhalmazat alkotjat, ezért a kérdés
agy is megfogalmazhatd, hogy hany k-elemi részhalmaza van az n-elemii
alaphalmaznak.

Feladat. Hanyféleképpen lehet kivalasztani 2 elemet visszatevés nélkiil az
{1,2,3} haromelemii alaphalmazbél?

Ha a kivalasztas sorrendjét is figyelembe vennénk, 12
akkor 6sszesen 3-2 =6 mintat kapnank, mint a 1= 13
jobb oldali diagrammon. Mivel most a kivalasztas / 23
sorrendjét nem vessziik figyelembe, az 1,2 és a 2,1 2= 21
mintat nem kiilonbdztetjiik meg. Hasonlé médon \

nem alkot kiilénb6z8 mintat az 1,3 és 3,1, illetve a 3=—_ _—31
2,3 és 3,2 kivalasztas. Ez azt jelenti, hogy ha a 3.2
sorrendet nem vessziik figyelembe, akkor 6/2 = 3 minta lehetséges.
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Térjiink vissza az eredeti kérdésre: hanyféleképpen lehet kivalasztani n
elembdl k darabot visszatevés nélkiil? El6szér azt nézziik meg, hogy
hanyféleképpen lehet kivalasztani k elemet visszatevés nélkiil agy, hogy a
kihazas sorrendjét is figyelembe vessziik:

Poziciék: [] [] [] e [] []

LehetGségek szama: n n—1 n-2 -~ n—k+2 n—k+1
A lehetéségek szama: n(n—1)---(n—k+2)(n—k +1) =n!/(n— k)!

A kovetkez6 lépésben felejtsiik el, hogy milyen sorrendben haztuk ki az
elemeket. Ez azt fogja eredményezni, hogy egyes mintak, melyeket a
sorrend figyelembevételekor még megkiilonbdztettiink, a sorrend elfelejtése
utan mar nem lesznek megkiildnboztethetéek. Ha tekintiink k rogzitett
elemet, akkor ezeket k! kiilonb6z8 sorrendben hizhatjuk ki, tehat ezek
az elemek k! kiilonb6z6 sorrendes mintat alkothatnak. Ha a sorrendet
nem vessziik figyelembe, akkor ezekbdl az elemekb&l mar csak 1 minta
alkothaté. Ez azt jelenti, hogy a sorrendes mintak szama k!-szorosa a
sorrend nélkiili mintaknak. (Lasd abra a kdvetkez§ oldalon.)

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 17 / 252



Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Az abran minden pont egy mintat jeldl még a sor-
rend figyelembevételével. Azon mintak keriiltek
azonos karikaba, melyekben azonos elemek szere- @ @
pelnek, csak mas sorrendben. Minden karikaba

. . ! !
pontosan k! darab minta keriilt. Ha megfeled- ktdb @ kidb

keziink a hiazas sorrendjérél, akkor az egyazon
karikaba kerlilt sorrendes mintak ugyanazt a sor- kldb
rend nélkili mintat adjak. Ez azt jelenti, hogy
a sorrend nélkiili mintak szama azonos a karikak szamaval:

sorrendes mintak szdma _nl/(n—=k)! n! _ (n)
= = - k .

mintak szama egy-egy karikaban k! k!« (n— k)!

Az () szimbslumot binomialis egyiitthaténak nevezziik, és agy
olvassuk, hogy ,,n alatt a k". Példdul n=3 és k=2 esetén

3 3! 31 3.9.1
<2>:21.(3_2)! o1 :(2_1).1=3.

Ez az az érték, ami méar korabban is megkaptunk.
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Feladat. Mik az 6tdslottd sorsolas, mint véletlen kisérlet lehetséges
kimenetelei? Hany kimenetel van? Feltehet8, hogy a kimeneteleknek
azonos a valészintisége?

Az 5t6slotté sorsolas lehetséges kimenetelei a kihGizhaté szamotosok, tehat
a kimenetelek az 1 és 90 kdzotti egész szamok halmazanak Gtelem( rész-
halmazai. Maga a sorsolds egy visszatevés nélkiili mintavételezés n = 90
és k =5 paraméterekkel. A lehetséges kimenetelek szama:

= 43.949.268

5)  5I.(90—5)] 51-85 5!

(90) 90! 90!  90-89-88-87-86
A lottésorsolason feltehets, hogy azonos a kimenetelek valésziniisége. A
kozjegyz8 jelenlétének és a bonyolult sorsolasi metédusnak pontosan az a
célja, hogy egyik szam se legyen nagyobb valésziniiséggel kihazva, mint a
masik. (Mindazonaltal a varosi legenda szerint régen, még a kézi sorsolas
idején a szervez6k id6nként csaltak a lottésorsolason. Vajon hogyan?)
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk az &tdslottén. Mennyi az esélye annak,
hogy telitalalatot ériink el?

Telitalalatot akkor ériink el, ha pontosan az altalunk megjeldlt 6t szamot
hizzak ki. Ez azt jelenti, hogy most csak egy kedvez8 kimenetel van. A
telitalalat valdszintisége:

kedvez§ 1 1

P(telitalalat) = = 0y
(telitalalat) = ——— (%) ~ 43.949.268

szam
. -
kihGizott
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] .
85 nem [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] szamOk
megjeldlt e o 06 o o o o
szam
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy pontosan 3 talalatot ériink el?

Pontosan 3 talalatot akkor ériink el, ha a mi szamaink koziil 3-at, a tébbi
szam koziil pedig 2-6t hiznak ki. Az altalunk megjeldlt 5 szambdl 3-at
(g)—féleképpen lehet kivalasztani. Az altalunk nem megjeldltek koziil a
maradék 2 szamot (825)—fé|eképpen lehet kihazni. Ez azt jelenti, hogy
pontosan 3 talalatot dsszesen ennyiféleképpen érhetiink el: (3)(%). Ezért

kedvez§g _ (‘2) (825) N 1
osszes (950) 1231

<.

o o ..@.

P(pontosan 3 talalat) =

5 me%Jelolt4
szam

(3) lehetsseg

85 nem
megjelolt
szam

} (825) lehet&ség
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy pontosan k talalatot ériink el?

A kérdés az el6z6 oldal gondolatmenetével oldhaté meg. A mi szamaink
kézil k darabot (i)—féleképpen hizhatnak ki. A rossz szamok kéziil a
maradék 5 — k nyer8szamot (58_51()—fé|eképpen hazhatjak ki. Tehat
pontosan k taladlatot ennyiféleképpen érhetiink el: (2)( 8 ) Ebbél

5—k
p 5\ 85
P(pontosan k talalat) = kiedvezo = (k) g‘gfk), k=20,1,2,3,4,5.
Osszes (5)

Az alabbi tablazat az egyes talalatok valésziniiségét tartalmazza:

Talalat Valésziniiség
5 ~ 1:44.000.000
4 ~ 1:100.000
3 ~ 1:1000
2 ~ 2.25%
1 ~ 23%
0 ~ 74,6%
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Bevezetés Osszeszamlalasi feladatok

Feladat. Ha egy szelvénnyel jatszunk, akkor mennyi annak az esélye, hogy
nyeriink pénzt a lottén?

Az 6toslottén akkor nyeriink pénzt, ha legalabb 2 talalatot akkor ériink el,
vagyis a talalatok szdma pontosan 2, 3, 4 vagy 5. Ekkor a kedvez§ esetek

5\ /85 N 5\ (85 N 5\ (85 +1
2/\ 3 3/\2 47\ 1
Ebbdl kovetkezik, hogy a kérdéses valdsziniiség értéke:

QE) QG @RI+,

(5)

P(nyeriink pénzt) =
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Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

Mdveletek eseményekkel

Az el6z6 részben tortént:
o Véletlen kisérlet: egy véletlen jelenség elGidézése vagy megfigyelése.
Kimenetelek: a véletlen kisérlet lehetséges eredményei.
Eseménytér (Q2): az Gsszes lehetséges kimenetel halmaza.
Esemény: a kisérlet kimenetelével kapcsolatot allitas.

Egy esemény akkor kovetkezik be, ha a kisérlet végrehajtasakor olyan
kimenetelt kapunk, melyre ez az esemény igaz.

o Egy szdvegesen megfogalmazott eseménynek megfeleltettiik az
eseménytér egy részhalmazat: azon kimenetelek halmazat, melyre ez
az esemény bekovetkezik.

Példa. Dobjunk fel egy dobékockat, és
tekintsiik a kdvetkezs két eseményt:

A = 5-nél kisebbet dobunk = {1, 2, 3,4},
B = paratlan szamot dobunk = {1, 3, 5}.
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Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

Két halmazon az alabbi halmazelméleti miiveleteket hajthatjuk végre:

o A két halmaz egyesitése vagy uniéja azon M
elemek halmaza, melyek a kett koziil valamelyik
halmazban benne vannak. Jele: Au B. A

o A két halmaz metszete azon elemek halmaza,
melyek mindkét halmazban benne vannak.

Jele: An B. A

@ Az A és a B halmaz kiilonbsége azon elemek IMT]
halmaza, melyek benne vannak A-ban, de
nincsenek benne B-ben. Jele: A\B. A B

@ Az A halmaz komplementere azon elemek
halmaza, melyek nincsenek benne A-ban.
Jele: A.

—_—
1V W |
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Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

Milyen miveleteket végezhetiink el az eseményeken?

Miiveletek eseményekkel

o Két esemény ,vagy” logikai miivelettel valé dsszekapcsolasat a két
esemény Osszegének nevezziik. Két esemény Gsszege azonos a két
esemény halmazelméleti uniéjaval:

A+B=Avagy B=AuB

o Két esemény ,és” logikai miivelettel vald 6sszekapcsolasat a két
esemény szorzatanak nevezziik. Két esemény szorzata azonos a két
esemény halmazelméleti metszetével:

A-B=Aé& B=AnB

Példa. Doboékockaval dobunk.

A = 5-nél kisebbet dobunk = {1,2, 3,4}
B = paratlan szamot dobunk = {1, 3,5}
Avagy B=1{1,2,3,45} =AuUB
AésB={1,3}=AnB

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 26 / 252



Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

Miveletek eseményekkel (folytatas)

o Az ,A bekovetkezik, de B nem"” kifejezést az A és a B esemény

kiilonbségének nevezziik. Két esemény kiilonbsége megegyezik a két

esemény halmazelméleti kiilonbségével:

A— B = Aigen, de B nem = A\B

o Egy esemény tagadasa megegyezik az esemény halmazelméleti

komplementerével:
—A=nem A=A

Példa. Dobdkockaval dobunk.

A = 5-nél kisebbet dobunk = {1,2, 3, 4}
B = paratlan szamot dobunk = {1, 3,5}
Aigen, de B nem = {2,4,} = A\B
nem A= {56} = A
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Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

Feladat. Egy tarsasagban az emberek 40 szazaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil és 30 szazaléka franciaul. Hogyan modellezhet§ a
tarsasag a bevezetett eszkoztarral?

Val6sziniiségszamitasban mindig kell egy véletlen kisérlet! Tekintsiik azt a
kisérletet, hogy véletlenszeriien kivélasztunk egy embert a tarsasaghdl. A
kisérlet lehetséges kimenetelei az emberek a tarsasagban, tehat az Q
eseménytér (a kimenetelek halmaza) maga a tarsasag. Vezessiik be
tovabba a kdvetkez8 eseményeket:

A = a kivalasztott ember beszél angolul )
B = a kivalasztott ember beszél németiil "‘

C = a kivalasztott ember beszél franciaul o 0

Ekkor A, B illetve C azon emberek halmaza, akik beszélnek angolul,
németil, illetve francidul. A feladat sz6vege szerint ezen halmazok
részaranya a teljes tarsasagon beliil rendre 40, 35 és 30 szazalék.
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Események valésziniisége

Miiveletek eseményekkel

Irjuk fel az A, B, C események segitségével a kdvetkezé eseményeket:

@ a kivalasztott ember beszél angolul, de nem beszél franciaul
= A bekdvetkezik, de C nem = A\C

@ a kivalasztott ember beszél angolul, és nem beszél franciaul
= A bekovetkezik, és C nem kdvetkezik be = An C

@ a kivalasztott ember beszél angolul, de németiil és francidul mar nem

= A bekovetkezik, de B és C nem = A\(B u C)

@ D = a kivalasztott ember pontosan egy nyelvet beszél a harom koziil
= beszél angolul, de németiil és francidul nem; vagy beszél németiil,
de angolul és franciaul nem; vagy beszél franciaul, de angolul és
németiil nem = [A\(Bu C)] U [B\(Au O)] U [C\(Au B)]

AC=AnC

Sziics Gabor (SZTE)

A\(B U C)

Valésziniiségszamitas
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Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

@ a kivalasztott ember nem beszéli mindharom M
nyelvet =nem AnBnC=AnBnC I B

@ nem beszél angolul, vagy nem beszél németiil, < it
vagy nem beszél franciaul o Kan 0
= nem A, vagy nem B, vagynem C = AuBuC 1

o a kivalasztott ember egyik nyelvet sem beszéli
=nem A, ésnem B, ésnem C=AnBnC A
YA

@ nem igaz, hogy a kivalasztott ember valamelyik l
nyelvet beszéli=nem AuBuC=AuBuC v (

De Morgan-azonossagok

Legyen A1, Ay, ... tetszbleges eseményeknek egy véges vagy végtelen
sorozata. Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossagok:

A]ﬂAzﬁ---ZzlkJZzu---, A1UA2U---=Z1(\Z2(\---
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Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

Milyen kapcsoltban allhat egymassal két vagy tobb esemény?

Kizaré események

Legyen Aj,Az,... eseményeknek véges
vagy végtelen sorozata. Azt mondjuk, hogy
ezek az események paronként kizaréak av-
agy paronként diszjunktak, ha barmely
kett6t kivalasztva azoknak lires a metszete.

A kizar6é események koziil legfeljebb egy kdvetkezhet be egyszerre, hiszen
nincs olyan kimenetel, melyet két vagy tobb esemény is tartalmazna.

Egymast tartalmaz6 események

Azt mondjuk, hogy a B esemény maga
utan vonja az A eseményt, ha B cC A,
tehat B minden eleme az A halmaznak
is eleme. Ez azt jelenti, hogy haa B es-
emény bekovetkezik, akkor az A esemény A
is feltétleniil bekdvetkezik.
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Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

Feladat. Feldobunk egy dobdkockat. Milyen kapcsolat all fenn az alabbi
események kdzott?

A = 1-est dobunk
B = 3-ast vagy 4-est dobunk
C = 6-ost dobunk

D = péaratlan szamot dobunk

@ Az A B,C események paronként kizaréak, hiszen barmely kettst
kivalasztva azoknak nem lesz kdzds eleme. Ezen események koziil nem
kovetkezhet be tdbb egyszerre.

@ A C ésa D esemény szintén kizarja egymast.

@ Az A esemény maga utan vonja D-t: ha A bekovetkezik, akkor
D is bekdvetkezik.

o A B éa D esemény kdzott egyik tanult kapcsolat sem all fenn:
nem zarjak ki egymast, és egyik sem vonja maga utidn a masikat.
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Az el6z6 6ran azt mondtuk, hogy egy esemény valdsziniisége azt mutatja
meg, hogy a kisérletet tobbszor megismételve a vizsgalt esemény a
végrehajtasok mekkora hanyadaban kdvetkezik be. Ez az értelmezés igy
nem teljesen preciz. Egy szabalyos dobokocka esetén a paratlan dobas
valésziniisége 1/2. De a kockat mondjuk 99-szer feldobva nem lehetséges,
hogy pontosan a dobasok felében kapunk paratlan értéket. A valdsziniiség
preciz definialasahoz el8szor sziikségiink van egy masik fogalomra.

Bekdvetkezési gyakorisag és relativ gyakorisag

Tekintsiink egy kisérletet, és egy ehhez kapcsol6dé A eseményt. Hajtsuk
végre a kisérletet egymas utan n alkalommal, és jelolje k,(A) azt, hogy
A hanyszor kdvetkezett be a végrehajtasok soran. Ezt nevezzitk az A
esemény bekdvetkezési gyakorisaganak. Az A relativ gyakorisaga az
rn(A) = kn(A)/n hanyados, ami azt mutatja meg, hogy az A esemény a
végrehajtasok mekkora hanyadaban kovetkezett be.
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Tapasztalati tény, hogy egy kisérletet Gjra és Gjra végrehajtva egy A
esemény relativ gyakorisiga egy meghatarozott érték koriil ingadozik, és a
koznyelv ezt az értéket nevezi az esemény valésziniiségének:

kn(A)

rn(A) = ~ P(A).
Sét, ennél tobbet is mondhatunk. A relativ gyakorisdg konvergal ehhez az
értékhez:

ra(A) — P(A), n— oo.

Régen pontosan ezzel a konvergenciaval definialtak a valészinlséget, tehat
a relativ gyakorisag limeszeként. A val6sziniliségszamitas modern felépitése
nem igy denialja az események valdsziniiségét, ez a konvergencia egy tétel
lesz majd. De akkor hogyan denialjuk? Els6 kérdés: egyaltalan milyen
tulajdonsagokat varunk el az események val6sziniiségétsl?
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

o Egy A esemény relativ gyakorisaga mindig 0 és 1 kdzés esik.
Elvaras: Legyen 0 < P(A) <1 minden A eseményre.
@ A biztos esemény relativ gyakorisaga:

() = ky(Q)/n=n/n=1
Elvaras: A biztos esemény valésziniisége legyen P(Q) = 1.
e Ha A és B kizar6 események, akkor

A B) = AVE) A8 _ L) e

Hasonlé médon mutathaté meg, hogy ha Ap, Ay, ... paronként
kizaré eseményeknek véges vagy végtelen sorozata, akkor

r,,(A1 VAU - ) = I’n(A1) + r,,(Az) + -
Elvaras: Az ilyen eseményekre legyen

P(ALUAyU--+) = P(A) + P(A2) + -
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Val6szinliség, valdsziniiségi mez6

Tekintsiink az Q0 eseményteret, és a A az eseményalgebrat, tehat az
események halmazat. Azt mondjuk, hogy a P: A — [0,1] fiiggvény
valésziniiség vagy valésziniiségi mérték az eseményalgebran, ha teljesiti
az alabbi két tulajdonsagot:

@ A biztos esemény valésziniisége P(Q2) = 1.

o Additivitas: Ha A, Ay, ... paronként kizaré eseményeknek egy
véges vagy végtelen sorozata, akkor az egyesitésiik val6sziniisége

P(AiuAyu---)=P(A1) + P(A) +---

Tehat, a val6szintiségi mérték egy olyan fiiggvény, mely az eseményekhez 0
és 1 kozotti szamokat rendel hozza. Az A eseményhez rendelt P(A)
értéket Ggy nevezziik, hogy az A valésziniisege. Az (2, A, P)
harmast valdsziniiségi mezének hivjuk.
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A véletlen kisérleteket mindig egy megfelelen konstrualt valdszintiségi
mezével irjuk le. Az Q alaphalmaz a kisérlet kimeneteleinek a halmaza
(eseménytér), a A eseményalgebra a vizsgalt események rendszere, és
végiil a P fliggvény mondja meg az egyes események valdsziniiségét.

Az additivitasi tulajdonsag a kdvetkezét fejezi
ki. Ha van egy esemény, melyet feldarabol-
unk véges vagy végtelen sok részre, akkor a
részek valdszinliségeinek az Osszege egyenld a
kiindulasi esemény valésziniiségével. Ez a tu-
lajdonsag jellemz8 minden mérésre, példaul a
teriilet vagy a tdmeg mérésére is. Ezért nevez-
ziik a val6szintiséget ,,mértéknek”.

P

A valészintiséget gy érdemes elképzelni, hogy egységnyi nagysagi salyt
széttertiink az eseménytéren, a kimenetelek halmazan. Ekkor|egy A
esemény P(A) valészinlisége nem mas, mint az A halmaz &sszsilya.

7.}
}57)
o

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszam 2018/19 &szi félév 37 / 252



Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A valésziniiség deniciéjabdl matematikai médszerekkel levezethets, hogy az

alabbi tulajdonsagok is teljesiilnek:

A valészintiség tulajdonsagai

o Komplementer esemény: P(A) =1 — P(A).

@ Lehetetlen esemény valésziniisége:

P(Z)=P(Q)=1-P(Q) =0.
o Kivonasi szabaly: tetszéleges A és B
esemény mellett
P(A\B) = P(A) — P(An B).
Specialisan, ha B maga utan vonja az
A eseményt, akkor
P(A\B) = P(A) — P(B).
@ Monotonitas: ha B maga utan vonja az
A eseményt, akkor P(B) < P(A).
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A val6szinlség tovabbi tulajdonsagai

o Szubadditivitas: Ha A;, Ay, ... tetsz6leges

eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata,
akkor

P(AiuAyu---) < P(A1) + P(A2) +---

o Két esemény dsszegének a valdsziniisége:
tetsz6leges A és B esetén

P(Au B) = P(A)+ P(B) — P(An B)

@ Harom esemény Gsszegének a val6sziniisége:
tetszéleges A, B és C esemény mellett

P(Au B U C) = P(A) + P(B) + P(C)
_P(AnB)—P(AnC)—P(B~C) |A
+P(AnBnC)
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A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Események valésziniisége

A val6szintiség tovabbi tulajdonsagai
A,

o Poincaré-formula avagy szitaformula: tetszéleges A, .

események mellett

P(ALU-- U A,) = D (=) > P(A, A" A

k=1 1<11<<1k<n
kiildnb6z6 egészek

Ugyanez részletesebben:
P(Ayu---UA,) =P(A1)+---+ P(An)

— ketteses metszetek valésziniisége

+ harmas metszetek val6sziniisége

— négyes metszetek valdsziniisége

+P(ALn---nAp)
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Feladat. Egy tarsasagban az emberek 40 szazaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil, 30 szazaléka franciaul, 15 szazaléka angolul és németiil,
20 szazaléka angolul és francidul, 20 szazaléka németiil és franciaul, végiil
az emberek 10 szazaléka beszél mindharom nyelven. Tekintsiik azt a
kisérletet, hogy véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a tarsasaghol.

A kisérlet lehetséges kimenetelei az emberek a tarsasagban, tehat az
eseménytér maga a tarsasidg. Tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:

A = a kivalasztott ember beszél angolul )
B = a kivalasztott ember beszél németiil "‘
C = a kivalasztott ember beszél franciaul o Q

Amikor véletlenszeriien valasztunk ki egy embert, akkor ezt agy értjiik,
hogy minden ember esetén azonos annak a val6sziniisége, hogy éppen & lesz
kivalasztva. Most példaul az emberek 40 szazaléka beszél angolul, igy 0,4
annak az esélye, hogy egy angolul beszél6 embert valasztunk ki. Kapjuk:

P(A) =04, P(B)=035 P(C)=03, P(AnBnC)=0,1,
P(AnB) =015 P(AnC)=02 P(BnC)=02.
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Hatarozzuk meg annak a valészintiségét, hogy a kivalasztott ember...
@ nem beszél angolul=nem A = A
P(A)=1-P(A) =0,6
o beszél angolul, de nem beszél franciaul= A teljesiil, de C nem=A\C
Most C & A, ezért P(A\C) # P(A) — P(C)
Helyes megoldas:  P(A\C) = P(A) — P(AnC)=0,4—-0,2=0,2
@ beszél angolul, de németiil és franciaul mar nem
= A teljesiil, de B és C nem = A\(B u ()

P(A(B U C)) = P(A) = P(AnB) = P(An C) + P(An B~ C)
—0,4—0,15—0,2+0,1 = 0,15
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Hatarozzuk meg annak a valészintiségét, hogy a kivalasztott ember...

e D = pontosan egy nyelven beszél a harom koziil
= beszél angolul, de németiil és franciaul nem;
vagy beszél németiil, de angolul és franciaul nem;
vagy beszél franciaul, de angolul és németiil nem
= [A\(BUO)]u[B\(AuO)]u[C\(Au B)]
Mivel D harom kizaré esemény unidja, az additivitasi szabaly szerint

P(D) = P(A\(B v C)) + P(B\(A v C)) + P(C\(A v B))

A harom valdsziniiség koziil az els§ értékét mar ismerjiik, a masik
kett6t hasonlé médon lehet meghatarozni. Hazi feladat befejezni...

@ beszél németiil vagy francidul = B u C

Mivel most vannak olyan emberek a tarsasagban, @_3 ﬁﬂ)
akik németiil is és franciaul is beszélnek, B és =

C nem kizar6 események. Ekkor az additivitasi @/ Q
szabaly nem alkalmazhatd, helyette:

P(B U C)=P(B)+P(C)—P(BnC)=035+03—02=0,45
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Hatarozzuk meg annak a valészintiségét, hogy a kivalasztott ember...
@ egyik nyelvet sem beszéli = nem beszél angolul,
és nem beszél németiil, & nem beszél franciaul e
=nem A, ésnem B,ésnem C=AnBnC a“
Nincsen formulank az események metszetének a v
valésziniiségére. Térjiink at események unigjara!

<

(

A De Morgan-azonossaggal és a komplementer esemény formulajaval:
P(AABAC)=PAUBUC)=1-PAUBUC)
Kevésbé formalisan felirva ugyanezt:
P(egyik nyelvet sem beszéli) = 1 — P(beszéli valamelyik nyelvet)
Harom tetszéleges esemény Gsszegének a val6szintisége:
P(AuBuUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(An B)
—PAnC)—P(BNnC)+P(AnBNC)
=04+035+03-0,15-0,2—-0,2+0,1=0,6
Ebbsl azonnal kapjuk, hogy P(AnB N C)=1-0,6 =04
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Diszkrét valészinliségi mez&k

A kovetkez8kben olyan kisérleteket vizsgalunk, ahol a kisérletnek ardnylag
kevés lehetséges kimenetele van. Az ,aranylag kevés” itt most azt jelenti,
hogy a kimenetelek felsorolhatéak egy véges vagy végtelen sorozatban.

Diszkrét valésziniiségi mezék

Azt mondjuk, hogy egy val6sziniiségi mez8 diszkrét valésziniiségi mezg,
ha a kisérlet lehetséges kimenetelei egy véges vagy végtelen sorozatot
alkotnak. Ekkor az eseménytér: Q = {wy,wo,...}.

Ha diszkrét val6sziniiségi mezével dolgozunk, de nincs tovabbi informacionk
a kisérletrél, akkor semmi sem garantalja, hogy minden kimenetelek azonos
a valdsziniisége. Emiatt diszkrét valésziniiségi mezén az események
valésziniisége altaldban nem hatarozhaté meg a kedvezd/6sszes formulaval.
Ezen formula alkalmazasat egyes feladatokban az is akadalyozza, hogy a
kisérletnek végtelen sok kimenetele van.
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Mivel a biztos esemény valésziniisége 1, az additivitas miatt egy diszkrét
valdsziniiségi mezén a kimenetelek valdszinliségének az Gsszege 1:

wa .
1= P(Q) = P({wr,ws, .. .}) g ®
= P(w1) + P(wa) +--- ;1 w.3 Ws o

Ezt fogalmaztuk meg korabban agy, hogy szétteritiink 1 nagysagl salyt az
eseménytéren. Legyen A egy tetszleges esemény. Ekkor a valdsziniiség
additiv tulajdonsaga szerint az A esemény val6sziniisége felirhaté gy,
mint a benne talalhaté kimenetelek valdszinliségeinek az dsszege:

A
P(A) = 3 Pw), ®

weA Y

Q

Eszerint diszkrét val6sziniiségi mezén elég a kimenetelek valdsziniségeit
meghatarozni, ebbdl az események valésziniisége mar kiszamolhaté.
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Klasszikus val6sziniiségi mezék

Azt mondjuk, hogy egy (Q,.A, P) valésziniiségi mez8 klasszikus
valésziniiségi mezd, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:
o Q= {wiy,...,wy} valamilyen N pozitiv egész szamra, tehat a
kisérletnek csak véges sok lehetséges kimenetele van;

@ minden kimenetelnek azonos a valésziniisége.

Vegyiik észre, hogy a klasszikus valdsziniiségi mez8 a diszkrét valésziniiségi
mez8nek a specialis esete. Emiatt a klasszikus valdsziniiségi mezén is
teljesiil, hogy 1 a kimenetelek valészintiségeinek az dsszege. Mivel most
minden kimenetelnek azonos az esélye, minden kimenetelnek pontosan
1/N =1/|Q| a valésziniisége. Ebbsl mar kovetkezik a kdvetkezs tétel:

Események valészintisége klasszikus val6sziniiségi mezén

Klasszikus valésziniiségi mezén egy tetszéleges A esemény valésziniisége

_ |Al  kedvezé kimenetelek szdma

P(A) = =
(A) 1| osszes kimenetel szama
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Feladat. Egy szabalyos pénzérmét feldobunk n alkalommal, ahol n
egy rogzitett pozitiv egész. Milyen eseménytérrel irhaté le a kisérlet?

A kisérlet lehetséges kimenetelei az n-hosszi fej-iras dobassorozatok. Ezek
a kimenetelek formalisan  (x1,...,x,) alakban irhatéak fel, ahol
X1,...,Xn a,fe]" és az ,iras’ értéket veheti fel. Most a pénzérme
szabalyos, ezért minden kimenetelnek azonos a valészinlisége. Ez azt
jelenti, hogy a kisérletet leir6 valésziniiségi mez6 egy klasszikus
valésziniiségi mez8, vagyis hasznalhatjuk a kedvez8/6sszes formulat.

Mivel 6sszesen 2" ilyen dobassorozat létezik, az eseménytér szamossaga:
|2] =2". Ebbdl kdvetkezik, hogy minden kimenetelnek, tehat minden
lehetséges dobassorozatnak 1/2" a valésziniisége.

Kérdés. Mennyi annak az A eseménynek a valdsziniisége, hogy az elsé
irast az n-dik, tehat az utolsé dobasra dobjuk?

Most a kedvezs esetek szama 1, hiszen egy darab kedvezd kimenetel van,

a (fej,...,fej,irds) dobassorozat. Tehat az A esemény val6sziniisége:
P(A) =1/2".
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Kérdés. Mennyi annak a B eseménynek a val6sziniisége, hogy az n
darab dobas soran pontosan k darab irast kapunk?

Az irasok szamanak lehetséges értékei 0,1,...,n. Ha most k nem
ezen értékek egyike, akkor a B esemény nem kovetkezhet be, azaz
B = a lehetetlen esemény. Ez azt jelenti, hogy

P(B) = P() = 0.

Ha k a 0,1,...,n értékek valamelyike, akkor a kedvezd kimenetelek
azon n-hossz( dobassorozatok, melyek pontosan k darab irast
tartalmaznak. llyen dobassorozat (Z) darab van, hiszen az dsszesen n
dobasbdl kell visszatevés nélkiil k dobast kivalasztani, amelyek az iras
eredményt adjak, mig a tobbi dobasnal fejet kapunk. Ekkor a kérdéses
valészindiség:

b - kedvezs _ ()

0sszes 2n
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Feladat. Hatarozzuk meg az 14 x + x? 4 --- végtelen tagszami Ssszeg

értékét, ahol x olyan valds szam, hogy |x| < 1.

A fenti Gsszeget mértani sornak nevezziik, és az dsszeg a kovetkezé
mdédon hatarozhaté meg:

L+ x+x2+-= lim (T4+x+-- +x")

n—a0

— Iim (1 e X - -
n|—>moo( TxA +X)1—x n—»moo 1—x 1—x

Specidlisan x = 1/2 esetén

1+1+1+1+ —1+1+ 12+ 13+ S T
2 4 8 T2 2 2 C1-1/2
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Feladat. Addig dobunk egy szabalyos pénzérmével, mig irast nem kapunk.
Milyen valészintiségi mezével irhaté le a kisérlet?

A kisérletnek kétfajta kimenetele van:

@ Véges sok dobés utén kapunk egy irast, és utdna nem dobunk tdbbet.
Legyen w, az a kimenetel, amikor az els§ irast pontosan az n-dik
dobasra kapjuk:  w, = (fej,...,fej,irds), n=1,2,...

_
n—1 darab

o Az is megtdrténhet, hogy végtelen sokat dobunk, de mindig csak fejet
kapunk:  we = (fej, fej, ... ).

Most a kimenetelek egy végtelen sorozatot alkotnak, és az eseménytér:

Q= {wi,wa,...,We}

Ezek szerint a kisérletet leiré (2,.A, P) valésziniliségi mezd egy diszkrét
valészinliségi mez6. Azonban ez a mez6 nem klasszikus valésziniiségi mezé,
hiszen végtelen sok kimenetel van, tovabba azt is latni fogjuk majd, hogy a
kimeneteleknek nem azonos a valésziniisége.
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Kérdés. Mekkora az egyes kimenetelek valésziniisége?

Korabban mar lattuk, hogy n dobast végrehajtva 1/2" annak az esélye,
hogy az els§ irds pontosan az n-dik dobasra jon. Ez azt jelenti, hogy
most P(w,) = 1/2", vagyis

P(elébb-utébb dobunk irast) = P(w;) + P(w2) + P(ws) + -

1 1 1 1 1 1 1
= — 4+ =+ +---={1+++---} 52=1.

o1 " 22 " 93 217" 2 "4

Mivel az 6sszes kimenetel valdsziniiségének az 6sszege pontosan 1, a fenti
szamolasbol kdvetkezik, hogy az wo kimenetel valésziniisége 0. Ez egy
megleps eredményt, hiszen semmi sem zarja ki, hogy az ws kimenetel
bekdvetkezzen, tehat egymas utan végtelen sok fejet dobjunk. Ennek
ellenére ennek mégis 0 a bekovetkezési valésziniisége. Latni fogjuk majd,
hogy ez nem ellentmondas! Azt is latni fogjuk, annak sincs jelentGsége,
hogy az érme szabalyos-e. Akarmilyen kicsi is az irds dobasénak az esélye,
az kimenetel valdsziniisége O lesz, tehat 1 annak a valésziniisége, hogy
elébb-utébb dobunk egy irast.
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Kérdés. Melyiknek nagyobb a valészinlisége? Annak, hogy az elsé irast
paros sorszami, vagy annak, hogy els@ irast paratlan sorszami dobésra
kapjuk?

Vezessiik be a kdvetkezd eseményeket:

A = az els§ irast paratlan sorszam( dobasra kapjuk = {w1,ws,ws, ...},
B = az elsg irast paros sorszama dobasra kapjuk = {wa,wa,ws, .. . }.

A kimenetelek valdsziniisége ismert, ezért

1 1

1

P(A) = P(w1) + P(w3) + P(ws) + - - =s;tmtmto
_11+}+i+ 1 1 g
2 4 42 T 21-1/4 3°

Azt is vegyiik észre, hogy
P(A) + P(B) = P(valamikor irast dobunk) =1
amibél P(B) =1/3. Tehat kétszer akkora annak a valésziniisége, hogy

az els@ iras paratlan sorszami dobasra jon, mint annak az esélye, hogy
paros sorszam( dobasra jon.
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Feladat. Egy cég gy prébalja meg népszeriisiteni az altala forgalmazott
chipset, hogy a zacskékba a Micimacké cimi mese figurait rejti el:
Micimackét, Malackat, Tigrist és Fiilest. Minden zacskéban pontosan egy
figura talalhatd, és minden figuranak azonos a gyakorisaga. Mi addig
vasaréljuk a terméket, mig meg nem kapjuk a teljes kollekcié, tehat mig
végiil mindegyik figurabdl lesz legalabb egy darab. Mennyi annak az esélye,
hogy ehhez elég 4 darab chipset kell megvenni? Mi annak a valészin(isége,
hogy elég 6 zacskét megvasarolni?

A feladat egy altalanos témakor specialis esete. Adott egy kisérlet, melynek
véges sok lehetséges kimenetele van. A kérdés az, hogy a kisérletet tobbszor
elvégezve mekkora valdszintiséggel fog az Gsszes lehetséges kimenetel
megjelenni. Ezt a problémakdrt nevezziik a kupongyiijté problémajanak.
Az eredeti feladat tobb kiilonb6z8 szoveggel is megfogalmazhaté. Példaul:

o Tizszer feldobok egy szabalyos dobdkockat. Mennyi az esélye, hogy a
dobasok kozott az 1, 2, 3, 4, 5, 6 értékek mindegyike megjelenik?

@ Mennyi a valésziniisége, hogy a Toté jatékban a futballmérkdzések
eredményei kozott az 1, 2 és x eredmények mindegyike megjelenik?
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

Nyilvanvald, hogy a teljes kollekci6ért legalabb négy zacské chipset meg
kell vasarolnunk. Annak az esélye, hogy négy zacské elég lesz:
kedvezg 4!

P(a 4 zacskéban 4 kiilonbdzé figura |esz) = — = 4—;‘ =0,09.
Osszes

Sajnos 4-nél tobb zsacské megvasarlasa esetén a megoldas mar kicsit
nehezebb, de van sablon mddszer. Vezessiik be a kovetkezé eseményeket:

A; = az i-dik figurat egyik zacskéban sem taladljuk meg, i=1,2,34
Ekkor a kérdéses valészintiség:
P(a 6 zacskébol Gsszeall a teljes koIIekcic')) = P(Zl N As N Az N @;)
= P(A1 quuA3uA4) =1—P(A1 quuA3uA4)
=1- P(valamelyik figurat nem kapjuk meg)

A Poincaré-formulaval az unié val6sziniisége:

P(Al ] A2 ) A3 ] A4) = P(Al) + P(Az) + P(A3) + P(A4)
— kettes metszetek + harmas metszetek — P(A1 N AN Az N A4)
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez8k

A felirt metszetek valésziniiségei:
P(A1) = P(6 zacskébdl nem kapunk Micimackét) = 3°/4°,
P(Ay n Az) = P(nem kapunk Micimackét és Malackat) = 2°/4°,
P(A1 n Ay 1 A3) = P(csak Fiilest kapunk) = 1/4°,
P(A1 1 A> n A3 1 Ag) = P(semmit sem kapunk) = 0/4°.

Vegyiik észre, hogy a 4 darab eseménybdl (g) darab kettes és (g)

darab harmas metszet képezhets. Ekkor annak a valésziniisége, hogy 6
zacské megvasarlasaval valamelyik figurat nem kapjuk meg:

oo -4 (2) - () (1) -omoe

Ebbdl a kérdéses valdsziniiseg mar azonnal jon:

P(a 6 zacskébdl teljes kollekcié) = 1 — P(A; U Ay U A3 U As) ~ 0,38
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Események valésziniisége =~ Geometriai valésziniiségi mezék

Geometriai valészinliségi mezék

Feladat. Adott egy 5 x5 méteres négyzet alakd kert, melynek egyik
sarkaban egy harapés kutya van kikdtve egy r =3 méteres lancon. A
kert mellett gyerekek jatszanak egy gumilabdaval, és véletlenszeriien beejtik
a labdat a kertbe. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a kutya eléri, és
ezaltal kiharapja a labdat?

A kert teriilete 25 m?, ebbdl a kutya egy
r’r/4 = 7,07 m? teruletu negyedkort ér el.
Azt, hogy a labda véletlenszeriien esik be,
agy értjiik, hogy annak a valdsziniisége, hc@ 5m
a labda a kutya altal elérhets teriiletre gsik;
aranyos ennek a teriiletnek a nagysa g’ al \

Tehat a kérdéses valésziniiség:

P(a kutya eléri a Iabdét) = — = = 0,28
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Események valésziniisége =~ Geometriai valésziniiségi mezék

Milyen tanulsagai vannak az el6z6 feladatnak?

o Azt a kisérletet hajtjuk végre, hogy a gyerekek beejtenek egy labdat a
kertbe. A kisérlet lehetséges kimenetelei azok a helyek, ahol a labda
foldet érhet, vagyis a kert pontjai. Az eseménytér most egy geometriai
alakzat, maga a négyzet alaki kert. Mivel a kisérletnek végtelen sok
kimenetele van, a feladat nem oldhaté meg kombinatorikus médon.

A gyerekek véletlenszeriien rugjak be a labdat a kertbe, ami azt
jelenti, hogy a kertnek nincsen olyan része, ahova a labda nagyobb
valésziniiséggel esne. Annak az esélye, hogy a labda a kertnek egy
adott részébe esik, fiiggetlen ennek a résznek az elhelyezkedésétél és
alakjatél, csak attdl fiigg, hogy mekkora a teriilete. Ezt agy is szoktuk
mondani, hogy a labda egyenletes eloszlas szerint esik be a kertbe.
Emiatt alkamazhattuk a kedvez&/dsszes formulat a teriiletekre.
Kiilénb6z6 dimenziés esetekben kiilénb5z6 médon mérjiik a
geometriai alakzatok nagysagat:

o az egyenesek részhalmazait (példaul a szakaszokat) a hosszisagukkal;
e a sik részhalmazait (példaul a sikidomokat) a teriiletiikkel;
o a tér részhalmazait (példaul a mértani testeket) a térfogatukkal.
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Események valésziniisége =~ Geometriai valésziniiségi mezék

A hosszlsagot, a teriiletet, és a térfogatot dsszefoglalé néven mértéknek
nevezzilk. Egy A geometriai alakzat mértékére (hosszlsagara, teriiletére
vagy térfogatéra) a u(A) jeldlést szokas alkalmazni.

Geometriai valdszinliségi mezék
Azt mondjuk, hogy egy (€, A, P) val6sziniiségi mez6 geometriai
valészin(iségi mezd, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:
@ Az Q eseménytér egy olyan geometriai alakzat, melynek a mértéke:
0 < () < o0.

o Egyenletességi hipotézis: Az események valdsziniisége egyenesen
aranyos az események mértékével. Tehat, minden A < Q eseményre

p(A)  kedvezs hossziisag/teriilet/térfogat

P(A) = =
(A) 1(2) osszes hosszlisag/teriilet /térfogat

Az egyenletességi hipotézis azt fogalmazza meg, hogy egy A esemény
valésziniisége csak attdl fiigg, hogy mekkora az A halmaz nagysaga, de
attél mar nem, hogy ez a halmaz hol helyezkedik el az eseménytéren beliil.
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Események valésziniisége =~ Geometriai valésziniiségi mezék

Kérdés. Mennyi annak a valésziniisége, hogy a gyerekek pontosan az
5 x 5 méteres négyzet alakl kert geometriai kozéppontjara ejtik a labdat?

A kert geometriai kdzéppontja egyetlen egy pont,

a négyzet két atl6janak metszéspontja. A ge- >m
ometriai valésziniiségi mezd deniciéja szerint a

valésziniiséget kedvezd teriilet/Osszes teriilet for-

mulaval kell szdmolni, tehat az a kérdés, hogy men- R
nyi egy pont teriilete. Tetszbleges n pozitiv egész

szam esetén az R pont lefedhetS egy 1/n oldal- 1/n
hossziisagl kis négyzettel. Azt kapjuk, hogy

0 < u(R) < a kis négyzet teriilete = 1/n®> — 0, n — oo.

Ekkor a rendér-elvbdl kovetkezik, hogy az R pont teriillete: u(R) = 0.
Tehat annak a val6sziniisége, hogy a labda pontosan az R pontra esik:

kedvezd terllet 0 0
Osszes teriilet 25
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Események valésziniisége =~ Geometriai valésziniiségi mezék

Az el6z6 oldalon bemutatott médszer a négyzet alaki kert 6sszes pontjara
alkalmazhaté. Minden pontnak 0 a teriilete, és ezért minden egyes pont
esetén 0 annak a valdsziniisége, hogy a labda pontosan arra a pontra esik.

Az alabbi allitasokat is hasonlé mdédszerrel lehet bebizonyitani:
@ minden pontnak 0 a hossziisaga, a teriilete és a térfogata;
@ minden szakasznak illetve egyenesnek 0 a teriilete és a térfogata;

e minden sikidomnak 0 a térfogata. (Példa: mértani testek lapjai.)

Bekovetkezhet az, hogy a gyerekek az R pontra ejtik a labdat? Igen, ezt
semmi sem zarja ki. Attdl, hogy egy eseménynek 0 a valészintsége, ez az
esemény még bekdvetkezhet. (llyen példat mar korabban is lattunk.)

A hétkdznapi sz6hasznalatban ha azt mondjuk, hogy valaminek 0 az esélye,
az alatt azt értjiik, hogy az a valami nem kdvetkezhet be. Ez az értelmezés
matematikailag nem helyes. Egyetlen egy olyan esemény van, mely nem
kovetkezhet be, a lehetlen esemény. Ennek 0 a valdsziniisége, de rajta kiviil
egy adott kisérlet esetében lehetnek tovabbi olyan események, melyeknek 0
a valészintisége.
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Események valésziniisége =~ Geometriai valésziniiségi mezék

Kérdés. Hogyan kovetkezhet be egy esemény, ha 0 a valdsziniisége? Ez
miért nem matematikai ellentmondas?

Egy A esemény valésziniiségének az a szemléletes jelentése, hogy a
kisérletet sokszor elvégezve az A esemény relativ gyakorisdga konvergal a
valésziniiséghez:

kn(A)

rn(A) = . — P(A), n— .

Abbdl, hogy az esemény P(A) valdsziniisége 0, még nem kdvetkezik,
hogy az esemény sosem kovetkezhet be, tehat k,(A) = 0. Eléfordulhat,
hogy az esemény nagyon ritkdn kdvetkezik be, és igy a relativ gyakorisig
nulldhoz konvergal. (Pl: k,(A) ~ +/n.)

Hasonlé okok miatt abbdl, hogy egy eseménynek 1 a valdsziniisége, még
nem kovetkezik, hogy ez az esemény a kisérlet minden egyes végrehajtasa
soran biztosan bekdvetkezik. A relativ gyakorisag Ggy is konvergalhat 1-hez,
hogy a bekdvetkezési gyakorisag kisebb, mint n. (Pl k,(A) = n—3.)
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

A feltételes valészintség

Idénként el6fordul, hogy ugyan a véletlen kisérletet véghajtva nem ismerjiik
a kisérlet aktualis kimenetelét, de rendelkeziink valamilyen informaciéval
ezzel a kimenetellel kapcsolatban, és ezen hattérinformacié mellett
szeretnénk bizonyos események valdsziniliségét meghatarozni. Példaul:

o IdGjaras: A sokéves tapasztalat alapjan mar a mai napon is
nyilatkozhatunk arrdl, hogy 2015. januar 1-én milyen idé varhaté.
Viszont ezen datum el6tt egy héttel az decemberi id6jaras ismeretében
mar sokkal pontosabb rovidtava elérejelzés lesz majd adhaté.

o Pénziigyi matematika: Ha modellezni szeretnénk egy értékpapir
jovébeli arat, akkor ebben elényt jelent, ha ismerjik az arfolyam
maltbéli alakulasat.

o Pdker: A Texas Hold’em pékerben kiszamolhaté, hogy mekkora
valészintiséggel lesz pékeriink. Viszont ha kézbe két azonos értékii
lapot kapunk, akkor a péker valészinlisége megné.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobdkockat, és legyen A az az
esemény, hogy paratlan szamot dobunk. Ekkor az A valdsziniisége
P(A) =1/2. Adjuk meg A valésziniiségét, ha rendelkeziink az alabbi
informaciokkal.

o Tudjuk, hogy primszamot dobtunk. Ekkor az 1,4, 6 kimenetelek nem
kdvetkezhettek be, ezért P(A) = 2/3.

o Tudjuk, hogy 5-nél kisebbet dobtunk. Ekkor az 5 és a 6 kimenetel nem
kovetkezhetett be, ezért P(A) = 2/4 =1/2.

e Tudjuk, hogy 3-ast vagy 5-st dobtunk. Ekkor P(A) =2/2 =1,
ugyanis most a hattérinformacié maga utan vonja az A eseményt.

e Tudjuk, hogy paros szamot dobtunk. Ekkor P(A) =0/3 =0, ami
nem meglepd, hiszen most a hattérinformacié kizarja az A eseményt.

CE 5)A Sk 5)A CE 5)A (1 3 5)A

2 4 6 2 4 © IR & B 2 4 6
Q Q Q Q
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valész

Feltételes valésziniiség

Tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Ekkoraz A eseménynek a B eseményre
vett feltételes valdsziniiséege P(A|B) = P(An B)/P(B). A feltételes
valészinliség megmutatja, hogy mennyi az A esemény val6sziniisége, ha
tudjuk, hogy a B esemény bekdvetkezik.

A fenti formulara a kdvetkez8 szemléletes magyarazatot is lehet adni. Ha
tudjuk, hogy a kisérlet végrehajtasakor a B esemény bekovetkezett,
akkor a B eseményen kiviili kimeneteleket akar ki is dobhatjuk, hiszen
ezek biztosan nem kovetkeztek be. Gyakorlatilag a B egy sziikitett
eseménytérként funkcional, ez tartalmazza azokat a kimeneteleket, melyek
bekovetkezhettek. Mi arra vagyunk kivancsiak,
hogy az A eseménynek mekkora a silya ezen a
sziikitett eseménytéren beliil. Mivel most a B
eseményen kiviili kimenetelek nem szamitanak, az
A esemény csak gy kdvetkezhet be, haaz AnB
metszet bekdvetkezik. Vagyis A silya a B
sziikitett eseménytéren beliil P(An B)/P( ).
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

Feladat. Jeldlje A azt az esemény, hogy egy szabalyos dobdkockat
feldobva paratlan szamot dobunk. Adjuk meg A feltételes valésziniiségét
az alabbi B feltételekre nézve:
@ B = primszamot dobunk
Kombinatorikus médszerrel mar megmutattuk, hogy A valésziniisége
a B hattérinformacié mellett 2/3. Ugyanez a definiciébél is kijon:
P(An B)  P(pératlan és prim) 2/6 4 2

P(AB) = P(B) P(prim) T 12 6 3

@ B = 5-nél kisebbet dobunk

Mar megmutattuk, hogy A valdszinlisége a B hattérinformacié
mellett 1/2. Ugyanez a definicié alkalmazasaval:

P(AIB) = P(An B) _ P(paratlan és 5-nél kisebb) ~ 2/6 2 1
-~ P(B) P(5-nél kisebb) S 4/6 4 2

Most a B esemény nem valtoztatja meg az A valdszintiségét. Erre
fogjuk késébb azt mondani, hogy a két esemény fiiggetlen egymastél.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

Feladat. Ha feldobok egy szabalyos pénzérmét, akkor 1/2 annak az
esélye, hogy fejet kapok. Tegyiik fel, hogy 10 egymast kovets dobéas soran
mindig irast dobtam. Vajon ez megndveli vagy lecsdkkenti annak az
esélyét, hogy a kovetkez6 dobasom fej legyen?

Amidta van rulett, azéta vannak tutibiztos nyer§ stratégidk is. Az egyik
ilyen stratégia gy szdl, hogy ha sokszor (mondjuk 10-szer) egymas utan
ugyanaz a szin jon ki, akkor be kell szallni, és a masik szinre kell tenni. Ezt
azzal magyarazzak, hogy a piros és a fekete szinnek azonos a valésziniisége,
vagyis hossziitdvon azonos lesz a relativ gyakorisaguk. Ha most t&bbszor
egymas utan az egyik szin jott ki, akkor a sors kompenzalni fog, és a masik
szinnek meg fog néni az esélye, hogy ezzel helyrealljon az egyensily. Masok
ezzel szemben éppen Ggy gondoljak, hogy ha az egyik szin sokszor kijott
egymas utan, akkor azon a napon annak a szinnek nagyobb kell, hogy
legyen az esélye, és éppen ezért arra a szinre kell tenni, nem szabad valtani.

Hasonlé tapasztalhaté a lotté esetében is. Sokan gy gondoljak, hogy ha
tobb héten keresztiil nincs telitaldlat, akkor ez megndveli annak az esélyét,
hogy a kdvetkez6 héten valaki nyerjen.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

Térjiink vissza a pénzérméhez, és tekintsiik az alabbi eseményeket:
B = 10 dobasbdl 10 irast kaptunk, A = a 11-dik dobas fej.
Vajon mennyi a P(A|B) valésziniiség, nagyobb vagy kisebb, mint 1/27

Tiz érmedobast végrehajtva osszesen 20 darab koliinb6z8 sorozatot
kaphatunk. Ezeknek azonos az esélye, tehat annak a valésziniisége, hogy
mind a tiz dobas iras lesz:  P(B) = 1/2%.

Hasonlé médon, 11 dobast végrehajtva dsszesen 2! kiildnbdzs sorozatot
kaphatunk, és igy annak a valésziniisége, hogy 10 irast és utana egy fejet
kapunk: P(An B) =1/211,

Ekkor annak az esélye, hogy a 11-dik dobas fej, ha el6tte 10 darab irast
kaptunk:
P(AnB) 1210 1

(AcB) 12" 1,

P(B) 1/210 2
A kapott egyenl6ségnek az a magyarazata, hogy a dobasok fliggetlenek,
tehat az, hogy mi volt az elsé 10 dobas eredménye, nem befolyasolhatja a
11-edik dobas eredményét.

P(AB) =

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 68 / 252



Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

A feltételes valészintség tulajdonsagai

Felmeriilhet a kérdés, hogy a feltételes valdsziniiség valdban valdsziniiség,
azaz valésziniiségi mérték-e. A valdsziniiség denicidja a kdvetkezd
tulajdonsagokat kdveteli meg:

o A valésziniiség egy olyan fliggvény, mely az eseményekhez 0 és 1

kozotti értékeket rendel hozza.

@ A biztos esemény valdsziniisége 1.

o Teljesiil az additivitas.
Konnyen ellenérizhets, hogy ezek a tulajdonsagok teljesiilnek a feltételes
valésziniiségre, igy igaz az alabbi tétel. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
feltételes valdsziniiségre teljesiilnek a valésziniiségi mértékek korabban vett
azonossagai.

A feltételes val6sziniiség valdsziniiség

Legyen B pozitiv val6sziniiségli esemény. Ekkor a B eseményre vett
feltételes valésziniiség valdszinliségi mérték.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

A tétel értelmében teljesiilnek az alabbi azonossagok:
e Minden A eseményre 0 < P(A|B) <1.
@ A biztos és a lehetetlen esemény: P(Q|B) =1, P(J|B) = 0.
e Monotonitas: Ha Ay € Ay, akkor P(A1]|B) < P(Az|B).
e A komplementer esemény valészintisége: P(A|B) =1 — P(A|B).
o Additivitas: ha Aj, As,... kizaré eseményeknek egy véges vagy
végtelen sorozata, akkor

P(Al VAU - | B) = P(A1|B) +P(A2|B) + -
o Két esemény unidjanak a valésziniisége:
P(Al u Ao | B) = P(A1|B) + P(A2|B) — P(Al N A | B)
FONTOS: A fenti azonossagokban a B esemény rogzitett! A feltételes

valészinﬁségbenifeltételt nem lehet ilyen kdnnyen manipulalni. Példaul,
altalaban P(A|B) # 1 — P(A|B).
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

A tovabbiakban a feltételes valdsziniiség olyan tulajdonsagait ismertetjiik,
melyek nem kdvetkeznek abbdl, hogy a feltételes valdsziniiség valésziniiségi
mérték. Az elsé tétel egy hianypétlé formula, mely események metszetének
a val6szintiségére ad szamolasi szabalyt.

Lancszabaly

Legyen Ai,...,A, olyan esemény, melyre P(A;n---nA,;) > 0. Ekkor

P(Al ﬁ'--ﬁAn) = P(A]_)P(A2 |A1)P(A3 | Al ﬁAg)
--P(An|Alﬁ---ﬁAn_1).

Bizonyitas. A feltételes valdsziniiség definiciéjat tobbszor alkalmazva

P(A)P(A | A)P(As | Al n Ag) - P(Ay | AL -0 Ay i)
_P(A)P(AlﬁAz)P(AlﬂAzﬂAjg) P(Alﬁ---ﬂAnflﬂAn)
VY TTP(AY) P(A1 N Ay) P(AL A Ant)

=P(ALn--nAr1nA).
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Feladat. Adott n ember, akik ki akarnak sorsolni maguk koziil egy
vesztest. Fognak hat n darab egyforma gyufaszalat, egynek letérik a fejét,
és egymas utan haznak. Aki a rovidebbet hizza, az lesz a vesztes.
Igazsagos-e ez a sorsolas, tehat fligg-e annak az esélye, hogy valaki vesztes
lesz attol, hogy hanyadikként haz?

Legyen A1, Ay, ..., A, az az esemény, hogy az els6, a masodik, és igy
tovabb, az utolsé ember hizza a révidebbet. A sorsolas akkor igazsagos, ha
mindegyik esemény valésziniisége azonos, tehat 1/n.

1. Megkozelités. Csak addig kdvetjiik figyelemmel a kisérletet, amig
valaki ki nem hiizza a rdvid szalat, a tovabbiaknak Ggy sincs jelent8sége.
Az els6 ember n gyufaszal kéziil huz, és ezek kdzill 1 a rovid, tehat 6
ezt 1/n eséllye kapja meg. A masodik ember, ha haz, akkor mar csak
(n—1) szalbdl hiz, és ezek kozott még mindig ott a rovid, azaz 6 ezt a
szalat 1/(n—1) valésziniiséggel kapja meg. Vagyis azt kapjuk, hogy

P(A) =1/n &  P(A) =1/(n—1).

Ez egyben azt is jelenti, hogy a sorsolds nem szabélyos. De hat akkor miért
sorsolnak igy mar évszazadok 6ta? Itt valami nem stimmel.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

2. Megkdzelités. Az el6z6 oldalon elkovettiink egy hibat. Az addig
rendben van, hogy az els6 ember esetében P(A;) = 1/n. A masodik
ember viszont csak akkor huzhatja ki a révidet, HA egyaltalan haz, tehat
HA az els6 ember nem hazta ki mar el6tte a rovid szalat. Tehat most nem
az Ay esemény feltétel nélkiili valésziniségét ismerjiik, hanem az Ay
eseményre vett feltételes valdszintiségét: P(Az|A1) =1/(n—1).
Vegyiik észre, hogy A; = A; n Ay, amibdl a lancszabaly alkalmazasaval
P(A2) = P(Zl M Az) = P(Zl) . P(A2|Z1) = (n — 1)//7 . 1/(n - 1) = 1/!7.
Es ezt igy lehet folytatni. Az utolsé ember esetében ismét az a helyzet,
hogy 6 csak akkor hiz, ha el6tte a tobbiek nem haztak ki a révidet, azaz
P(A,) = P(Zl AN Apll N A,,)
P(ﬂl)P(Zz | Zl)P(Z;J, | Zl M ZQ)
---P(Z,-,,l |Z1 M. ﬂznfz)P(An |Z1 M- mﬁn,l)
n—1 n—2 n-3 1 1

n n—1 n—2 2~ n’

Tehat azt kapjuk, hogy a sorsolas szabalyos.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Bayes-formula

Legyen A és B pozitiv valésziniliségi esemény. Ekkor

P(A[B)P(B)

P(BIA) = =5 1

Bizonyitas. A lancszabaly alkalmazasaval:
P(Bn A P(A|B)P(B
psia - PEDA) _ PAIBIP(E)
P(A) P(A)

Feladat. Egy gyarban anyaghibas és méterhibas gyartmanyok is késziilnek,
és ezek a teljes mennyiség 25 illetve 40 szizalékat teszik ki. A mérethibas
darabok 6tdde anyaghibas is egyben. Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy
anyaghibas gyartmanyt, akkor ez mekkora eséllyel lesz mérethibas is?

P (anyaghibas | mérethibas) - P(mérethibas)
P(anyaghibas)

P (mérethibas | anyaghibas) =

_02-04
0,25

= 0,32.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Teljes eseményrendszer

Azt mondjuk, hogy a Bi,..., B, események teljes eseményrendszert
(t.e.r.) alkotnak, ha teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:

@ paronként diszjunktak, tehat tetszéleges i # j esetén Bin B; =

o egyiittesen lefedik az eseményteret: By u---u B, = Q;

e mindegyik eseménynek pozitiv a valésziniisége.

A telies eseményrendszer az eseménytér egy |p,
particidja, felbontdsa egymast kizaré pozitiv
valésziniiségii eseményekre. A kisérletet végreha-
jtva a teljes eseményrendszer elemei koziil pon-
tosan egy kdvetkezik be, igy Bs B,

P(Bi) + -+ P(B,) = P(Biu---uU B,) =/Pé2)—1-
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Feladat. Szeretnénk meghatarozni az orszagos munkanélkiiliségi ratat, de

sajnos a foglalkoztatasi adatok csak regionalis szinten allnak rendelkezésre.

Hogyan kaphaté meg ezekbdl az orszagos rata? Arra is kivancsiak vagyunk,
hogy a munkanélkiiliek mekkora hanyada él az egyes régiékban.

Vegyiik azt a kisérletet, hogy véletlenszeriien kivalasztunk egy munkaképes
kord allampolgart, és legyen A az az esemény, hogy a kivalasztott ember
munkanélkili. Legyen tovabba Bi, By,...,B; az az esemény, hogy a
kivalasztott ember az elsG, a masodik, stb., a hetedik régiéban él. Ek
Bi,...,B7 ese mények teljes eseményrendszer alkotnak, tovabba

e P(A) = orszagos munkanélkiiliségi rata,

e P(B;) = az allampolgarok ekkora hanyada él B,
az i-edik régiéban, (ismert)

P(A|B;) = munkanélkiiliségi rata az i-edik
régiéban, (ismert)

e P(Bj]A) = a munkanélkiiliek ekkora hanyada Bs B

él az i-edik régidban.
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A teljes val6sziniiség tétele és a Bayes-tétel

Legyen Bi,...,B, teljes esemény rendszer, és tekintsiink egy tetszéleges
A eseményt. Ekkor teljesiilnek az alabbi &sszefiiggvések:

o Teljes valésziniiség tétele:
P(A) = X3y P(AIBi)P(B;) = P(A|B1)P(B1) + -+ + P(A|By) P(Bn)

o Bayes-tétel: Ha P(A) >0, akkor

_ P(AB))P(B))
PBIA) = S pialB)P(B)

Bizonyitas. Az additivitds és a lancszabaly alkalmazasaval:
P(A)=P(AnBi)+---+ P(An B,)
= P(A[B1)P(B1) + - -+ + P(A|B,)P(Bn) .
A Bayes-formulaval és a teljes valdszinliség tételével:
P(AB)P(B;) __ P(A[B))P(B))
P(A) 21 PAIB)P(B)

P(Bj|A) =
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Feladat. A két oldallal ezel6tt elkezdett feladat folytasaként tekintsiik az
alabbi fiktiv adatokat:
i 123 |4 |5 |6 |7
P(AB) || 5% | 8% | 10% | 5% | 12% | 8% | 5%
P(B;) 40% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10%
o Hatarozzuk meg, hogy hogyan aranylik a munkanélkiiliek szdma az
egyes régiokban a teljes munkaképes lakossaghoz.

Az | régiéban él6 munkanélkiiliek aranya a teljes munkaképes
lakossagon beliil:

P(munkanélkiili és az i-edik régiéban él) = P(A n B;) = P(A|B;)P(B;).

Ezek a szorzatok a fenti tablazatban kénnyen kiszamolhatéak, csak az
egymas alatti értékeket kell 6sszeszorozni.
i 1 2 3 4 5 6 7
P(A|B;) 5% 8% | 10% | 5% | 12% | 8% 5%
P(B;) 40% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10%
P(AnBj) || 2% [08% | 1% | 0,5% | 1.2% | 0,8% | 0,5%
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége

o Hatarozzuk meg az orszagos munkanélkiili ratat.

A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

A teljes valésziniiség tételének értelmében az el6z6 tablazat utolséd
sordban szereplé értékeket kell &sszeadni. Kapjuk:

P(A) =1 P(AIB)P(B)) = X!, P(An B) = 6,8%

o Adjuk meg, hogy a munkanélkiiliek mekkora hanyada el az egyes

régidkban.

A feltételes valésziniiség definicidjaval:
P(az i-edik régioban &l | munkanélkiili) = P(B;|A) = P(An B;)/P(A)
Tehat a kérdéses aranyok megkaphatdak agy, hogy az eléz6 tablazat

utolsé sorat végigosztjuk a

P(A) =6,8% értékkel.

i 1 2 3 4 5 6 7
P(AIB) | 5% | 8% | 10% | 5% | 12% | 8% | 5%
P(B;) 40% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10%
P(AnB) | 2% | 08% | 1% |05% | 1,2% | 0.8% | 0,5%
P(Bi|A) || 29,4% | 11,7% | 14,7% | 7.4% | 17,6% | 11,7% | 7.4%
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Feladat. Adott két urna. Az egyikben 2 piros és 6 z6ld, a masikban 3 piros
és 1 zold golyét talalhatd. Véletlenszertien kivalasztok egy urnat, és
kiveszek belSle egy golyét. Valaszoljunk az alabbi kérdésekre.

@ Mennyi annak az esélye, hogy pirosat hizok?

Legyen By és B, az az esemény, hogy az 1. illetve a 2. urnabdl
hiazok, tovabba jeldlje A azt, hogy pirosat kapok. Ekkor
P(B1) = P(Bz) = 1/2, P(A|By) = 2/8, P(A|B) = 3/4.
A teljes valészin(iség tételével:
P(A) = P(A|B1)P(B1)+ P(A|B;)P(B2) =0,25-0,5+0,75-0,5 = 0,5
o Osszedntdm a két urna tartalmat, és ezek utan hizok ki egy golyét.
Mekkora eséllyel kapok pirosat ebben az esetben?

Az 3sszedntés utadn 5 piros és 7 zdld goly6 van egy urnaban, igy
P(A) =5/12 ~ 0,42.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Térjiink vissza a kéturnas elrendezéshez. Mennyi annak az esélye,
hogy pirosat kapok ES az elsé urnabél hiazok?
A lancszabaly alkalmazasaval

P(An By) = P(B;)P(A|B;) = 0,5-0,25 = 0,125

Feltéve, hogy zdld golyét kapok, mennyi annak a valészintisége, hogy
az 1. urnabél hiztam?

Most A az az esemény, hogy zold golyét kapok, és

P(A)=1- P(A) =05, P(A|By) =1 — P(A|By) = 0,75.

Ekkor a Bayes-formula alkamazasaval

— P(A|B))P(B;) 0,75-05
p(eu ) - CAZEE) _ST08 75
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége Két esemény fiiggetlensége

Két esemény fliggetlensége

Azt tapasztaltuk, hogy a hattérinformacié néha megvaltoztatja a vizsgalt
esemény val6szin(iségét, néha viszont nem. Példaul:

@ Ha egyszer dobunk egy dobokockaval, akkor
P(a dobas paros | a dobés prim) = 1/3  1/2 = P(a dobas paros)
@ Ha 11-szer dobunk egy szabalyos pénzérmével, akkor
P(a 11-edik fej | az els 10 iras) = 1/2 = P(a 11-edik fej)
A masodik pont egyenl8ségét azzal magyaraztuk, hogy a 11-dik dobas

Jfliggetlen” az elsé 10-t6l. A fliggetlenség a kdzbeszédben egy gyakran
alkalmazott kifejezés, de hogyan lehetne matematikailag definialni?

Két esemény fiiggetlensége

Legyen A és B két tetsz6leges esemény. Azt mondjuk, hogy a két
esemény fiiggetlen egymastdl, ha P(An B) = P(A)P(B).

De ennek vajon mi kbéze van a hétkéznapi értelemben vett fiiggetlenséghez?
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége Két esemény fiiggetlensége

A fiiggetlenséggel ekvivalens tulajdonsagok

Ha A és B pozitiv valésziniiségii, akkor az alabbiak ekvivalensek:
o A és B fliggetlen egymastél.
e P(A|B) = P(A).
e P(B|A) = P(B).

A tétel szerint két pozitiv valésziniiségili esemény pontosan akkor fiiggetlen,
ha egyik sem szolgaltat hasznalhaté hattérinformaciét a masikra nézve. A

hasznalhat6 itt azt jelenti, hogy hidba tudom példaul, hogy a B esemény
bekovetkezik, ez az informéacié nem véltoztatja meg az A valdsziniiségét.
Eppen ez az, amit a hétkdznapi széhasznalatban fiiggetlenségnek neveziink.

Bizonyitas. Ha A és B fiiggetlen, akkor
P(A|B) = P(An B)/P(B) = P(A)P(B)/P(B) = P(A).
A forditott iranyért, ha P(A|B) = P(A), akkor a lancszaballyal
P(An B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B).
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége Két esemény fiiggetlensége

Kérdés. Ha feldobunk két szabalyos dob6kockat, akkor nyilvanvalé, hogy a
kisérletnek 36 lehetséges kimenetele van. De vajon miért teljesiil az, hogy
mindegyik kimenetelnek azonos a valésziniisége?

Két kockaval dobva a kapott értékek nem hatnak egymasra. Példaul az,
hogy az elsé kockaval mondjuk 1-est dobunk, nem ndveli, és nem csokkenti
annak az esélyét, hogy a masodik kockaval mondjuk 2-est kapunk. Ez nem
egy matematikai tétel, hanem a természettudomanyos tudasunkon alapulé
észrevétel. Ez az észrevétel matematikailag agy fogalmazhaté meg, hogy a
két kocka feldobasa fliggetlen eredményeket ad. Tehat, tetszéleges 7 és
J értékek esetén az alabbi események fliggetlenek egymastél:

A = az 1. kockaval i-t dobunk, B = a 2. kockaval j-t dobunk.
Ekkor a fliggetlenség alkalmazasaval:
P(az 1. kockaval i-t, a 2. kockaval j-t dobunk)
= P(AnB)=P(AP(B)=1/6-1/6 = 1/36.

Osszefoglalva: Az, hogy minden (i,j) pérnak azonos a valészintisége,
abbdl a feltevésbdl kovetkezik, hogy a dobasok fiiggetlenek egymastdl.
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Kérdés. Mi a kapcsolat a diszjunktsag és a fliggetlenség k6zott?

Az egyik leggyakoribb hiba, amit a hallgaték elkovetnek, hogy keverik a
kizarésag és a fiiggetlenség fogalmat, pedig a kettének nincs sok kdze
egymashoz. Legyen A és B pozitiv valdsziniiségli esemény, és tekintsiik
a kovetkezé eseteket:

@ Ha a két esemény kizaré, akkor nem kdvetkezhetnek be egyszerre.
Tegyiik fel most, hogy a B esemény bekdvetkezik. Megvaltoztatja ez
a hattéringformacié6 A val6szinliségét? Persze! Mivel a két esemény
kizaré, A nem kovetkezhet be, tehat a feltételes valdsziniisége 0. Ez
pedig azt jelenti, hogy a két esemény nem lehet fiiggetlen. Formalisan:

P(AB) = P(An B)/P(B) =0/P(B) =0 # P(A) > 0.
@ Ezzel szemben, ha a két esemény fiiggetlen, akkor nem lehetnek
kizaréak, ugyanis P(An B) = P(A)P(B) > 0.
Fontos megjegyezni, hogy a fenti gondolatmenet pozitiv valdszinliségii

eseményekre vonatkozott. Ha az egyik esemény valdsziniisége 0, akkor A
és B lehet egyszerre kizar6 és fiiggetlen.
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Tobb esemény fliggetlensége

A tovabbiakban tobb esemény fiiggetlenségét fogjuk definialni.

Tobb esemény fiiggetlensége

Legyen Ajp, Ay, ... eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata.

@ Azt mondjuk, hogy az események paronként fiiggetlenek, ha barmely
kettd fiiggetlen egymastél, tehat tetszéleges A; és A; kiilonbozs
eseményeket kivélasztva teljesiil, hogy P(A; n Aj) = P(A;)P(A)).

@ Azt mondjuk, hogy az események (teljesen) fiiggetlenek, ha
koziiliik tetszéleges Aj,,...,A; kiilonb6zé eseményeket kivalasztva

P(A,'1 M- ﬁA,‘n) = P(A,’l)---P(A,'n).

A feladatokban, ha csak az ellenkezgjét kiilon nem hangstlyozzuk, akkor
fliggetlenség alatt teljes fiiggetlenséget értiink.
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A paronkénti fiiggetlenség azt jelenti, hogy akarhogyan is valasztunk ki két
kiilonb6z6 eseményt, a kivalasztott események fiiggetlen lesz egymastoél. A
fliggetlenségbdl kovetkezik hogy P(Aj|A;) = P(A;), ami azt fejezi ki, hogy
az Aj, Ay, ... sorozatban egyik esemény sem tartalmaz informaciot
semelyik masik eseményre sem.

A teljes fliggetlenség ennél tébbet fejez ki, azt, hogy semmilyen kapcsolat
sincs az események kdzdtt. A teljes fiiggetlenségbdl kdvetkezik, hogy
tetszbleges A;,...,A;, A; kiilonb6z6 eseményeket kivalasztva

P(AjﬁA,‘l ﬁ---ﬁA,'n)
P(A,'1 MM A,'n)

_ P(A)P(Ay) --- P(A,)

~ P(Ay)---P(A)

P(Aj|A,'lﬁ---ﬂA,'n)=

= P(A))
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Kapcsolat a kétfajta fiiggetlenség kozott

Ha az Aj, As,... események teljesen fliggetlenek, akkor paronként is
fliggetlenek. Az allitds megforditdsa nem igaz, tehat a paronkénti
fiiggetlenségbdl nem kovetkezik a teljes fiiggetlenség.

Bizonyitas. Ha az események teljesen fiiggetlenek, akkor n =2 mellett
azonnal kdvetkezik a paronkénti fiiggetlenség. A kdvetkezé példa pedig
illusztralja, hogy az allitds nem megfordithaté.

Feldobunk két szabalyos pénzérmét, egy 10 és egy 20 forintost. Legyen A
és B az az esemény, hogy a 10 illetve a 20 forintos érmével fejet dobunk,
és jelolje C azt az eseményt, hogy &sszesen 1 fejet dobunk. Ekkor
megmutathatd, hogy a harom esemény paronként fiiggetlen, ez hazi
feladat. Ezzel szemben a harom esemény nem teljesen fliggetlen, ugyanis

P(AnBn C)=0+# P(AP(B)P(C) > 0.
Vagy ugyanez feltételes valdsziniiséggel:
P(C|AnB)=03#P(C) =1/a.
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Feladat. Egy vizsgan a hallgatok egy 10 tételbsl allo tételsorbél huznak. A
tételek koziil 4 ,,nehéz”, ezeket a vizsgazdk nem szeretik, és 6 ,konnyd".
Egy napon harman vizsgaznak, és visszatevéssel hiiznak egy-egy tételt a

tételsorbdl. Valaszoljunk az alabbi kérdésekre.
@ Mennyi az esélye, hogy mindharom vizsgaz6 kdnnyi tételt haz?

Legyen rendre A;j, Ay, A3 azaz esemény, hogy az elsg, a masodik
illetve a harmadik vizsgazé konnyi tételt hiz. Mivel visszatevéssel
haznak, a harom esemény fiiggetlen, tovabba

P(A1) = P(A2) = P(A3) = 6/10.

Ebbél a fiiggetlenség alkalmazasaval kovetkezik, hogy

P(mindhérom vizsgaz6 kdnnyi tételt hﬂz)
= P(Al N A2 N A3) = P(Al)P(Az)P(A3)
= (6/10)% = 0,216
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@ Mennyi az esélye, hogy az els6 vizsgazé kdnny(i, a harmadik pedig
nehéz tételt haz?

A kérdéses esemény A; n Az alakban irhaté fel.
A hizéas visszatevés nélkil torténik, ezért A; és
Az fiiggetlenek. Emiatt

P(Ar n As) = P(A1)P(As) = (6/10) - (4/10)

@ Mennyi az esélye annak, hogy a harom hallgaté koziil pontosan ketten
haznak kdnnyii tételt?

P(pontosan két hallgatd haz kdnnyd tételt)

= P(A1 N As mZ3) + P(A1 N Ay N A3)
+ P(Zl N AN A3)

= P(A1)P(A2)P(A3) + P(A1) P(A2) P(As)
+ P(A1)P(A2) P(A3) = 3[(4/10) - (6/10)%| = 0,432

A fenti szamolasban felhasznaltuk, hogy egy-egy metszeten beliil csak
fliggetlen események talalhatdak.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 90 / 252



Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége = Tobb esemény fiiggetlensége

Feladat. Tekintsiik az el6z6 feladatot azzal a médositassal, hogy a harom
vizsgaz6 visszatevés nélkiil hiz tételt. Valaszoljunk az aladbbi kérdésekre.

o Melyik hallgatonal a legnagyobb az esély arra, hogy kdnny( tételt huz?
(Mit érdemes egy ilyen szituaciéban csinal? Varni a vizsga végéig, hogy
a tobbiek kihazzak a nehéz tételeket, vagy bemenni a vizsga elején?)

Legyen tovabbrais Aj, A>, A3 az az esemény hogy az els6, a masodik
és a harmadik vizsgazé konnyii tételt haz. Ekkor P(A;) = 0,6.

A masodik hallgaténal a lancszaballyal
P(Az) = P(Al N A2) + P(Zl N A2)
= P(A1)P(A2|A1) + P(A1) P(Az|Ar)
= (6/10) - (5/9) + (4/10) - (6/9) = 0,6
A fenti szamolas mogott a kovetkez6 gondolatmenet hizédik meg. Az
els6 hallgaté az esetek 6/10 részében haz kdnnyi tételt. Ezeken az
eseteken beliil 5/9 részt képviselnek azok az esetek, amikor a masodik

hallgaté is konny( tételt hiz. Ezaltal az Gsszes eset 6/10 - 5/9
részében fordul el6, hogy mindkét hallgaté kénnyi tételt hiz.
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A harmadik hallgaténal:

P(A3) = P(A1 n Ay n As) + P(Ar n Ay 0 As)
+ P(AL n Ay 0 A3) + P(AL 0 Ay 0 Az)
=1/6+1/6+1/6+1/10=10,6

A tagok koziil mi csak az elsét levetjiik le, a tobbi tag hasonlé médon
szamolhaté ki, hazi feladat. Az elsé tag a lancszaballyal kaphaté meg:

6 5 4 1
P(Al N Ax N A3) = P(Al) P(A2|A1) P(A3|A1 s A2) = E . 6 . § - 6

Tehat minden hallgaté azonos valésziniiséggel kap konnyi tételt.

o Fiiggetlen egymastdl az Aj, Ay, A3 esemény?
A harom esemény nem fiiggetlen, ugyanis
P(A1 1Ay 0 As) =1/6 # (0,6)° = P(A1)P(A)P(As) .

Az, hogy az események nem fiiggetlenek onnan is latszik, hogy mar
A1 és Ay sem fliggetlen: P(A2|A1) =5/9 # 0,6 = P(Az).
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@ Mennyi az esélye annak, hogy az els6 hallgaté konnyii tételt hazott, ha
tudjuk, hogy a masodik hallgaté konnyii tételt hizott? Hat a masodik
hizas az els6 hazasra?

A Bayes-formula alkalmazasaval
P(A2|A1)P(A1) 5/9-06 5
P(A1]|A) = = = —
(il42) P(Az) 0,6 9
Mivel P(A;) =0,6, a masodik hazas hat az els§ hizasra, az A
esemény csokkenti az  A; esemény valdszintiségét.

Ez az eredmény els§ pillantasra meglepd lehet, ugyanis az els6 tétel
kihGzasakor a masodik hizds még nem tortént meg. Hogyan hathat a
késébbi hiizas a korabbira? A magyarazat egyszerli. A két hiizas nem
fizikailag hat egymasra, hanem a P(A;|Az) valdszinliség azt fejezi
ki, hogy a rendelkezésiinkre 4ll6 informacié (a masodik tétel kdnnyii)
mellett mekkorak az els§ hizasra vonatkozé valdsziniiségek. Mivel
tudjuk, hogy a masodik vizsgazé kdnnyii tételt kapott, ezt a tételt az
elsd vizsgazé nem hizhatta ki. Az elsS vizsgazé maradék 5 konnyii és
4 nehéz tétel koziil kapott egyet, innen jon az 5/9-valésziniiség.
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Valészinliségi valtozok

Szamos véletlen kisérletnél eléfordul, hogy a felhasznalé nem is a kisérlet
kimenetelére, hanem a kisérlettel kapcsolatban egy véletlen nagysagi
mennyiségre kivancsi. Példaul:

@ Az Gtéslottd jatékban a sorsolasnak (950) kiilénb6z8 kimenetele van.

A jatékost viszont ténylegesen nem is a konkrét nyerészamok érdeklik,
hanem inkabb az, hogy hany taldlata van, illetve az, hogy mekkora a
nyereménye. A talalatok szama és a nyeremény véletlen valés szam.

e Az, hogy egy adott id6pontban hany fok van Szegeden, szamos
tényez6tél fligg: légnyomas, paratartalom, szélersség, borultsag, stb.
Ezek a (véletlennek tekintett) tényez6k egyiittesen hatarozzak meg
Szeged idGjarasat, és ezek a tényez6k egy nagyon bonyolult
eseményteret alkotnak. De minket mindez nem érdekel, csak az, hogy
hany fok van. A hémérséklet szintén egy véletlen valés szam.

A kovetkez8 hetekben azt vizsgaljuk meg, hogy hogyan irhatdak le a
véletlen kisérletekbdl szarmaztatott valdés mennyiségek, a véletlen.szamok.
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Példa. Ha feldobunk harom szabélyos pénzérmét, akkor a kisérletnek nyolc
lehetséges kimenetele van, és a lehetséges kimeneteleket olyan (ki, k2, k3)
harmasok, ahol a ki, kp, k3 komponensek a fej és az iras értéket vehetik
fel. Legyen ¢ a dobott fejek szama. Vegyiik észre, hogy a & véletlen
szam értéke csak a kisérlet kimenetelétdl fiigg. A fejek szama egy

£:Q— R fiiggvény, mely az alabbi formulavan van definialva:

€ : (ki, ko, k3) — a fejek szdma a  ky, ko, k3 eredmények kozott

Példa. Véletlenszeriien valasztunk egy pontot
az egységnyi sugari és origo kdzéppontd korben.
Ekkor a kisérlet lehetséges kimenetelei a kdr pon-
tjai, igy az eseménytér maga a kor. Legyen ¢
a véletlen pontnak az origotdl valé tavolsaga. A
& egy veéletlen szam, és értéke csak a valaszott
pont (x,y) koordinataitdl fiigg:

E:Q-R,  (x,y) = /x2+y2
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Val6sziniiségi valtozok

Legyen (Q, A, P) egy tetszleges véletlen kisérletet leir6 valésziniiségi
mez8. Az eseményteret a valés szamok halmazaba képez6 ¢ :Q —» R
fliggvényeket valésziniiségi valtozéknak vagy véletlen valtozéknak
nevezziik. A véletlen valtozé egy olyan véletlen szdm, melynek értéke csak
a kisérlet kimenetélétsl fiigg, mas tényez6ktsl nem.

A fenti deniciéban egy kicsit pontatlanok voltunk, ugyanis a valésziniiségi
valtozéknak teljesiteniiik kell még egy tovabbi feltételt is, mérhetGeknek
kell lenniiik. A mérhet&ségi feltétel egy baratsagtalan kovetelmény, de
szerencsére ezt a félév soran vett feladatoknal nem kell ellenérizni, ugyanis
a legtdbb épeszii gyakorlati problémanal ez a feltétel teljesiil. Eppen ezért
ezt a kovetelményt most nem foglaltuk bele a denicidba.

Egy véletlen szam véletlensége altaldban nem abbdl szarmazik, hogy nem
ismerjitk a hozzarendelési szabalyt. Ez a hozzarendelési szabaly lehet
egyszer( vagy bonyolult, de a legtébbszor leirhaté matematika formulakkal.
Egy véletlen szam attdl véletlen, hogy nem tudjuk elére megmondani, hogy
a kisérlet aktualis végrehajtasakor melyik kimenetel fog-majd bekévetkezni.
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Milyen épesz(i matematikai célokat lehet kitiizni egy valdsziniiségi valtozé
vizsgalatakor? A legjobb az lenne, ha meg tudnank jésolni a & valtozé
értékét, de erre sajnos nincsen lehet8ség. A £ attdl véletlen szam, hogy
nem lehet elére megmondani az értékét. De akkor mit lehet mondani réla?

Egy valésziniiségi valtozd vizsgalatakor elsGsorban az alabbi kérdésekre
fogunk majd koncentralni:

o Mekkora valésziniiséggel vesz fel a valtozé bizonyos értékeket?
Mekkora valésziniiséggel esik a valtozé bizonyos intervallumokba?
Formalizélva a kérdést, adott a és b val6s szamok esetén mennyi
az alabbi valésziniiségek értéke:

P = a), P < a), P(a <& < b).

@ Mennyi a valtozé atlagos értéke illetve kozépértéke? Ez a két
mennyiség azonos, vagy van kozottiik kiilonbség?

@ Hogyan irhaté le a valtoz6 szérédasa, tehat az, hogy mennyire vannak
a valtozénak szélséségesen nagy illetve kicsi értékei?
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Diszkrét valdszintiségi valtozok

Feladat. Telintsiik azt a kisérletet, hogy feldobunk harom szabalyos
pénzérmét. Ekkor a kisérletnek Gsszesen 8 lehetséges kimenetele van, és a
kimenetelek olyan (ki k2, k3) harmasok, ahol a komponensek a fej és az
iras értéket vehetik fel. Ha feltessziik, hogy a dobasok fiiggetlenek, akkor
egy (ki,kz, k3) kimenetel valésziniisége:

P(ki, ko, k3) = P(az els6 érmével ki-et dobunk)
- P(a masodikkal kp-t dobunk) - P(a harmadikkal ks-at dobunk)
=1/2-1/2-1/2 =1/8
Tehat a dobasok fiiggetlenségébsl kovetkezik, hogy minden kimenetelnek
1/8 valésziniisége. Tehat ez egy klasszikus valészinliségi mez8.

Legyen ¢ a dobott fejek szdma, ami egy val6sziniiségi valtozé. Ekkor a
valtoz6 értékkészlete az R = {0,1,2,3} halmaz, ésa ¢ valtozé a
lehetséges értékeit az alabbi valdszintiségekkel veszi fel:

P(=0)=1/8, P(¢=1)=3/8, P(=2)=3/8, P(=3)=1/8.
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Diszkrét valésziniiségi valtozok
A £ valésziniiségi valtozé diszkrét, ha értékkészlete egy megszamlalhaté

halmaz, tehat egy véges vagy végtelen sorozat: Re = {xi,x»,...}. Egy
diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszlasa vagy valdsziniiségeloszlasa a

lehetséges értékek valésziniiségei:

Px, = P(f = Xk) XK € Rg.

Példak. Az alabbi esetekben a £ valdsziniiségi valtozé diszkrét:

@ ha a valtozénak véges sok lehetséges értéke van;

@ ha a lehetséges értékek mind egész szamok.
Egy diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszlasit eloszlastablazatban vagy
grakonon is abrazolhatjuk. Példaul az el6z6 feladatban:

kK| o1 ]2]3
pi || 1/8]3/83/8]1/8 1/8

k

99 / 252

o
=
N
w+ e

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév



Valésziniiségi valtozék Diszkrét valésziniiségi valtozék

Feladat. Képzeljiik el, hogy a harom pénzérmét nem csak egyszer dobjuk
fel, hanem egymas utdan n alkalommal, ahol n egy rogzitett egész
szam. Mit mondhatunk, mennyi lesz a kapott fejek szamanak az atlaga?

Legyen &1,...,&, a kapott fejek szdma az egyes dobasok soran. A
meghatarozott valdsziniiségek szerint a kisérletet tébbszér megismételve
kozelitSleg a dobasok 1/8, 3/8, 3/8 illetve 1/8 részében kapunk
pontosan 0, 1, 2 illetve 3 fejet. Ekkor a dobasonként kapott fejek atlagos
szama:

G+ 46 (n/8)-0+(3n/8)-1+(3n/8)-2+(n/8)-3
—1/8-0+3/8-1+3/8-2+1/8-3=15

Azt kapjuk, hogy a dobott fejek szamanak atlagos értéke kdzelitsleg 1,5.
Vegyiik észre, hogy a legutébbi formula Ggy is felirhatd, mint a valtozé
lehetséges értékeinek a valdsziniiségekkel vett stlyozott Gsszege:

G+t

- ~0-PE=0)+1-P(E=1)+2-P(E=2)+3-P(¢ =3)
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Diszkrét valdszin(iségi valtozék varhaté értéke

Legyen & diszkrét valdszinliségi valtozd, és az értékkészlete legyen
Re = {x1,x,...}. Ekkora ¢ valtozé varhaté értéke

E(€) = ) xP(§ =x) =xP(€=5x)+xPE=x)+:
XERe
A varhat6 érték azt mutatja meg, hogy kozelitéleg mennyi a & valtozé
atlagos értéke, ha tobbszor egymas utan elvégezziik a kisérletet.

A véarhaté érték jele, az E betii az angol ,expected value” kifejezésbél
szarmazik. A véarhat6 értékre az M(£) jeldlést is szoktak alkalmazni, ahol
M az angol ,mean” szé roviditése.

A varhat6 érték kifejezést sokan félre szoktak érteni, és azt hiszik, hogy a
varhaté érték a valtozé legnagyobb valdsziniiségl értéke, az az érték, amit
a leginkabb varunk, amire a leginkabb szamitunk. Vegyiik észre, hogy az
érmés példanal a varhaté érték 1,5, ami nincs is benne a valtozé érték-
készletében, tehat ez nem lehet a legnagyobb valésziniiségii érték. A
varhato érték helyes értelmezése az, hogy ez a valtozé ,atlagos értéke”.
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Legyen & egy val6sziniiségi valtozé, tehat egy véletlen szam, és
tekintsiink egy h:R — R fliggvényt. Ekkor a h(§) mennyiség szintén
véletlen szam, azaz val6sziniiségi valtozo lesz. Hogyan hatarozhaté meg
ennek a transzformalt véaltozénak a varhaté értéke?

Diszkrét valdsziniiségi valtozok transzformaltjai

Ha ¢ diszkrét valésziniiségi valtozo, akkor a  h(§) transzormalt valtozé
varhato értéke az alabbi formulaval hatarozhaté meg:

E(h(€)) = D, h(x)P(& = x) = h(x1)P(§ = x1) + h(x2) P(§ = x2) + -~
XER§
Példaul h(x) = x*> esetén E(£?) = er& x?P(€ = x).
Az E(£2) varhat6 értéket a ¢ masodik momentumanak nevezziik.

v

Példa. Tekintsiik azt a kisérletet, hogy feldobunk harom szabalyos érmét,
és legyen & a kapott fejek szama. Ekkor a ¢ masodik momentuma:

E(€)=02-PE=0)+12-PE=1)+2-P¢=2)+3%- P =3)
=0-1/84+1-3/8+4-3/8+9-1/8=3
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Egy val6szintiségi valtozoé varhaté értéke azt mutatja meg, hogy mennyi a
vatozé atlagos értéke, de semmit sem mond arrél, hogy a valtozé
lehetséges értékei mennyire szérédnak. A szérédast most agy értjiik, hogy
a valtozénak milyen mértékben vannak nagyon nagy és nagyon kicsi
értékei. A szorédas mérésére természetes modon adédik az az Stlet, hogy
tekintsik a |§ — E(§)| valGszinlségi valtozot, amia £ véletlen szamnak
az atlagtdl valé eltérése, és vegyiik ennek az eltérésnek a varhaté értékét:

E(J¢ - E©))
Ezt a mennyiséget a varhaté értéktdl vett varhaté eltérésnek nevezziik.

Példa. A pénzérmés feladatnal a h(x) = |x — E(§)| = |x — 1,5
transzformalé fiiggvényt alkalmazva kapjuk, hogy

3
E(J¢ - E©)) = E(h(&) = Y] hKIPE = &)
k=0

015 18 D215 4+ [3-15]- = = 0,75
- ) 8 ) 8 ) 8 ) 8_7
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Az el6z6 oldalon denialt mutat6szammal az a problémaja, hogy nincsenek
szép matematikai tulajdonsigai. Emiatt a valdsziniiségi valtozék szérédasat
nem ezzel, hanem az Ggynevezett szérassal mérjiik.

Variancia és szoras

Tekintsiink egy & val6sziniiségi valtozot, és tegyiik fel, hogy véges a
varhato értéke. Ekkor a £ valtozé varianciaja vagy szérasnégyzete

Var() = D%(&) = E([¢ - E@©)T)

A valtoz6 szérasa a variancia négyzetgyoke: D(&) = 4/ Var(§).

A sz6ras denicidjaban kis hibatél eltekintve a varhaté érték és a gybkvonas
sorrendje felcserélhetd, és azt kapjuk, hogy

D(¢) = ¢E([s ~E©F) ~E(V[¢ - E©@P) = E(Je - E©)])

Tehat, a széras kozelitSleg azt mutatja meg, hogy mennyi a valtozénak a
varhato értéktél valé atlagos eltérése.
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Habar egy val6sziniiségi valtozé varianciaja a deniald formula segitségével is
meghatarozhatd, a legtdbb esetben kényelmesebb az alabbi azonossagot
alkalmazni.

A széras meghatarozasa

Ha ¢ olyan valésziniiségi valtozé, melynek véges a varhaté értéke, akkor
2
Var(€) = E(¢?) - (E(9))"

Példa. A pénzérmés feladatban a varhaté érték E(£) = 1,5, a masodik
momentum E(£2) = 3. Ekkor a ¢ valtozé varianciaja

Var(¢) = E<52> - (E(é))z =3-152 =075,
amibdl a valtozé szdrasa = 4/ Var(¢) = 4/0,75 = 0,866.

Vegyiik észre, hogy ebben a peldaban a sz6ras értéke (0,866) nem azonos a
valtozénak a varhaté értéktsl vett varhaté eltérésével (0,75). A széras
csupan egy kozelitése az utébbi mutatészamnak. Ennek ellenére dltaldban
az alkalmazasokban a szérassal szoktuk dolgozni, ugyanis ennek szebb
matematikai tulajdonségai vannak.
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Feladat. Sziikségiink van egy miikéd&képes biztositékra. Egy fickban van
5 biztositékunk, de ezek kéziil 3 kiégett, tehat csak 2 hasznalhaté. Egymas
utan megvizsgaljuk a biztositékokat egészen addig, mig nem talalunk egy
hasznalhatét. Jeldlje a € valésziniiségi valtozé azt, hogy hanyadik hizasra
kapjuk meg az els6 miikdd6képes biztositékot. Adjuk meg & értékkészletét,
eloszlasat, varhaté értékét és szorasat.

A valtozé lehetséges értékei: Re = {1,2,3,4}. Mivel a véltozénak csak
véges sok lehetséges értéke van, a & diszkrét valtozo.

Egy diszkrét valdsziniiségi valtozé esetén el6szor az eloszlast hatarozzuk
meg. Kombinatorikus Gton vagy a lancszabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy

2 3 2
p1:P(£:1)2720747 P2:P(§:2)ZEZ:073,
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Valésziniiségi valtozék

Peldaul a ps valésziniiség a lancszabaly alkalmazasaval igy kaphaté meg:

P(¢ = 3) = P(két rossz és utana egy j6 biztositék)
= P(az els6 rossz)
- P(a masodik rossz | az els§ rossz)
- P(a harmadik j6 | az els6 és a masodik rossz)

Az eloszlas tablazatban illetve grafikonon abrazolva:

0,4 + °

0.3+ °
krl2]3]4 gyl .
pc | 04]03[02]01 01 o
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A ¢ valészinliségi valtozo varaté értéke és masodik momentuma:

4
E(€) =) kP(§=k)=1-04+2-03+3-02+4-0,1=2,

4
E()= )Y KP(E=k=1-04+2.03+32-02+4%-01=5,
k=1

Ezekbél a valtozd variancidja és szérasa:

Var(€) = E(€?) — (E(¢))?=5-22=1,  D(&) =+/Var(¢) = 1.

Feladat. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a 2-nél tobb biztositékot kell
megvizsgalnunk? Mennyi az esélye, hogy a megvizsgalt biztositékok szama
legalabb 2, de kisebb, mint 47

P(>2)=P({=3)+P(=4)=02+0,1=0,3,

PR<E<4)=P(E=2)+P(E=3)=03+02=05.
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Az eddigi feladatokban a valdsziniiségi valtozék eloszlasat a feladat
szbvegébdl kinyert informacidk alapjan valdsziniiségszamitasi médszerekkel
irtuk fel. ldénként eléfordul, hogy valaki csak elénk tesz egy szamsorozatot,
és el kell donteni, hogy az valdsziniiségeloszlas-e. A kdvetkezd tétel a
diszkrét val6sziniiségi valtozék eloszlasait karakterizalja.

A valészintségeloszlasok karakterizaciéja

Egy po,p1,... sorozatot pontosan akkor egy nemnegativ egész értékii
diszkrét véletlen valtozé eloszlasa, ha teljesiil az alabbi két feltétel:

@ a sorozat elemei nemnegativak, tehat p, >0, n=0,1,...;

@ a sorozat elemeinek az Gsszege 1, tehat po+p1 +--- = 1.

Ezen tulajdonsdgok nem meglepéek. Ha a pg,p1,... szdmsorozat egy &
nemnegativ egész értékii valtozé eloszlasa, akkor

@ pp=P(=n)>=0, hiszen a val6sziniiség nem lehet negativ;
@ az additivitasi tulajdonsag értelmében
pp+pr+--=PE=0)+PE=1)+--=PQ)=1
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Feladat. Mennyi legyen az a paraméter, hogy a p1, p2, p3, pa, ps
értékek eloszlast alkossanak? Mennyi ekkor az eloszlas varhatd értéke?

p1 = 071537 P2 = 0757 p3 = 32, pa = 0725‘97 ps = 0718 .

A p1,p2,p3, pa, ps  értékek pontosan akkor alkotnak eloszlast, ha
nemnegativak, és az Gsszegiik 1. Az Ssszeget ellendrizve az alabbi
masodfokl egyenletet kapjuk:

1=p+po+ps+ps+ps=a®+04a+068,

A megoldoképlet alkalmazasaval az egyenlet két gyoke: a =04 és
a= —0,8. Vegyiik észre, hogy a= —0,8 esetén p; <0, tehidtez
nem lehet a feladat megoldasa. Az a = 0,4 esetben a sorozat elemei
nemnegativak, tehat ez mar megoldas:

pP1 = 07067 p2 = 0757 pP3 = 07167 Pa = 0717 ps = 0718 .
A varhaté érték:

E(€) = 1py +2pp + 3ps +4py +5ps = 2,84.
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A mikrodkonémia kurzuson mindenki megtanulta, hogy az egyének a
rendelkezésiikre all6 fogyasztdi kosarakat (példaul a vagyoni helyzetiiket)
altalaban nem ezen javak nagysagaval mérik, hanem az ezen javak altal
elért hasznossaggal. Ha egy adott jészagbdl (mondjuk pénzbdl) x
mennyiség all rendelkezésre, akkor ennek az egyén wu(x) hasznossagot
tulajdonit, ahol u az egyén preferenciait leiré hasznossagi fiiggvény.
Az u hasznossagi fliggvény altalaban rendelkeznek két tulajdonsaggal:
@ monoton ndvekv8: nagyobb jészagkosar révén nagyobb hasznossag;
@ csokkend meredekségii (konkav): Gossen |. torvénye, azaz a csokkend
hatarhaszon elve szerint az Gjabb és (jabb pétlélagos j6szagegységek
révén elért hasznossagnovekedés egyre kisebb lesz.

A hasznossag novekedése azonos pétlélagos j6szagmennyiség hatasara:
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Ha a joszagkosar maga is véletlen, (példaul egy kockazatos befektetés
eredménye,) akkor az elért hasznossag nagysaga is véletlen. Hogyan lehet
véletlen nagysagl hasznossagokkal dolgozni? Az ilyen esetekben altalaban
az elért hasznossig varhaté értékét hatarozzuk meg. Amennyiben pedig
tobb véletlen jészagkosar koziil szeretnénk valasztani, akkor azt valasztjuk,
amelyiknek nagyobb a varhaté hasznossaga.

Feladat. Tegyiik fel, hogy az el6z6 feladatban szereplé p, valésziniiség

azt fejezi ki, hogy mekkora val6sziniiséggel érek el egy tervezett befektetés
révén k nagysagl jovedelmet. Mennyi az elért hasznossag varhaté értéke,
ha a hasznossagot az u(x) = 4/x hasznossagi fliggvénnyel mérem?

Legyen & a realizalt jovedelem nagysaga. Ekkor az elért hasznossag

u(€) = v/, aminek a lehetséges értékei: V1,4/2,4/3,4/4,4/5.

A realizalt hasznossag eloszlasa a kdvetkez§ tablazatban foglalhaté Gssze:

k 1 | 2] 3 |4]s5
u(k) || V1| V2| V3 | V4| A5
p« | 0,06 ]05]016 010,18
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Az elért hasznossag varhato értéke:

5 5
E(u(€)) = D ulk)P(E=k) = Y Vkpx

k=1 k=1
=+/1-0,06+42-05++3-0,16++/4-0,1 ++/5-0,18 = 1,647.

Feladat. Tegyiik fel, hogy ez a tervezett befektetés egy 2,5 nagysagi
kezdSt6két igényel. Hasznossidgelméleti szempontbdl megéri nekem ez a
befektetés? Hasznossagelméleti szempontbdl mi a befektetés ,igazsagos”
kezdStokeje?

A kezd6t8ke hasznossaga u(2,5) = 4/2,5 = 1,58, ami kisebb, mint a
befektetés révén elért hasznossag varhaté értéke. A raciondlis dontés a
nagyobb hasznossagl (fogyasztéi kosar) pénzdsszeg valasztasa, ezért
megéri felaldozni ezt a kezd6tékét.

A kezdstske akkor tekinthetd igazsdgosnak, ha a befektetés eredményének
varhat6 hasznossaga egyenld a felaldozott hasznossaggal. Az igazsagos C
kezdstskére u(C) = E(u(€)), amibsl C =1,647% =2.71.
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Nevezetes diszkrét eloszlasok

Szamos feladattipusnal eléfordul, hogy a vizsgalt valésziniiségi valtozék
hasonléan viselkednek abban az értelemben, hogy a valtozok értékét
kialakité véletlen mechanizmusok hasonléan miikdodnek, és emiatt a
valtozok hasonlé eloszlast kdvetnek. A kdvetkez6kben bevezetiink néhany
nevezetes eloszlast, olyan eloszlasokat, melyek a gyakorlati feladatok soran
gyakran megjelennek, és emiatt az ismeretiik nagyban megkdnnyiti a
munkat.

Feladat. A 2022-es foci vilagbajnoksag dontéjét a paradésan szerepld
magyar csapat jatsza a rendez§ katariak ellen. A hosszabbitasok utan
dontetlen eredmény alakul ki, ezért a meccset tizenegyesekkel dontik el.
Feltehets, hogy a magyar fitk az egyes biintetSket egymastdl fiiggetlendil
rendre p = 0,8 valészinliséggel értékesitik. Jeldlje & a magyar gélok
szamat az n =5 biintetéragas utan. Irjuk fel a ¢ valtozé eloszlasat.
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A ¢ valtozo értékkészlete: R: ={0,1,2,3,4,5}.
Jeldlje A; azt az eseményt, hogy az i-edik focista beldvi a biintetdjét.

o Egyféleképpen fordulhat el6 az, hogy 5 gél sem sziiletik, ugy, hogy
mindeki beldvi a biintetgjét. A fliggetlenség miatt ennek az esélye:

P({ =5) = P(AlmAzmA3mA4mA5)
= P(A1)P(A2)P(A3)P(A4)P(As) = 0,8° ~ 0,33.
o 4 gébl akkor sziiletik, ha pontosan egy rigd hagyja ki a biintetst. Ez
megtdrténhet példaul Ggy, hogy az utolsé jatékos hagyja ki:
P(A1 N AN A3 N Ay mZ5)
= P(A1)P(A2)P(A3)P(A4)P(As) = 0,8*-0,2 ~ 0,082.
Osszesen 5-féleképpen vélaszthatjuk ki azt a jatékost, aki kihagyja a

tizenegyest, de mind az 5 esetben ugyanekkora annak az esélye, hogy a
kivalasztott focista elrontja, a tdbbi pedig értékesiti a biintetét. Tehat

P(¢=4)=5-(0,2-08") ~041.
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o Harom gdl sziiletik akkor, ha harman értékesitik, és ketten kihagyjak a
biintet8jiiket. Ez megtdrténhet példaul Ggy, hogy a rigast az utolsé
kett6 focista rontja el:

P(Al f\AQ ﬁA3 (WZ4 ﬁZ5)
= P(A1)P(A2)P(A3)P(A4)P(As) = 0,8%-0,2° ~ 0,02.

Osszesen (‘2) = 10 szereposztassal sziilethet pontosan 3 gdl, és

minden szereposztasnak azonos az esélye, ezért
P(¢=3)=10-(0,2"-0,8%) = 0,2.

o A fentiek alapjan mar lathaté az altalanos séma. Az, hogy pontosan
5

k gol sziletik () kiilsnbdzé szereposztasban fordulhat el6, hiszen
ennyiféleképpen valaszthatjuk ki azt a k focistat, aki értékesiti a
biintetsjét. Minden egyes szereposztasnak 0,840,257k az esélye,

ezért
P& =k) = (i)o,sko,zw, k=0,1,...,5.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 116 / 252



Valésziniiségi valtozék  Nevezetes diszkrét eloszlasok

Bernoulli-kisérlet

Egy kisérlet Bernoulli-kisérlet, ha kétfajta kimenetele van, egy 0 <p <1
valésziniiségii kedvez6 és egy 1 — p valésziniiségii kedvezétlen.

Binomialis eloszlas

Azt mondjuk, hogy egy ¢ valdsziniiségi valtozé binomialis eloszlast kovet
n és p paraméterrel, ha

P(¢ = k) = (Z)pk(l—p)"k, k=0,1,....n.

A binomialis eloszlas varhaté értéke és szérasa:

E(§) = np, D(€§) = +/np(1 — p).

Legyen adva egy Bernoulli-kisérlet, ahol p a kedvezd kimenetel esélye.
Ha ezt a kisérletet egymastél fliggetleniil n alkalommal megismételjiik,
akkor az Osszesen kapott kedvez& kimenetelek szdma binomialis eloszlast
kdvet n és p paraméterrel.
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Példa. A focis feladatban a gélok £ szama binomialis eloszlast kdvet
n=5 és p=0,8 paraméterrel, hiszen 5 alkalommal ismételtiik meg a
kisérletet, és a kedvezs kimenetel (gol) valészinlisége 0,8. A gélszam
varhat6 értéke E(§) = np =4, szérasa D(§) = +/np(1 — p) ~ 0,89.

Példa. Korabban mar tekintettiik azt a feladatot, hogy feldobunk harom
pénzérmét, és megszamoljuk a fejek szamat. Egy pénzérme feldobasa egy
Bernoulli-kisérlet, ahol 0,5 a kedvezd kimenetel (fej) esélye. A kisérletet 3
alkalommal ismételjiik meg, vagyis a fejek szama binomialis eloszlast kdvet
n=3 és p=0,5 paraméterrel. Ekkor a fejek szamanak az eloszlasa

P(¢ = k) = (i)o,sku —0,5)% k= <i)o,53, k=0,1,23.

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy a fenti formula a mar korabban is
meghatarozott valésziniliségeket adja vissza:

P(e=0)=1/8, P(E=1)=3/8, P(¢=2)=3/8, P(¢=3)=1/8.
Tovabba: E(&) =np =15, D(&) = +/np(1 — p) =4/0,75.
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Tegyiik fel, hogy adott egy halmaz N elemmel,
melyek kdziil M  elem meg van kiilonboztetve N
valamilyen médon.  (Példaul kék golydk a piros
goly6k kozott.) Véletlenszeriien kivalasztunk n
elemet az alaphalmazbdl, és jelolje £ a megkiilon-
boztetett elemek szamat a mintaban. Az a kérdeés,
hogy mia & valtozé eloszlasa. Azilyen feladatokat
mintavételezési probléemaknak nevezziik.

A mintavételezési problemaknak két tipusat kiildnbdztetjiik meg:

o Visszatevéses mintavételezés esetén a kihdzott elemeket rendre
visszatessziik a halmazba, emiatt el6fordulhat, hogy egy elemet
tobbszor is kihGzunk. A visszatevéses esetben figyelembe vessziik az
elemek kihtizasanak a sorrendjét.

o Visszatevés nélkiili mintavétezés esetén a kihGzott elemeket nem
tessziik vissza, tehat egy elem legfeljebb egyszer szerepelhet a
mintaban. Ebben az esetben a hizas sorrendjét nem szoktuk
figyelembe venni.
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Feladat. Egy raktarban a gyartmanyok 5 szazaléka selejtes. MinGségellen-
Orzéskor visszatevéssel kivesznek 10 mintaelemet, és megvizsgaljak Gket.
Jeldlje £ a selejtes termékek szamat a mintaban. Hatarozzuk mega ¢
eloszlasat. Mennyi az esélye, hogy nem lesz selejtes darab a mintaban?

Tekintsiik azt a Bernoulli-kisérletet, hogy kivalasztunk egy elemet, és
megvizsgaljuk, selejtes-e. Mivel most a selejtes darabokat szamoljuk, a
selejtes kimenetel lesz a kedvezd, aminek a valészinlisége p = 0,05. Az
ellenérzéskor ezt a Berboulli-kisérletet ismétlik meg n =10 alkalommal,
és ¢ jeldli a selejtes darabok szamat. Ekkor a & valtozé binomialis
eloszlast kdvet n =10 és p = 0,05 paraméterrel, tehat az eloszlasa

10
P(¢ = k) = (k>0,05k0,951°k, k=0,1,...,10.

Annak az esélye, hogy nem lesz selejtes darab a mintaban:

10
P(¢ =0) = (0>00500951°—1 1-0,95'° ~ 0,6.
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Feladat. Mekkora lehet a selejtarany, ha az a cél, hogy legfeljebb 0,1
valésziniiséggel legyen selejtes darab a 10 elemii mintaban?

Jeldlje p az ismeretlen selejtaranyt. Az a célunk, hogy a P(§ > 0) <0,1
egyenlStlenség teljesiiljon. De ez éppen azt jelenti, hogy legalabb 0,9
valdsziniiséggel egyik mintaelem sem selejtes, tehat

0.0 < P =0) = (100) P21 p)0 = (1 p)t.

Az egyenl6tlenség megoldasaval kapjuk, hogy
1—-p> %R/0,9~0,99, vagyis p<1-— %/09=0,01.

Tehat a cél csak Ggy érhetd el, hogy a selejtaranyt leszoritjuk 1% ala.

Megjegyzés. Az el6z6 oldalon bemutatott gondolatmenet a visszatevéses
mintavételezésre altalaban is alkalmazhaté. Ha N jeldli a teljes halmaz
elemszamat, és M a megkiilonboztetett elemek szamat, akkor egy-egy
hazas alkalmaval p = M/N valészinliséggel kapunk megkiilonboztetett
elemet. Mivel ezt a hizast n alkalommal ismételjiik meg, a mintaban a
megkiilonboztetett elemek szama binomialis eloszlast n és p= M/N
paraméterrel.
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Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk az 6tdslotton. Hatarozzuk meg a
talalatok szdmanak az eloszlasat.

Jeldlje & a talalatok szamat. A ¢ értékkészlete: R = {0,1,2,3,4,5},
tehat ez egy diszkrét valésziniiségi valtozé. Feltehet8, hogy a sorsolason
minden szdmGtds azonos valésziniiséggel keriil kihtizasra, igy hasznalhatjuk
a kedvezé/Gsszes formulat. Osszesen (%) eset van, hiszen ennyiképpen
hazhatnak ki 5 szdmot a 90-bél visszatevés nélkul, ha a sorrend nem
szamit. Hanyféleképpen fordulhat el8, hogy pontosan k talalatunk lesz,
ahol most k € R¢ tetszéleges érték? Ehhez az kell, hogy az altalunk
megjelolt 5 szambél pontosan k darabot, és az altalunk nem megjeldlt
85 szambdl pedig pontosan 5 — k darabot hiizzanak ki, tehat a kedvezé

esetek szama (5)( 85 ) Ebbél kapjuk, hogy a £ valtozé eloszlasa

(&) (%)

(5)

P = k) = k=0,1,...,5.
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Vegyiik észre, hogy a lottésorsolas egy visszatevés nélkiili mintavételezés.
Az alaphalmaz az N =90 szam, melyek kézil M =5 szdmot mi
megjeldliink a szelvényiinkon. A sorsolas soran kihtznak egy n =5 elemi
mintat, és a taldlatok szdma nem mas, mint a megkiilonbdztetett elemek
szama a mintaban.

Hipergeometrikus eloszlas

Egy ¢ valésziniiségi valtozé hipergeometrikus eloszlast kdvet N, M és
n paraméterrel, ha

My (N—M
_ G)GZk)
N )
(n)
A hipergeometrikus eloszlas varhaté értéke E(§) = nM/N.
Visszatevés nélkiili mintavételezés esetén a kivalasztott elemek kozott

talalhaté megkiilonboztetett elemek szama hipergeometrikus eloszlast
kovet N, M és n paraméterrel.

k=0,1,...,n.

Ebbésl kdvetkezik, hogy a lottésorsolason a talalatok szamanak a varhato
értéke: E(§) = 25/90 ~ 0,28.
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Feladat. Piri néni szeretne venni egy szép palmat a kozeli faiskolabdl, de
sajnos nem mindig talal neki tetsz6t. A faiskolaba minden nap érkezik 0
aru, de ebben csak 0,3 valésziniiséggel van olyan csemete, amivel Piri néni
elégedett. Eppen ezért Piri néni minden nap elmegy a faiskolaba egészen
addig, mig nem talal egy neki tetszé palmat, amit végre meg tud vasarolni.
Jeldlje & azt, hogy hanyszor kell elmennie a faiskolaba. Hatarozzuk meg
a & valtozé eloszlasat. (Feltehets, hogy az aru minGsége az egyes
napokon fliggetlen egymastdl.)

A ¢ valtozé lehetséges értékei a pozitiv egész szamok: Re = {1,2,...}.
Emiatt £ egy diszkrét valdsziniiségi valtozé. Mivel az egyes napkon
egymastdl fiiggetlen az aru mindsége, tetsz6leges k pozitiv egész szam
esetén
P({ = k) = P(az els6 (k—1) napon rossz éru, és a k-dik napon j6 aru)
= P(az els6 napon rossz éru) . P(a méasodik napon rossz éru)
-P(a (k —1)-edik napon rossz aru) - P(a k-adik napon j6 aru)
=0,7-0,7---0,7-0,3=0,7"10,3.
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Az eloszlas értékei

Nevezetes diszkrét eloszlasok

1< k<8 esetén
k| 1] 2] 3 |4]5 |6 | 7 | 8
pc || 0302101501007 ]0,05] 0,035 | 0,025

0.3
0,2 o
0,1

Ld °

7 8 Kk
Feladat. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy Piri néni 5 nap alatt talal
neki tetszé palmat?

o4 e
ole

°
4

Annak az esélye, hogy 5 nap alatt nem tud palmat venni:
P >5)= P(5 napon at csak rossz pélma) =0,7° =0,168
Tehat annak a valésziniisége, hogy 5 nap alatt talal neki tetszé palmat:

P(¢<5)=1-P(¢>5)=0,832=832%
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Feladat. Milyen k értékre teljesiil, hogy k nap alatt Piri néni legalabb
95% szazalék eséllyel talal neki tetsz6 palmat?

Az el6z6 megoldas mintajara annak az esélye, hogy k nap alatt nem talal
szép palmat:  P(& > k) = 0,7X.  Ekkor annak az esélye, hogy k nap
alatt sikeriil palmat vennie:

095 < P(E<k)=1—P(>k) =1-077",
amibsl 0,05 > 0,7%. Mindkét oldal logaritmusat véve kapjuk, hogy

. lg 0,05
lg0,05 > 1g0,7% = klg0,7, vagyis k> Ig 07 8,4.
gy,

Tehat k > 9 esetén teljesiil az, hogy k nap alatt legalabb 95%
valészintiséggel talal szép palmat.
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Az el6z6 feladatban a korabbi széhasznalatunkat alkalmazva a kdvetkezé
tortént. Adott egy Bernoulli-kisérlet, az, hogy Piri néni elmegy a faiskolaba,
és megnézi a facsemetéket. A kisérletnek két kimenetele lehet: vagy talal
neki tetsz6 palmat, vagy nem. A kedvezd kimenetel az, ha tud fat venni,
aminek p = 0,3 a valdsziniisége. Ezek utan a Bernoulli-kisérletet addig
hajtjuk végre egymastél fliggetleniil Gjra meg Gjra, mig a kedvezd kimenetel
be nem kovetkezik, tehat mig végiil Piri néni meg nem tudja venni a fajat.

Geometriai eloszlas

Egy ¢ valészinliségi valtozé geometriai eloszlast kdvet 0 < p <1
paraméterrel, ha értékkészlete R = {1,2,...}, mig az eloszlasa

P€=k =(1-p*p k=1,2,...

Az eloszlas varhato értéke és szérasa: E() = 1/p, D(&) =+/1—p/p.

Legyen adva egy Benoulli-kisérlet p sikerval6szintiséggel. Amennyiben ezt
a kisérletet addig ismételjiik, mig kedvezé kimenetelt nem kapunk, akkor a
kisérlet végrehajtasainak a szama geometriai eloszlast kovet.
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Gyakori hiba, hogy keverik a binomialis és a geometriai eloszlast, ugyanis
mind a két esetben egy Bernoulli-kisérletet ismétliink meg tobb alkalommal.
A kiildnbség az, hogy mig a binomiélis esetben a végrehajtasok szama el6re
rogzitett (n), és az a kérdés, hogy hany kedvezd kimenetelt kapunk, addig
a geometriai eloszlas esetében az van megadva, hogy hany kedvezd
kimenetelt akarunk (1), és a sziikséges végrehajtasok szama a véletlen.

Binomialis eloszlas: Geometriai eloszlas:
¢ db kedvez6 kimenetel 1 db kedvezé kimenetel
vV X Xv XV XX XX Xv
n db ismétlés ¢ db ismétlés
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A Poisson-eloszlas
Azt mondjuk, hogy egy ¢ valdsziniiségi valtozé Poisson-eloszlast kdvet
A >0 paraméterrel, ha
K
©

P(£=k)=ﬂe : k=0,1,2,...

A Poisson-eloszlas varhat6 értéke és szérasa: E(&) = A, D(&) = V.
(A fenti formulaban e =~ 2,72 az Euler-féle szam.)

A Poisson-eloszlast ritkan bekdvetkez8 események modellezésére szoktuk
alkalmazni. A kdvetkezé mennyiségek gyakran Poisson-eloszlast kovetnek:
o Miiszaki meghibasoddsok: egy gép meghibasodasai egy adott
idétartam (hénap, év) alatt, balsetek szama egy adott Gtvonalon.
o Biztositdismatematika: egy biztositétarsasighoz érkez8 karbejelentések
szama egy adott idStartam alatt.
o Tdmegkiszolgalasi problémak: egy internetes adatszerverre érkezd
lekérdezések szama, ligyfelek szama egy pénzfelvevé autématanal.
o Egyéb: hullécsillagok szama egy nyari éjszakan.
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Feladat. Egy biztositéhoz egy-egy napon véletlen szama karbejelentés
érkezik. A statisztikai adatok szerint az egy napra juté bejelentések szama
egy Poisson-eloszlasi £ valdsziniiségi valtozé, melynek A\ paramétere
ismeretlen. Tudjuk viszont, hogy a napon 5%-aban nem érkezik bejelentés.
Mennyi az egy napra juté karbejelentések atlagos szdma. Mennyi annak az
esélye, hogy egy adott napon egynél tdbb karbejelentés érkezik?

A feladat szovege szerint P({ = 0) = 0,05, vagyis

0
_)‘ - A

0,05=P(§=0)—ae =e ", tehat A= —In0,05=%3.

Mivel E(§) = A =3, egy-egy napon atlagosan 3 karbejelentés érkezik.
Annak val6sziniisége, hogy egy napon egynél tébb bejelentés érkezik:

P(f>1)=1—[P(§=0)+P(§:1)]:1_[)‘06—A+)‘fe—x}

=1-1[0,05+0,15] = 0,8
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Folytonos valészin(iségi valtozok

A korabbiak a diszkrét valésziniiségi valtozdkkal ismerkedtiink meg,
melyeknek az a jellemzdje, hogy relative kicsi az értékkészletiik, kevés
értéket vehetnek fel. Sajnos nem minden valésziniiségi valtozé tartozik bele
a diszkrét valészintiségi valtozok csaladjaba. Ez nem nyilvanvalé, de ha
példaul egy valtozé egy adott intervallumrél barmilyen szamot felvehet
értékiil, akkor ez a valtozé nem lehet diszkrét. Példaul:

@ testmagassag, testsily, vérnyomas, stb.
@ hémérséklet, csapadékmennyiség, légnyomas, stb.

Olyan eset is el6fordul, hogy egy valtozé diszkrét ugyan, de mi mégsem
diszkrétként kezeljiik, ugyanis technikailag nehéz vele igy dolgozni. llyenek
példaul a tézsdei arfolyamok, melyek mindig egész pénzegységben vannak
kifejezve, tehat egész értékiiek, de mivel nagyon sok lehetséges értékiik
van, nehéz felirni az eloszlasukat. Ehelyett ezekre a valtozékra gy
szoktunk tekinteni, hogy az értékiik tetszéleges szam lehet egy véges vagy
végtelen intervallumon, és a hivatalos arfolyam ennek a kerekitése.
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Folytonos valésziniiségi valtozok, siirliségfliggvény

Egy ¢ valdszinliségi valtozé folytonos eloszlasi, ha létezik olyan
fe 1R — R fiiggvény, hogy tetszéleges a < b valds szamok esetén

P(a<5<b)=f e

Ekkor az f; fiiggvényt a ¢ valtozé siirliségfiiggvényének nevezziik.

Ezen a kurzuson, ha egy valdsziniiségi valtozé értékkészlete egy véges vagy

fe

végtelen intervallum, akkor az a valtozé folytonos eloszlasa.

A fenti formula azt fejezi ki, hogy a
& valtozé akkora valésziniiséggel esik egy
adott [a, b] intervallumba, amekkora a
stiriségfiiggvény gorbéje alatti teriilet ezen
az intervallumon.
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Ismétlés. Mi az a hatérozott integral, és hogyan szamoljuk ki?

Egy f filiggvény hatarozott integralja az
[a, b] intervallumon azt mutatja meg, hogy
mennyi a fliggvénygorbe alatti teriilet el§je-
les nagysaga. A hatarozott integralt ,szép”
fliggvények esetén a kovetkezé médszerrel
lehet meghatarozni:

o 1. lépés: Meghatarozzuk az f fliggvény egy primitiv fiiggvényét.
A primitiv fliggvény egy olyan F fliggvény, melyre teljesiil, hogy a
derivaltja maga az f, tehat F' =f. A primitiv fiiggvényt
hatarozatlan integralnak is nevezziik, jeldlése: §f(x) dx.

@ 2. lépés: Alkalmazzuk a Newton-Leibnitz-formulat, ami szerint

b
J f(x)dx = [F(x)]°,  ahol  [F(x)]° = F(b) — F(a).

a

Tehat ehhez a témakorhoz tudni kell valamennyire derivalni és integralni...
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félev folyaman csak ezekre lesz sziikségiink (a rogzitett valés szam):

Hatvany- és konstansfiiggvények derivaltja:
(x?)" = ax? 1, (a) =0.

Hatvanyfiiggvények primitiv fliggvénye:

xat+l
Jx"dx: ha a#-1, fxldx:lnx:logex

a+1’

Exponencialis fiiggvények derivaltja és primitiv fiiggvénye:

aX
(a¥) = a*Ina, Jaxdx:l, a>0.
na

Specialisan:
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A siiriiségfiiggvény tulajdonsagai

Egy f:R —> R fliggvény pontosan akkor egy ¢ folytonos valésziniiségi
valtozé siirliségfliggvénye, ha teljesiti az alabbi két feltételt:

o f(x ) 0 minden x valés szam esetén;

° S x)dx = 1, tehat a fliggvény gorbéje alatti teljes teriilet 1.

Miért is kell teljesiilnie ennek a két tulajdonsagnak?
e Ha a fiiggvény valamilyen [a, b] intervallumon negativ értéket venne
fel, akkor ott az integralja is negativ lenne. Ekkor pedig

P(a<£<b)zj fi(x)dx <0,

ami nem lehetséges.
o A siirliségfliggvény definicidjat az a = —o0 és b= o0 esetre
alkalmazva kapjuk, hogy
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Feladat. Mennyi legyen az a paraméter értéke, ha azt akarom, hogy az
alabbi fliggvény siirliségfiiggvény legyen?

a

0 <1,
f(x):{’ * f
a/x*, x>1.

| 1 x
Az a értéket agy kell valasztani, hogy teljesiiljenek az el6z8 oldalon vett
tulajdonsagok. Az x <1 tartomanyon a fiiggvény értéke 0, tehat

1 1
f f(x)dxzj 0dx =0.
—© —©

Az f fiiggvény primitiv fiiggvénye az x > 1 tartomanyon:
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Ekkor az f fliggvény integralja:

0 1 © 4 K 3
f f(x)dx:J de—i-J — dx =0+ |imf — dx
0 X K—oo J1 X

—0 1
K
= lim | —=2| = lim L Y
K—0o0 2x2 |, Kow 2. K2 2.12
a lim 1 +a a 0+a a
= —— | —_— —_ = — — . - = -,
2 Koo K2 2 2 2 2

Mivel a gorbe alatti teljes teriilet 1, azt kapjuk, hogy a =2 az egyetlen
megoldas. Kénnyen ellenérizhets, hogy ekkor f(x) >0 minden x valés
szamra, tehat valoban stirtiségfiiggvényt kaptunk. A hatarértéket az 1/K?
fliggvény grafikonjardl olvastuk le:

1
lim — =0 1/K?
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Folytonos valésziniiségi valtozok értékkészlete

Egy & folytonos valésziniiségi valtozé értékkészlete azon x valés
szamoknak a halmaza, ahol az f; siirliségfiiggvény értéke pozitiv:

Re = {x e R: f¢(x) > 0}

Feladat. Legyen ¢ egy olyan valdsziniiségi valtozé, melynek az el6z6

oldalon kapott f fiiggvény a siiriiségfiiggvénye. Hatarozzuk mega ¢
értékkészletét.

Mivel f(x) =0 a (—o0,1) intervallumon, és f(x) >0 az [1,00)
intervallumon, a § valtozo értékkészlete: Re = [1,00).

Ez az eredmény nem meglep8. Ahol a fiiggvény értéke 0, ott a gorbe alatti
teriilet is 0, tehat oda a ¢ valtozé 0 valészintiséggel esik. Ahol a
siirliségfliggvény pozitiv, ott a gbrbe alatti teriilet nagysaga is pozitiv, tehat
erre a tartomanyra a valtozé mar pozitiv valészinliséggel eshet.
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Gyakori hiba, hogy a hallgaték (tévesen) agy értelmezik a siiriiségfiiggvény
nagysadgat egy adott a pontban, hogy ekkora valésziniiséggel esik a
valtoz6 ebbe a pontba, tehat: f(a) = P(§ = a). Ez az egyenlGség
jellemz&en NEM teljesiil, ugyanis a siriiségfliggvény definiciéjat az
a= b esetre alkalmazva azt kapjuk, hogy

a

Ple=a)~Pla<e<a) = [ filx)dc =0

a

Hiszen most a gorbe alatti tartomany egy
szakasz, aminek 0 a teriilete. a

Intervallumba esési valészintiségek folytonos valtozé esetén

Legyen ¢ folytonos valésziniiségi valtozé f; a siirliségfiiggvénnyel.
Ekkor minden a valés szam esetén P({ = a) = 0. Ebbdl kovetkezik,
hogy tetsz6leges a < b valds szamok mellett

P(a<§<b):P(a<§§b)=P(a<§<b)=Jbﬁ§(x)dx.

a
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Feladat. Tekintsiik a korabbi oldalakon bevezetett f siirliségfiiggvényt,
tovabba a hozza tartozé ¢ valdsziniiségi valtozdt.
o Mekkora eséllyel veszi fel a valtozé a 3-as értéket?
Minden értéknek 0 a valésziniisége, ezért P({ =3) = 0.
o Mekkora valésziniiséggel esik a £ valtozé 0 és 3 kdzé?

A siirliségfiiggvény definiciéjabdl a =0 és b =3 valasztassal:

3 1 32 3
P(O<£<3)=J f(x)dx=f de+f 3dX=0+2J x"3dx
0 0 1 X 1

273 -2 -1
I E Sl NP S N NN S SN R
-2 |4 — —2 —-18 =2 9

N
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@ Hogyan valtozik az el6z6 feladat megoldasa, ha nem engedjiik meg,
hogy a valtozo felvegye a 3 értéket?

Mivel a £ minden egyes konkrét értéket 0 valdsziniiséggel vesz fel,
azt kapjuk, hogy P(0 <¢<3)=P(0<E<3)=28/9.
@ Mennyi annak az esélye, hogy & értéke nagyobb, mint 57

oe] K
P(§>5):P(5<§<oo):L f(x)dx:KnE]oozf5 x 3 dx

042 lim | ¢ 2 i 1 L
= Im —_— == m -
Koo | —2 5 K—w —2.K? —2.52
1 11 11 1
—of =2 qim 4 —)=2( -0+~ )=_—
( 2K1“OOK2+50) ( 20+5o> 25

2
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Tekintsiink egy { folytonos valésziniiségi valtozét, és legyen f; a
siirtiségfiiggvénye. A korabbiakban lattuk, hogy az f; fiiggvény értéke egy
a pontban nem mutatja meg azt, hogy a valtozé mekkora valdsziniiséggel
lesz egyenl6 a-val. Lehet valamilyen jelentést mégis tulajdonitani a
fliggvény értékeinek?

Tegyiik fel, hogy az f; fiiggvény folytonos egy [a, b] intervallumon. Ha
ez az intervallum kell8en révid, akkor a fiiggvény nem sokat valtozik ezen
az intervallumon, majdhogynem konstans. Ekkor viszont

b fe
P(a<¢<b) :f f(x) dx ~ (b—a)i(a). _—

77

a ¥ 27277777

Ez a szemléletes jelentése annak, hogy men-
nyi az fc fiiggvény értéke egy adott a
pontban.
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A diszkrét esethez hasonléan a folytonos valésziniiségi valtozékra is
definialni kivanjuk a varhaté érték és a széras fogalmat. A varhaté értékre
természetesen kell egy 0 formula, hiszen a folytonos valtozékat a
strtiségfiiggvényiikkel irjuk le. Ezzel szemben a variancia és a széras
pontosan ugy lesz definidlva, mint a diszkrét esetben.

Folytonos valésziniiségi valtozék varhato értéke és szoérasa

Legyen ¢ folytonos valdsziniiségi valtozé f; sirtiségfiiggvénnyel. Ekkor
a valtozé varhaté értéke

0
E© = [ xt0oax.
amennyiben ez az integrél létezik. A valtozé varianciaja illetve szérasa:

var(e) = E(le - E@F) . D(©) = v/Var(®).

A varhatd érték azt mutatja meg, hogy mennyi a £ valtozé atlagos
értéke, mig a széras a varhato értéktsl vett atlagos eltérés.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 143 / 252



Valésziniiségi valtozék Folytonos valésziniiségi valtozék

Folytonos valésziniiségi valtozék transzformaltjai

Legyen ¢ folytonos valésziniiségi valtozé f; siiriiségfiiggvénnyel, és
tekintsiink egy h:R — R fliggvényt. Ekkor a h(§) transzformalt
valtozé varhatd értéke

E(HE) = [ AGIR0 o,

—0

amennyiben ez az integral |étezik. Specialisan a valtozé masodik
momentuma:

oo}
E(§2) = J X fe(x) dx .
—00
Ennek segitségével a variancia az alabbi formulaval is meghatarozhato:

Var(€) = E(¢2) — (E(¢))*.
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Feladat. Legyen ¢ olyan valésziniiségi valtozé, melynek az alabbi f: a
str(iségfiiggvénye. Hatarozzuk meg a valtozd varhaté értékét és szorasat.

2

0 x <1
fe(x) = ’ = f
et {2/X3 , x>1. :

I X
A varhat6 érték, tehat a valtozé ,atlagos értéke™

a0 1 e} 2
E(§)=J x-fg(x)dx=f x-OdX-l—f X+ —dx

—0 —0 1 X

1 K Xfl 0

:f 0dx+2|imj x2dx =0+2 lim []
—o K—oo J1 K—w | — 1

. 11K _ 1 1
=2 jm, [_XL =2 m, (—K - _1) =2(0-(-1)) =2,
Azt utolsé sorban azt hasznaltuk fel, hogy limk_ 1/K = 0.
A grafikont lasd két oldallal késsbb.
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Hasonlé médon a masodik momentum:
0

0 1
2
E(fz)zf X2-f§(x)dx=J x% - 0dx + x2-—3dx
—0 —0 1 X

K
=0+2 lim J x ldx =2 lim [lnx]i<
K—oo J1 K—w
=2 lim (InK—In1) =2(0—0) = 0,

K—oo

hiszen limk_ In K = c0. Ekkor a variancia és a szérés:
Var(€) = E(€2) — (E(€))* = 0 —2? = o0,
D) = /Var(E) = % = .
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1/K

lim 1/K =0 Koo
Ko Voo = Klim VK =
—Q0
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Ertelmezziik, hogy mit is kaptunk:

o A £ varhato értéke 2, ez megleps eredmény lehet. Most a valtozé
tetsz6leges nagy szamot felvehet értékiil, nincsen felsé korlat az
értékeire. Azt varhatnank, hogy ekkor az atlagos érték is nagy lesz.
Ebben az esetben viszont a nagy értékek ritkan fordulnak el6, ezért az
atlagot ,lehzzak” a sokkal gyakoribb 1-hez kdzeli értékek.

A viéltozénak a varhaté értéktdl valé atlagos eltérése végtelen. Ez nem
egy hibas eredmény, a széras lehet végtelen. Ezt most éppen az
okozza, hogy az értékkészlet nem véges, és amikor azt vizsgéljuk, hogy
a valtoz6é mennyivel térhet el a varhaté értéktél, akkor tetszélegesen
nagy kiildnbségek megjelenhetnek. Ezen kiilonbségek atlagos értéke
pedig végtelen lesz.

Abbdl, hogy egy valtozé értékkészlete nem korlatos, (tehat tetszéleges
nagy szamokat felvehet értékiil,) még nem kovetkezik, hogy a valtozé
varhaté értéke vagy szérasa mindenképpen végtelen. Az ilyen
esetekben a varhaté érték és a szoéras lehet véges vagy végtelen is, a
pontos eredményhez ki kell szdmolni az integralokat.
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A kovetkezékben egy nevezetes folytonos eloszlassal fogunk megismerkedni.

Az egyenletes eloszlas

Azt mondjuk, hogy egy ¢ valtozé egyenletes eloszlast kdvet az |a, b]
intervallumon, ha a siirliségfiiggvénye:

1/(b—a), a<x<b, b=z
fe(x) = -
0, kiildnben. ‘
| a b X
Az egyenletes eloszlas varhaté értéke illetve szérasa:
a+b b—a
E() = , D() = .
©-3 €)==

Megjegyzések:
e Az f; fiiggvény valéban siiriiségfiiggvény, hiszen a gorbe alatti
tartomany egy téglalap, aminek a teriilete 1.
o Az egyenletes eloszlas értékkészlete R¢ = [a, b].
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@ Haegy ¢ valtozé egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon,
akkor teljesiti az egyenletességi hipotézist. Tekintsiink ugyanis egy
olyan [c,d] intervallumot, melynek végpontjaira a < c < d < b.

Ekkor
d d 1
— — 1
Plc<i<d) = J fe(x) dx = f b—a dx 5 v
¢ ¢ 02
1 d —c  kedvezs hossz [
_(d-0) _ _ K W7
b—a b—a  Osszes hossz | a ¢ d b X

@ Vegyiik észre, hogy az egyenletes eloszlas varhaté értéke pontosan az
[a,b] intervallum felezéspontja, és ennek egyszerii oka van. Mivel
teljesiil az egyenletességi hipotézist, a valtozé sok értékét mefigyelve
az értékek mindenhol azonos siirtiséggel jelennek meg. Ez azt okozza,
hogy az atlagos érték pontosan az intervallum felezéspontja.
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Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat. Magyarorszagon januarban a napi kdzéphémérséklet egy olyan

valdszinliségi valtozd, ami kozelitSleg egyenletes eloszlast kdvet —15 °C és
5 °C kozétt. Amennyiben a napi kdzéphomérséklet x °C, akkor hazankban
azon a napon &sszesen 55 — 3x millié kébméter gazt hasznalnak el fiitésre.

o Jeldlje & a napi kdzéphSmérsékletet egy véletlenszeriien valasztott
januari napon. Adjuk meg a valtozé siirliségfliggvényét, varhaté
értékét és szorasat.

Mivel a feladat szdvege szerint £ egyenletes eloszlasi a [—15, 5]
intervallumon, azt kapjuk, hogy

1
1/20 15 5 L
) - g X g )
fe(x) = -
0, kiildnben. ‘
—15 5 X
Ekkor a varhatd érték és a széras:
—-15+5 5—(-15 20
Eo="2" s pe="0T0 - X isn
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@ Mennyi annak az esélye, hogy egy véletlenszeriien valasztott napon a
napi kdzéphémérséklet —8 °C és 0 °C kozé esik?

Az egyenletes eloszlas siirliségfliggvényének integralasaval:

0 0 1 1 0 0
P(—8§§<O)=J f(x)dsz —dx=— | x"dx
gt 520 20 J g

1 170 1 oyl
B L S G S W IO
200 1 _3g 20\ 1 1 20

Ez az eredmény a kedvez§/dsszes for- 21*0
mulabél is megkaphaté, hiszen most a
& viltozd teljesiti az egyenletességi
hipotézist, tehat a valdsziniiség: _15 _8 5 %

kedvez6 8
PSSO = e =20
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o Jeldlje n a gazfogyasztas milli6 kobméterben kifejezve egy
véletlenszeriien valasztott napon. Adjuk meg az 7 viltozéta ¢
fiiggvényeként, majd adjuk meg az értékkészletét. Mennyi annak az
esélye, hogy a gazfogyasztas 85 millio m3 folé emelkedik?

A feladat szdvege szerint 1 = h(§), ahol h(x) =55 — 3x.

Az abra alapjan az 17  valtozé
legkisebb és legnagyobb értéke:

h(5) = 40, h(—15) = 100.
Emiatt: R, = [40,100].

FIRN

A h(x) = 85 egyenletl6tlenség 3 3
megoldasaval azt kapjuk, hogy a gaz- | |
fogyasztas pontosan akkor nagyobb, | 1
mint 85, ha a napi kdzéphSmérséklet i i
—10 °C ala megy. Tehat: _15 —10

5 ¢
P(n > 85) = P(¢ < —10) = P(~15 < £ < —10) = 5/20 = 25%
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e Januarban mekkora a napi 4tlagos gazfogyasztas?

A feladat a gazfogyasztas, tehat az 7 valtozé varhaté értékére
kivancsi. Sajnos az 1) valtozd siiriiségfiiggvényét nem ismerjiik.
Ennek meghatarozasa nem lehetetlen, de tovabbi matematikai
eszkozoket igényelne. Ehelyett ezt a varhaté értékét az 7 = h(¢)
Osszefliggés alkalmazasaval szamoljuk ki.

E(n) = E(h(¢)) = JOO h(x f (55 — 3x) = dx

Cw» 20
5 5 5

T T LI )

20 20 J_ 1 5
55 51 _ (-15)* _i 52 )
20 1 20

55 3
= 20—% (—100) =55 +15 =70

Tehat az atlagos napi gazfogyasztas 70 millié kobméter.
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Az eloszlasfiiggvény és az exponencialis eloszlas

Amikor egy valésziniiségi valtozét vizsgalunk, akkor altaldban az alabbi
kérdésekre keressiik a valaszt:
o Mekkora valésziniiséggel esik a valtozé egy adott intervallumba?
o Mekkora a valtozé atlagos értéke, tehat mi a varhaté érték?
@ Milyen mértékii a valtozé értékeinek szoradasa, tehat mennyi a sz6ras?
A fenti kérdésekre diszkrét valtozok esetén az eloszlas, folytonos valtozék
esetén a siiriségfiiggvény segitségével tudtunk valaszolni. Ugyan ilyen
példaval nem fogunk majd talalkozni ezen kurzus keretei kdzott, de
leteznek olyan val6sziniiségi valtozék is, melyek se nem diszkrétek, se nem
folytonosak. Emiatt sziikségiink lenne egy olyan eszkdzre, mely
e minden fontos informéaciét tartalmaz a kapcsolatos valésziniiségi
valtozéval kapcsolatban;
o de nem csak a diszkrét vagy a folytonos esetben alkalmazhatd, hanem
tetsz6leges valosziniiségi valtozé esetén is.

Meglepé médon ilyen univerzalis eszkdz létezik.
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Eloszlasfliggvény

Legyen & egy tetszbleges valdszinliségi valtozé. A & eloszlasfiiggvénye
azaz F;:R —[0,1] fiiggvény, melyet az alabbi formulaval definialunk:

Fe(t) = P(§ < t), teR.

TetszGleges t valds szam esetén az  F(t) érték azt mutatja meg, hogy
a & valtoz6é mekkora valésziniiséggel esik a a szamegyenesen a  t-t6l
balra, tehadt a (—oo,t) intervallumba:

P& < t)

Az eloszlasfiiggvény tetszbleges valésziniiségi valtozé esetén létezik, nem
csak a diszkrét vagy a folytonos esetben. A kdvetkez6kben azt vizsgéljuk
meg, hogy mik a fontosabb tulajdonsagai, tovabba milyen kapcsolatban &l

az eloszlassal illetve a siirtiségfiiggvénnyel.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 156 / 252



Valésziniiségi valtozék Az eloszlasfiiggvény és az exponencialis eloszlas

Feladat. Néhany hete talalkoztunk egy olyan ¢ diszkrét valésziniiségi
valtozéval, melynek az értékkészlete Ry = {1,2,3,4}, és az eloszlasa

P(6=1)=04, P(E=2 =03 P(¢=3)=02 PE=4)=0,1.

Hatarozzuk meg a valtozé eloszlasfiiggvényét.

04+ ° Az Fe(t) érték azt mutatja
0,3 + ° meg, hogy a ¢ valtozé mekkora
02+ ° valdsziniiséggel esik a t-tél balra:
0,1+ °
1 1 1 1 0, t<1,
o .1 2 3 4 04, 1<t<2,
04 Fe(t) =407, 2<t<3,
04+03=07 _ 00, 3<t<4,
04+03+02=09
1, 4 <t.
04+03+02+01=1 \
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Az eloszlasfiiggvény grafikonja:

= @

Diszkrét valdsziniiségi valtozok eloszlasfiiggvénye

Egy diszkrét valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye egy olyan lépcsés
fliggvény, mely pontosan a valtozé lehetséges értékeiben ugrik, és egy
t € Re helyen az ugras nagysaga P(£ =t).

A fenti tétel segitségével egy diszkrét valdsziniiségi valtoz6 esetében az
eloszlas és az eloszlasfiiggvény kénnyen atirhaté egymasba.
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Feladat. Egy ¢ folytonos valdsziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye

2
0 x <1
f X _ ) b
¢(x) 2/x3, x>=1
0
Hatarozzuk meg a valtozé eloszlasfiiggvényét.
e Ha t <1, akkor Fg(t)=P(-0<{<t)= Sioo fe(x) dx = 0.

@ Ha t>1, akkor

1
Fg(t):P(—oo<£<t)=J_t fg(X)dXzJ_ Odt+2fx—3dx

—0+2Xﬁ2t—2 L L
N —2 ], \—2.2 —2.12) 2"
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Tehat a & valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

<

Rty =% t<l, Fe
1-1/t2, t>1.

0 1 t
Az eloszlasfiiggvény derivalasaval visszakapjuk a siiriségfiiggvényt:
o Ha t <1, akkor Fi(t)=(0) =0=f(t).

o Ha t>1, akkor F/(t)=(1—t2)=0—(-2)t3 =2/ = £(¢t).

Folytonos valésziniiségi valtozék eloszlasfiiggvénye

Egy folytonos valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye mindehol folytonos.

Az eloszlasfiiggvény és a siiriségfiiggvény kapcsolata:

R = [ koo e =R
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Kérdés: De végiil is mire j6 az eloszlasfiiggvény?

Val6szintiségek szamitasa az eloszlasfiiggvény segitségével

Legyen & valésziniiségi valtozo, és legyen F¢ az eloszlasfiiggvénye.
o Tetszbleges —o0 < a< b < +oo szamok esetén
P(a < f < b) = Fg(b) — Fg(a).
o Tetszéleges a valds szam esetén az F. fiiggvény pontosan akkorat
ugrik az a pontban, mint amekkora a P({ = a) valésziniiség.

v

Az els6 allitas kdnnyen bizonyithatd, a masodikat higgyiik el.

Fe(a) = P(§ < a) Fe(b) = P(€ < b)

o
}
b
o

< § < b) = Fe(b) — Fe(a)

® L (O

L

P(
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Az eloszlasfiiggvény altalanos tulajdonsagai

Egy F:R — [0,1] fiiggvény pontosan akkor eloszlasfiiggvény, ha
teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

@ F monoton ndvekvd;

o limi, o F(t) =0 és lim,o F(t) =1,

e F mindenhol balrdl folytonos, (tehat a fiiggvénygrafikonon feliilre
rakjuk az lres karikat.”)

Tegyiik fel, hogy F valdban egy ¢ valtozé eloszlasfiiggvénye.
e Ha t1 < tp, akkor F(tl) = P(f < tl) < P(f < tg) = F(l’z).

P < t1) P(¢ < 1)

+o

t1 to

o Az eloszlasfiiggvény értéke a két végtelenben:
limy—_oo F(t) = F(—o0) = P(¢ < —a0) =0,
limy— 100 F(t) = F(4+0) = P({ < +w0) = 1.
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Feladat. Legyen a )\ tetszleges pozitiv szam. Eloszlasfiiggvény-e az
alabbi fliggvény? Ha igen, akkor hatarozzuk meg a siiriségfliggvényét.

0 t
Az F fiiggvény eloszlasfiiggvény, ugyanis monoton ndvekvs és mindenhol
folytonos, tovabba a hatarértékei a végtelenben F(—o0) =0, F(+w0) = 1.

A kapcsolatos siirtiségfiiggvény derivalassal kaphaté meg:
e Ha t <0, akkor f(t)=(0)=0.

@ Ha t >0, akkor az &sszetett fiiggvények derivalasi szabalyaval

f(t) _ (1 _ e—/\t)’ _ (1)/ N (e—At)/ —0— (_)\)e—)\t _ )\e_)‘t.
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Az exponencialis eloszlas
Egy ¢ folytonos valésziniiségi valtozé exponencialis eloszlast kdvet
A > 0 paraméterrel, a siir(iségfliggvénye

A A
0, t<0,

fi(t) =
() Xe M t>0. fe

v
Az exponencialis eloszlas tulajdonsagai

Az exponencialis eloszlas varhaté értéke és szérasa: E(&) = D(§) = 1/

Az eloszlasfiiggvénye:
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Feladat. Egy adott tipusi izz6 élettartarama exponencialis eloszlast kdvet
ismeretlen )\ paraméterrel. A tapasztalatok szerint az izzék 10% megy
ténkre 500 6ra hasznalat soran. Mekkora az izzék atlagos élettratama?
Az izz6k mekkora hanyada éri el a 10 ezer 6ras élettartamot?

Legyen & egy izz6 1000 éraban szamolt élettartama. Ekkor
0,1 =P((<05)=F(05)=1—e 05
Az egyenlet rendzezésével azt kapjuk, hogy

. In0,9
e =09,  vagyis A:—%Szmm.

Tehat az izzok atlagos élettartama:  E(§) = 1/A = 1/0,21 = 4,76 ezer
6ra. Annak az esélye, hogy egy izz6 élettartama eléri az 10 ezer 6rat:
P(¢>10) =1— P(£ <10) = 1 — F¢(10)

=1— (1 _ e—)le) — e—0,21~10 — 0712 .
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Feladat. Tekintsiik csak azon izzékat, melyek teljes élettartma eléri a 10
ezer 6rat. Ezek mekkora hanyada fog még legalabb 500 6ran at miikddni?

A feladat a kovetkezg feltételes valdszintiségre kivancsi:

P(¢>1056s&>10) P(E=

= > — _
P(¢>105|¢& > 10) Ao e
_1- F¢(10.5) 11— (1 — ef)"1075) B e—0,21-10,5
© 1-F(10)  1-(1—eM0) 702110

=09.

Tehat azt kaptuk, hogy a 10 ezer 6ras lizemidst megélt, tehat Sregnek
szamit6 izzok 90% fog még legalabb 500 6ran at mikodni. Vegyiik észre,
hogy a gyarbdl kideriilt 4j izz6k esetében is 90% azoknak az aranya, melyek
elérik az 500 dras élettartamot. Ez azt jelenti, hogy az 6reg izzéknak nem
rosszabbak az esélyeik, mint egy vadonat @j darabnak: mindkét esetben
90% az esély arra, hogy az izzé miikddni fog még 500 6ran at. Ezt agy
szoktuk mondani, hogy az izzé élettartama egy 6rokifja valtozé.
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Orakifja tulajdonsag

Legyen & exponencialis eloszlast val6sziniiségi valtozé tetszéleges A > 0
paraméterrel. Ekkor barmely x,y > 0 valds szdmok esetén teljesiil a
kovetkezs egyenl6ség:

PEzx+y|Ez2x)=PE2y)

A tétel bizonyitasa az el6z6 oldalon bemutatott gondolatmenettel megy,
csak annyi a kiildnbség, hogy paraméteresen kell szamolni. Az 6rokifja
tulajdonsag azt fejezi ki, hogy ha nézziik annak a valésziniiségét, hogy egy
x kort megélt egyed megél még y kort, akkor ez a valdsziniiség azonos
annak az esélyével, hogy egy (j egyed eléri az y élettartamot. Tehat a
fiatal és az oreg egyednek azonos esélye van még y ideig élni.
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Biztositasmatematikaban és a miszaki tudomanyokban fontos kérdés a
hatralévé atlagos élettartam fogalma. Ez azt fejezi ki, hogy a mondjuk
x kort megélt egyedek atlagosan mennyi ideig fognak élni még. Az alabbi
tablazat otévenkénti lépéskdzzel adja meg a hatralévd varhaté élettartamot
az Egyesiilt Allamokban. (2013-as adatok.)

380 v

70 + o

60 + o

50 + o

40 T o

30 + ° 5

20 + o

10 + ° 5
0 } } } } } } } } }

0 10 20 30 40 5 60 70 8 90 100%
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A bioldgiai szervezetek és a mechanikus berendezések esetében a varhaté
hatralévs élettartam jellemz&en(!) egy csokkend fiiggvény, tehat az idGsebb
egyedeknek rosszabb életesélyeik vannak, mint a fiataloknak. Ennek az oka
a bioldgiai dregedés és a mechanikus kopas. Ezzel szemben egyszeriibb
elektronikai berendezéseknél a kopas nem jelenik meg, fizikai allapotat
tekintve egy régi, de miikodéképen izz6 vagy LED (kdzel) olyan, mint egy
teljesen 0j. Ez egyben azt is jelenti, hogy ilyen esetekben a hatralévs
varhaté élettartam kozel konstans. Ez az oka annak, hogy az ilyen

berendezések élettartamat exponencialis eloszlassal szoktak modellezni.

Az dregedés teljes hianya a természetben csak egy helyen figyelhets meg,
az elemi részecskék vilagaban. Az, hogy egy radioaktiv atom nem bomlott
le x év alatt, nem is csokkenti le, és nem is néveli meg a lebomlasaig

hatralévé id6t. Az elemi részecskék orokifjaak, és emiatt a teljes
élettartamuk pontosan exponencidlis eloszlast kovet.

Hasonlé gondolatmenettel indokolhats, miért exponencialis eloszlassal
modellezik példaul azt is, hogy mennyi id6 telik el két kézlekedési baleset
kozott, milyen id6kdzonként érkeznek az emberek egy pénzfelvevs
automatdhoz, vagy milyen gyakran lathatunk hullécsillagot az égen.
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A normalis eloszlas és tulajdonsagai

A normalis eloszlas

Legyen p valés szdm, o pedig pozitiv valés szam. Azt mondjuk, hogy
az 1 valdsziniiségi valtozé normalis eloszlast avagy Gauss-eloszlast
kdvet 1 és o paraméterrel, ha a siirliségfiiggvénye

1 _Gw?
= — o2
fn(x) We 202 xeR.

Specialisan, a u =0 és o =1 paraméterértékekhez tartozé normalis
eloszlas standard normalis eloszlasnak nevezziik, amire ezen a kurzuson
az 1o, jelolést alkalmazzuk.

A standard normalis eloszlas siirtiségfiiggvényére altalaban nem az f,
hanem a ¢ jelolést hasznaljuk:

1
o(x) = e¥/2, xeR.

V2r
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A normalis eloszlas varhaté értéke és szérasa

Az f, siirliségfiiggvény mindenhol pozitiv, ezért a normalis eloszlas
értékkészlete R, =R. A p illetve o paraméter rendre az eloszlas
varhaté értéke illetve szérasa, tehat E(n) = p és D(n) = o.

A normalis eloszlas siiriiségfiiggvényét Gauss-gorbének vagy masnéven
haranggorbének nevezziik. A gorbe annal karcsibb, minél kisebb a széras,
hiszen kis széras esetén a valtozd nagy valdsziniiséggel p varhatd érték

kozelében vesz fel értékeket. Néhany példa a siirliségfiiggvényre:

—u=0,0=1
—u=0,0=2
—u=0,0=05

uw=20=05
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Ha 7 normalis eloszlasti 1 és o paraméterrel, akkor tetszéleges a
és b valds szamok esetén

p<a<n<b>=ffn<x>dx FJ

Meglepé médon a fenti integral nem szamithatéak ki olyan médon,
ahogyan azt a hallgatésag az analizis kurzuson tanulta. Ennek az az oka,
hogy az f, sirliségfiiggvénynek nem létezik véges zart alakban felirhaté
primitiv fliggvénye, és ezért nem alkalmazhatjuk a Newton—Leibniz-
formulat. De ekkor hogyan szamolhatunk kiilonféle valdsziniiségeket a
normalis eloszlasra? Erre a kérdésre a kdvetkez§ tétellel tudunk valaszolni:

dx

Standardizalas

Legyen 7 normalis eloszlasi valésziniiségi valtozé peR és o >0
paraméterrel. Ekkor az
n—p
o

valtozd standard normalis eloszlasa.
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A tovabbiakban jeldlje & a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét:

O(t) = P(mo1 < t) = J_too o(x) dx .

Ekkor tetsz6leges A < B valés szamok esetén
P(A<m1<B)=PA<mi<B)=2o0B)-dA).

Térjiink most vissza az el6z6 oldal kérdésére: Ha 1 normalis eloszlasi
valtozé tetszbleges p és o paraméterekkel, akkor az 71 valtozé
standardizalasaval a kovetkezét kapjuk:

P(a<n<b):P(a_M<n_M< b—u) :cb(b—u)_d)(a—/i)_

(o o o o g

Tehat ha ki tudjuk szamolni a & fiiggvény értékeit, akkor a kérdéses
valésziniiség meghatarozhaté. Sajnos a & fiiggvényre nem létezik
konnyen szamolhaté matematikai formula. Ehelyett a fiiggvény értékeit egy
tablazatbél fligjuk majd kinézni.
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A o eloszlasfiiggvény értékei az alabbi médén kaphatéak meg a ¢
stirtiségfiiggvénybdl:
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A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

A o eloszlasfiiggvény rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:
© Monoton ng, ®(—0) =0, P(+ow) =1, (hiszen eloszlasfiggvény.)
@ Folytonos, (hiszen egy folytonos valtozé eloszlasfiiggvénye.)

© Az eloszlasfiiggvény értéke a 0 pontban ®(0) = 0,5, és ezaltal
®(t) <05, hat<0, é &(t)>05 hat>0.

O Tetszbleges t érték esetén d(—t) =1 — d(t).

Az utolsé allitasnak a kdvetkezé észrevétel a bizonyitasa:

—t +00
o(—t) = f p(x) dx = f p(x) dx = Plios > t) = 1 — &(t).

—00 t
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Feladat. Egy tejgyarban az 1 literes dobozos tej csomagolasat automata
toltéberendezés végzi, és a dobozokba téltott mennyiség egy normalis
eloszlasi valésziniiségi valtoz6, melynek varhato értéke a névleges tartalom
és szérasa o = 10 ml. Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy dobozt, akkor
mennyi annak a valésziniisége, hogy a doboz tartalma legfeljebb 2,5%-kal
tér el a névleges tartalomt6l? Mennyi annak a valészin(isége, hogy a
dobozban legalabb 990 ml tejet talalunk?

Legyen 7 a kivalasztott dobozban talalhaté mennyiség. Az n valtozd
normalis eloszlasti . = 1000 ml varhaté6 értékkel és o = 10 ml szérassal. A
kérdéses valészinliségek az f,, siiriiségfiiggvény alatti teriiletek nagysaga:

f f

970 990 H 1010 1030 970 990 H 1010 1030
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Jegyezziik meg ismét, hogy a kérdéses val6szintiségek nem hatarozhatéak
meg a siirliségfiiggvény integralasaval. Ehelyett standardizalni kell, és a
standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét alkalmazni. (A & fliggvény
értékeit az eloszlastablazatbdl lehet kilesni.) Azt kapjuk, hogy
975 — 1000 < n— < 1025 — 1000

10 o 10

=P(—25<m,1 <25)=(25) — d(—2,5) =0,9938 — 0,0062,
aminek 0,9876 az értéke. Ez azt jelenti, hogy a tejesdobozok 98,76%-a
tartalmaz 975 ml és 1025 ml kozotti tejet. Itt felhasznaltuk azt, hogy

®(—2,5) =1 — d(2,5) = 1 —0,9938 = 0,0062 .

P(975 < 1 < 1025) = P(

A masodik valésziniiség az els6 mintajara hatarozhaté meg:
— 990 — 1000
P(n=990)=P(1T—F > = P(noq = —1)
o 10 ’
=1-P(p1<-1)=1-d(-1) =1-[1-d(1)]
=1—[1-084] =0,84.
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Az alabbi abra azt mutatja meg, hogy egy 7 normalis eloszlasa valtozo
mekkora valdsziniiséggel esik a varhatd érték két oldalara felmért o
szélességii intervallumokba:

68,3%
74 95,4% Xv
- 99,75% -
o,1%M6% 34.1% | 341% 13,Mo,1%

w—30c p—20 p—1o Iz w+lo pw+20 p+30

lo-, 20- és 3o0-szabaly

Legyen 71 normalis eloszlast valtozé tetszéleges o varhaté értékkel és
o szérassal. Ekkor:

P(M—U$U<M+U)%68%, P(,u—2a<7]<u+20)z95%,
P(u—30 <n<p+30)~99,75%.
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Feladat. Mondjunk egy olyan [a, b] intervallumot, amire teljesiil, hogy a
tejesdobozok 95%-a ebbe az intervallumba esik:  P(a <17 < b) = 0,95.

1. Megoldas. Az intervallumot [p — ¢, + c] alakban fogjuk keresni.
Ismét csak standardizalassal:

10 o 10
= ®(c/10) — d(—c/10) = D(c/10) — [1 — P(c/10)] = 2d(c/10) — 1.

Ebbdl azt kapjuk, hogy @(c/10) = 0,975, amibél c¢/10 = 1,96, vagyis
c =19,6. Tehat a kérdéses intervallum: [980,4,1019,6].

2. Megoldas. A 30-szabaly alkalmazasaval:

95% ~ P(n—20 <n < p+20) = P(980 < n < 1020)

Tehat a [980,1020] intervallum is egy j6 kozelité eredmény. Jegyezziik
meg azt is, hogy

99,75% =~ P(pn— 30 < n < p+30) = P(970 < n < 1030).
Tehat a dobozok tobb, mint 99%-a 970 ml és 1030 ml.k5zé esik.
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Feladat. A statisztika adatok szerint Magyarorszagon az emberek 30
szazaléka dohanyzik rendszeresen. Ha megallitunk az utcan 100 embert,
akkor mennyi annak az esélye, hogy kozottiik legalabb 25, de legfeljebb 35
dohanyos lesz?

Legyen & a dohanyosok szdma a megkérdezettek kdzott. A £ valtozd
binomialis eloszlast kdvet n =100 és p = 0,3 paraméterrel. Jegyezziik

meg, hogy E({) =np=30 és D(&) =+/np(l —p) =4,6, tovabba a

kérdéses valdszindiség:

35 35 /100
P(25<£<35)= ) P(E=k) = ko, 7100k
(5<€<35) = ), P(E=k) Z(k)o,w,
k=25 k=25

A kapott formulaval az a probléma, hogy nehezen szdmolhaté:

@ egyrészt a formula sok tagbol all, melyeket kiilon ki kellene szamolni;

@ masrészt a formulaban szerepld binomialis egyiitthaték meghatarozasa

is maceras.

Es ezek a problémak jéval komolyabbak lennének, ha nem csak 100, hanem
mondjuk 1000 emberrel szamolnank.
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Az abran a & valtoz6 eloszlasa lathaté oszlopdiagrammal abrazolva. Az

oszlopok szélessége 1, ésa k érték feletti oszlop magassaga P(& = k).

Ekkor a kék tartomany &sszteriilete pontosan a kérdéses valdsziniiség:
Yol PE=k =32 5 P(€=k) = P(25 < ¢ < 35)

Legyen 7 normalis eloszlasi valtoz6 1 =30 és o = 4,6 paraméterrel.

Piros szinnel az 7 siirliségfiiggvénye van abrazolva. Vegyiik észre, hogy a

25 és a 35 érték kozott a siirtiségfiiggvény alatti teriilet j6 kdzelitéssel
megegyezik a kék szinli tartomany teriiletével, ami azt jelenti, hogy

35
|5
0,08
0,06

0,04
0,02

10 50
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Az el6z6 oldal észrevételét a kovetkezd tételben mondjuk ki, bar kissé
slendrian médon. A tételnek van egy preciz kimondasa is, akit érdekel, az
megtalalhatja azt a véltozatot barmelyik valdsziniiségszamitas kdnyvben,
vagy az interneten is. Mi azért ebben a formaban mondjuk ki a tételt, mert
ilyen alakban fogjuk majd alkalmazni, és igy a Iényeg is jobban latszik.

de Moivre—Laplace-tétel

Legyen & binomialis eloszlasi valtozé n és p paraméterrel, tovdbba
legyen 1 egy normalis eloszlasu valtozé pu=np és o =+/np(l—p)
paraméterrel. Ekkor tetszéleges a és b szamok esetén

Pla<¢<b)~Plas<n<b),

és a kozelités annal pontosabb, minal nagyobb az n paraméter értéke.

v

A fenti kbzelités n > 20 esetén mar szoktak hasznalni, de a tapasztalatok
szerint n > b0 esetén valik igazan pontossa.
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Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy a megkérdezett 100 emberbél
legalabb 25, legfeljebb 35 dohanyzik? Adjunk meg egy olyan intervallumot,
amelybe a dohanyosok szama 90% valészinitiséggel beleesik.

Most n = 100, ezért alkalmazhatjuk a de Moivre-Laplace-tételt:
25 —-30 SN 35—30)

~

46 o 46
= P(—1,09 < no1 < 1,09) = #(1,09) — ®(—1,09) = 0,86 — (1 — 0,86),,

P(25<§<35)%P(25<?7<35):P<

ami 0,72. A kérdéses intervallum nem hatarozhaté meg a 30-szaballyal,
hiszen az csak 68, 95 és 99,75% megbizhat6sagl intervallumot ad. Most:

0,9=P(30—c<£<30+c)xP(30—c<77<30+c)
c n— c
— P -—< < = ®(c/4,6) — d(—c/a,
P~ 5= < 5) = oteras) o(-c/ap
= ®(c/4,6) — [L — D(c/4,6)] =2¥(c/4,6) — 1

Tehat &(c/4,6) = 0,95, azaz c/4,6 = 1,65 amibdl kis kerekitéssel
c =8. Tehat a kérdéses intervallum: [22,38].
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A varhato érték és a szérés tulajdonsagai

Mar megtanultuk, hogy hogyan lehet kiszamolni egy diszkrét vagy folytonos
valésziniiségi valtozé varhaté értékét és szérasat, ha ismerjiik az eloszlast
vagy a s(riiségfiiggvényt. Gyakran eléfordul, hogy tébb véltozé dsszegével
kell dolgoznunk, de az Gsszeg eloszlasat illetve siiriiségfiiggvényét mar
nehéz lenne meghatérozni. Felmeriil a kérdés, hogy ki lehet-e szamolni egy
ilyen dsszegnek a varhat6 értékét és a szérasat csak az egyes tagok varhaté
értékeibdl és szérasaibdl. Ehhez meg kell ismerniink a varhaté érték és a

széras néhany miiveleti tulajdonsagat.

A varhato érték és a széras tulajdonsagai

Legyen & tetszdleges valdsziniiségi valtozd, és legyen a valés szam.
O Konstans varhat6 értéke: Ha P({ = a) =1, akkor E(&) = a.

@ Egy valtozénak pontosan akkor 0 a szdrasa, ha a valtozd konstans,
tehat P(§ = a) =1 valamilyen a valés szamra. Ekkor a = E(§).

© Konstansszoros:  E(al) = aE(§), D(af) = |a|D(§).
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Mi ezeknek a tulajdonsagoknak a magyarazata? Tegyiik fel, hogy n
alkalommal megfigyeljiik a valtozé értékét, és legyenek &1,...,&, a
megfigyelt értékek.

e Az E(&) varhaté érték a & valtozé atlagos értéke. Precizebben
fogalmazva, a megfigyelt értékek atlaga konvergal a varhaté értékhez:

G+ +&
—
n

E©), now.

Ha a £ konstans, akkor minden megfigyelt érték egyenlé a-val, azaz

G+ +& at--+a

= =a—a.
n n
Tehat ebben az esetben E(¢) = a.
Ha tekintjiik az a¢ valtozot, akkor erre az  a&y, ..., a, megfigyelt

értékekket kapjuk, melyek atlagos értéke:
a1 +---+a, _a§1+"'+5n

n n
Tehat E(af) = aE(&).

- 2E(€).
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o A szdras a szérédasnak a mértéke, azt mutatja meg, hogy mennyi a
valtozénak a varhat6 értéktsl valo atlagos eltérése. A széras pontosan
akkor 0, ha a valtozé értékei nem szérddnak, tehat a valtozé mindig
pontosan a varhaté értékét veszi fel értékiil, tehat P({ = E(€)) = 1.

A D(ag) = aD(&) azonossag illsuztralasara tekintsiink egy példat.
Legyen a & egy olyan valtoz6, ami a +1 és a —1 értéket veszi fel
1/2-1/2 valészintiséggel. Kiszamolhatd, hogy ekkor E(§) =0 és
D(§) = 1. Mivel a valtozé minden értéke 1 tavolsagra van a varhaté
értéktsl, a varhato értéktdl vald atlagos eltérés, (a széras,) szintén 1.

1 1
f 1 I |

2& } 2 % 2 <

| | | |
T T T T T

—2 -1 0 1 2

Legyen most a =2. Ekkor az af = 2¢ valtozé lehetséges értékei
+2 és —2, tovabba E(2) =0 és D(2£) =2. Valdban, ebben
az esetben az értékek atlagos eltérése a varhaté értékrél 2-re nétt.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 186 / 252



Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Osszeg varhat6 értéke és varianciaja

Legyen &M ... &(M  tetszéleges valészintiségi valtozs, és tekintsiink
ai,...,am valés szamokat. Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossagok.

O A valtozék Osszegének a varhaté értéke:
E(g(l) 4ot g(m)) — E(f(l)) 4ot E(g(m)) )
Ebbédl az is kdvetkezik, hogy
E(alf(l) 4t amf(m)) — alE(f(l)) 4t amE(f(m)) .
Q A valtozék Gsszegének a variancija: ha €M, (™ fiiggetlen, akkor
D2 (5(1) 4t g(m)) = D2 (5(1)) +...4D? (g(m)) )

Ebbdl az is kdvetkezik, hogy

D?(a16M + - + ape(™) = ZD?(¢M) + - + 22, D%(¢(™) .
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Egy kis indoklas az 1. allitashoz. Tegyiik fel, hogy m = 2, és a kdnnyebb
irasmodért ket valtozot jelsljik €M) £ helyett £-vel és p-val.
Tegyiik fel tovabba, hogy ezekre a valtozékra van nehany megfigyelésiink.
Ekkor a megfigyelések szamtani atlaga:

G+t
f_)E(g)¢ n

mt- A E(y).
Haa £ +1n Osszegvaltozét vizsgaljuk, akkor erre is vannak megfigyelések,
és & +m,...,&n + 1,y alakban allnak el8. Vegyiik észre, hogy az Gsszeg
atlagos értéke azonos az atlagok Gsszegével:

(G tm) ot Entnm) Gdodbn ot tnn
n n n

E(§)+E(n).
Masrészt viszont a varhaté érték jelentése szerint:

(51 +771)+','7'+(§n+77n) _’E(§+n)

Tehat E({+n) = E(§) + E(n). Ebbdl az 1. pont masodik allitasa:
E(aié + an) = E(a1€) + E(aan) = a1E(§) + a2E(n) .
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Feladat. Egy cég gy prébalja meg népszerisiteni az altala forgalmazott
chipset, hogy a zacskékba a Micimacké cimii mese figurait rejti el:
Micimackét, Malackat, Tigrist és Fiilest. Minden zacskéban pontosan egy
figura talalhatd, és minden figuranak azonos a gyakorisaga. Mi addig
vasaréljuk a terméket, mig meg nem kapjuk a teljes kollekcié, tehat mig
végiil mindegyik figurabdl lesz legalabb egy darab. Varhatéan hany zacské
chipset kell megvenniink? mennyi a véasérolt chipsek szamanak a szérasa?

Jelslje ¢ a vasarolt chipsek szamat. Ertékkészlete: Re = {4,5,...},
tehat a valtozé diszkrét eloszlasi. Mi korabban elég sok munkaval mar
meghataroztunk egy valdsziniiséget:

P(6 chips elég) = P(£ < 6) ~ 0,38.

Ha minden k-ra sikeriilne meghatarozni a P({ < k) valésziniiséget,
akkor ebbdl meglenne az eloszlas, hiszen

P=k)=PE<k)—PE<k-1), k=405,...

Ebbédl pedig a varhaté érték és a széras szamolhaté lenne. Ez egy jarhaté
at, de nagyon nehéz. Eppen ezért egy masik médszert fogunk alkalmazni.
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Jeldlje n;, i=1,2,3,4, azt, hogy hany tovabbi chipset kell vasarolnunk
ahhoz, hogy legyen i darab kiilonb6z6 figurank, azok utan, hogy mar van
i—1 kiilonbdzs figurank. Tehat, példaul, az 73 valtozé azt mondja
meg, hogy ha mar megtalaltunk két kiilonbozs figurat a teljes készletbél,
akkor hany tovabbi chips megvasarlasa aran fogjuk a harmadik darabot is
meglelni. Példaul:

Mi Mi F F Mi T F Ma

v v v

m 2 3 74

Ekkor a kdvetkezs észrevételeket tehetjilk meg:

o Az 1 valtozd értéke mindig 1.

e Ha mar van egy figurank, akkor egy-egy Gjabb chips megvasarlasakor
3/4 valészintiséggel kapunk egy ] darabot a készletbdl. Mivel az
azt mutatja meg, hogy hany zacské chips sziikséges egy (] figurahoz,
a véltozé geometriai eloszlast kdvet p = 3/4 paraméterrel.

@ Hasonlé meggondolasbdl kovetketik, hogy az 73 és az 74 valtozé
is geometriai eloszlasi rendre p=1/2 és p=1/4 paraméterrel.
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Vegyiik észre azt is, hogy & =m1 + 2 + 13 +na, amibél

E(€) = E(m) + E(n) + E(ms) + E(ns) = 1+ 3}4 " 1}2 " 1}4 ~833.

Jegyezziilk meg azt is, hogy az n1,m2,m3,1ma valtozék fiiggetlenek, amibél
D*(¢) = D*(m) + D?(n2) + D*(n3) + D?(11a)

1-3/4 1-1/2 1-1/4

(3/42 ~ (1/22  (1/4)*

Ebbédl kdvetkezik, hogy D(§) = 4/ Var(§) ~ 3,8. Tehat a valtozé varhaté
értéke 8,33, és a valtozénak a varhaté értéktsl valé atlagos eltérése 14,44.

— 04+ ~ 14,44 .

Feladat. Ha egy zacské chips ara 300 forint, akkor mennyi az dsszesen
elkdltdtt pénziink varhato értéke és szérasa?

Most & chipset vasarolunk meg, aminek 300¢ forint az ara. Az
elkoltott pént varhatd értéke illetve szérasa:

E(300¢) = 300E(£) = 2500  és  D(300¢) = [300|D(¢) ~ 1140.
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Ha adott két val6szintiségi valtozs, & és 1, akkor ezek fiiggetlensége
azt jelenti, hogy a két valtozé nem hat egymasra, nem befolyasoljak egymas
értékét. Ebben az esetben az Gsszegiik variancidja kdnnyen kiszdmolhaté.
Felmeriil a kérdés, hogy a nem fliggetlen valtozék esetén hogyan lehetne
egyszeriien kifejezni a két valtozo fliggbségének erésségét és iranyat. Erre a
statisztikaban a korrelacios egyiitthaté nevii mutatészamot szoktak
alkalmazni. Ezt sokféleképpen szoktak jeldIni, mi a kdvetkez6 jeldlést
fogjuk hasznalni:  corr(§,n). A korrelaciés egyiitthaté preciz denicidjat a
félev késtbbi részében fogjuk majd tanulni, most csak néhany alkalmazast
fogunk nézni. A korrelacids egyiitthaté fontosabb tulajdonségai:

o A korrelacié értéke mindig a [—1,+1] intervallumba esik.

e Ha ¢ és n fliggetlen egymastdl, akkor corr(¢,n) = 0.

e Ha corr(§,n) >0, akkor a két valtozé kozétt pozitiv iranyd
kapcsolat van, ami azt jelenti, hogy az egyik valtozé értékét novelve
jellemz8en(!) a masik valtozé értéke is né.

@ Ha corr(§,n) <0, akkor a két valtozé kozdtt negativ irdnyd
kapcsolat van, tehat az egyik valtozé értékét novelve jellemzgen(!) a
masik valtozé értéke csokken.
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@ Minél kozelebb van a korrelaciés egyiitthaté +1-hez vagy —1-hez,
annal erdssebb a két valtozé kozotti kapcesolat.

e Ha corr(§,n) = £1, akkor a két valtozé tokéletesen meghatérozza
egymast, tovabba 7 = af + b valamilyen a, b valés szamokkal.

A kovetkez§ oldalon kiildnféle korrelaciés egyiitthatéja (£, 7)
valtozéparokra lathatunk példakat. Hogyan kell az abrat értelmezni?

@ Minden kis abra egy koordinata rendszer, ahol a vizszintes tengelyen a
&, afliggbleges tengelyen az 7 valtozé értékét jelenitjilk meg.

@ Minden egyes kis kor a (£,7n) valtozépar egy-egy lehetséges értéke.
A korok halmaza ezen valtozopar értékkészlete.

o A korrelacids egyiitthaté nagy mértékben meghatarozza a lehetséges
értékek elhelyezkedését. Ha a korrelacié kozel van +1-hez, akkor a
lehetséges értékek egy egyenes mentén helyezkednek el. Ennek azaz
okat, hogy ebben az esetben a két valtozé kdzott erbs kapcsolat van.
Ha viszont a korrelacié 0-hoz van kozel, akkor a két valtozé kozott
gyenge a fliggbségi kapcsolat, tehat a (£,7n) valtozépar lehetséges
értékei rendezetleniil helyezkednek el.
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A korrelacids egyiitthaté egyik legfontosabb alkalmazéasa a kovetkez§ tétel.

Val6sziniiségi valtozok Gsszegének a varianciaja

Legyen & és n tetsz6leges valdsziniiségi valtozd, tovabba tekintsiink
tetsz6leges a és b valés szamokat. Ekkor

D?(a + bn) = a>D?(€) + b*D?(n) + 2abD(€) D(n) corr(€,7) .

Ebb6l a= b =1 valasztassal az is kdvetkezik, hogy

D*(& +n) = D*(€) + D*(n) + 2D(€) D() corr(€, n) -

Vegyiik észre, hogy ha & és n fiiggetlen, akkor a fenti formulaban
szerepl6 korrelacios egyiitthaté nullaval egyenls, és visszakapjuk a mar
ismert azonossagot:

D?(a& + bn) = a*D?(€) + b*D?(n) .

A piros doboz formulaja altalanosabban is felirhatd, 2-nél tobb valésziniségi
valtozé Osszegére, de ezt mi most mellézziik, mert nem lesz ra sziikségiink.
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Feladat. A Tisza és a Maros vizhozama egy szamunkra ismeretlen eloszlast
kovet. Azt tudjuk, hogy a Maros torkolata felett a Tisza vizhozaménak a
varhat6 értéke 660 m3/s, szérasa 160 m3/s, mig a Maros vizhozamanak a
varhaté értéke 200 m3/s, szérdsa 50 m3/s. Hatarozzuk meg a Tisza
belvarosi hidnal mért vizhozamanak a varhaté értékét és szérasat, ha

@ a két vizhozam fliggetlen;

o a két vizhozam korrelaciés egyiitthatéja +0,4;

@ a két vizhozam korrelaciés egyiitthatdja -0,4;
Megoldas. Legyen & és n a Tisza illetve a Maros vizhozama torkolat
felett. Ekkor E(£) =660, D(§) =160, E(n) =200, D(n)=50. A

két valtozonak koriilbelil ilyen lehet a siirliségfiiggvénye:

0 200 660
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Mit latunk az el6z6 grafikonon?

@ A Maros esetében kicsi a vizhozam szérdsa, ami azt jelenti, hogy az 7
értéke jellemz&en az E(n) = 200 atlagos vizhozam kdzelében van.
Ez azt ereményezi, hogy a valtozé siirliségfiiggvénye karcsl, a gorbe
alatti teriilet a varhaté értéktdl tavol 0.

o A Tisza esetében jéval nagyobb a széras, tehat a £ gyakran vesz fel
az E(&) =660 atlagos értéktdl joval nagyobb vagy kisebb értéket.
Emiatt a & valtoz6 siirliségfliggvénye szétteriil, a gorbe alatti teriilet
a varhat6 értékt6l tavolabb sem nulla.

A Tisza belvarosi hidnal mért vizhozama £ +n alakban all el8, aminek a
varhat6 értékét nem befolyasolja a korrelacids egylitthatd, ez egyszeriien a
két vizhozam varhaté értékének az dsszege:

E(¢ +1n) = E(€) + E(n) = 660 + 200 = 860.
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Az Osszeg szérasaban viszont mar megjelenik a korrelaciés egyiitthaté,
tehat az Osszeg szérasat mar befolyasolja a két vizhozam kozotti kapcesolat:

D?(¢ +n) = D?(€) + D?(n) + 2D(£) D(n) corr(€,1)
= 160% 4 502 + 2 - 160 - 50 - corr(¢,n) = 28.100 + 16.000 corr(&,7) .

e Ha a két vizhozam fiiggetlen, akkor a korrelaciés egyiitthatéjuk értéke
corr(€,m) = 0. Ekkor

D?(¢ + 1) = 28.100 + 16.000 - 0 = 28.100,

amibél  D(¢ + 1) = +/28.100 = 168.
@ Ha a két vizhozam korrelaciés egyiitthatéja corr(§,n) = 0,4, akkor

D2(¢ + 1) = 28.100 + 16.000 - 0,4 = 34.500 ,
amibsl D(& +n) = +/34.500 = 186.

@ Ha a két vizhozam korrelaciés egyiitthatéja corr(§,n) = —0,4, akkor
D?(¢€ +n) = 28.100 + 16.000 - (—0,4) = 21.700,
amibél D(£ +n) = v/21.700 = 147.
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A kovetkez§ abra azt mutatja, hogy koriilbeliil hogyan néz ki az dsszeg
stiriségfiiggvénye a harom esetben.

—corr(§,n) = 40,4

460 660 860 1,060 1,260

o Ha a két folyo fliggetlen, akkor eléfordulhatnak a varhato értéekts!
tavoli vizhozamok, de a vizhozam jellemz&en 860 kozelében marad.

@ Ha a korrelacié értéke —0,4, akkor a két folyé vizhozama ellentétesen
valtozik: amikor az egyik arad, akkor a masik apadni fog. Ez azt
eredményezi, hogy a két foly6 kiegyenliti egymas hatasat, és nagyon
ritka a varhat6 értéktsl tavoli vizhozam.

@ Ha a korrelacié értéke +0,4, akkor a két folyé jellemz8en egyszerre
apad illetve arad, tehat feler8sitik egymas hatasat. Ennek az az
eredménye, hogy gyakran eléfordulnak az atlaghoz viszonyitva nagyon
magas vagy nagyon alacsony vizhozamok is.
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Feladat. Irjuk fel és abrazoljuk a & + 17 valtozé varhaté értékét és
varianciajat a korrelaciés egyiitthaté fiiggvényében. Az arvizi védekezés
szempontjabdl mi a jobb, ha a korrelaciés egyiitthaté kicsi, vagy ha nagy?

Lattuk, hogy a varhaté érték E(€ +n) = 860 a korrelaciés egylitthaté
értékétdl flggetleniil. Az dsszeg variancidja

Var(¢ +1n) = D*(€ +n) = 28.100 + 16.000 corr(£,7) .

44.000 +
860 E(f-‘r?]) /%ar(f-i-??)
12.000 +

] ]
T T T T

-1 1 -1 1

Az arvizi védekezés szempontjabél az alacsonyabb variancia el&nydsebb,
ugyanis ez alacsonyabb szérast is jelent, vagyis ritkdban fordulnak el
szélsGségesen magas vizhozamok.
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A portfoliéanalizis alapjai

Az életben a legtdbb befektetés hozama nem hatarozhaté meg eldre,
ugyanis erre szamos olyan tényez§ is hat, mely tényezGket az elézetes
kalkulacick soran (jellemz8en a sziikséges informaciék hianyaban) nem
lehet teljes mértékben szamitasba venni. Az ilyen befektetésekre mondjuk
azt, hogy kockazatosak. A kockazat szét a kozgazdasagtanban két eltérs
jelentéssel szoktdk hasznalni.

o A szamvitelben és a kockazatelemzésben kockazatnak nevezziik
annak a lehet8ségét, hogy a befektetésiink eredménye alacsonyabb lesz
az el8zetesen tervezetnél.

@ A pénziigyi matematikdban kockazatnak nevezziik annak a
lehet&ségét, hogy a befektetés eredménye a tervezettdl eltér, tehat
annal alacsonyabb vagy magasabb lesz.

Ahhoz, hogy a kockazatot matematikai eszkdzdkkel tudjuk vizsgalni,
valamilyen médon szamszer(siteni kell a kockazatot.
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Motivaciokeént tekintsiik az alabbi két jatékot:

o Fej vagy iras jaték 1 forintos alapon. A jatékos ara 1 forint, és a
jatékos 1/2 valésziniiséggel 2 forintot, 1/2 valdszinliséggel semmit sem
gyer. Ez a jaték igazsagos, hiszen a £ véletlen nagysagl nyeremény
varhaté értéke egyenld a jaték araval:

E(£)=2-1/2+0-1/2=1.

o Fej vagy iras jaték 1 millié forintos alapon. Ezattal a jatékos ara 1
millié forint, és a jatékos 1/2 valészintiséggel 2 millié forintot, 1/2
valdsziniiséggel semmit sem gyer. Ez a jaték szintén igazsagos, hiszen
az 1 nyeremény varhaté értéke most is egyenls a jaték araval:

E(n) = 2.000.000-1/2 +0-1/2 =1.000.000.

Habar mindkét jaték igazsagos, a masodik jatékba csak kevesen szallnanak
be. Ennek a kockazatkeriil6 magatartas az oka, tehat az, hogy a szubjektiv
értékitéletben a lehetséges 1 millié forintos netté veszteség nagyobb sillyal
esik latba, mint a lehetséges 1 milli6 forintos nett6 nyeremény.
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A kockazatos befektetések elméletében az a kiindulasi pont, hogy egy-egy
befektetés értékelésében nem elég a befektetés jovébeli értékét alapul
venni, hanem a kockazatat is figyelembe kell venni. A pénziigyi
matematikaban ezt a probléemat két formaban szoktak kezelni.

@ A sztochasztikus utilitaselmélet azt mondja, hogy nem a befektetés
jovébeli értékét, hanem a befektetésen keresztiil elért hasznossagot kell
figyelembe venni. Jeldlje & a kockazatos befektetés jovébeli értékét,
és legyen u egy hasznossagi fiiggvény, ami leirja a preferencidinkan.
Ekkor a befektetést értékelhetjiik az elért hasznossag varhaté értékével,
tehdt az E(u(§)) mennyiséggel. Ez egyszerre veszi figyelembe a
befektetés értékének nagysagat, valamint a befektetés kockazatat is.

@ A mean-variance portfoliéanalizis ezzel szemben azt mondja, hogy
a befektetést ne egy, hanem két mutatészammal értékeljik: a
befektetés értékét az E(£) varhato értékkel, a kockazatot pedig a
D() szérassal. Ez utébbi médszernek elénye, hogy kdnnyebben
szamolhaté a kiildnféle portfolick varhaté hozama és kockazata.
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Feladat. Adott egy kdtvény és egy részvény, mindkettének 1000 forint a
jelenlegi ara. A kotvény 10 szazalékos éves hozamot fizet. A részvény értéke
egy év mulva egy valésziniiségi valtoz6, mely a 900, az 1200 és az 1500
értéket veheti fel rendre 0,3, 0,4 illetve 0,3 valésziniiséggel. Ha 1 millié
forintbdl allithatunk ssze egy portfélict, akkor varhatéan mennyit fog érni
ez a portfélié egy év malva? Mennyi a portfélié értékének a szérasa?

Legyen £ és n rendre a részvény és a korvény értéke egy év milva.
Mivel a kdtvény értéke determinisztikus, kapjuk, hogy

P(np=1100)=1,  E(p) =1100, D(n) =0.
A részvény értékének eloszlasa, varhaté értéke és masodik momentuma:
P(¢ =900) =0,3, P(¢ =1200) =0,4, P(§ =1500) = 0,3,
E(£) =900-0,3+1200-0,4 + 1500 - 0,3 = 1200,
E(¢%) = 900%-0,3 + 12002 - 0,4 + 15007 - 0,3 = 1.494.000.

Ebbél a & valtozé varianciaja és szdrasa:

Var(€) = E(€%) — (E(€))* =54.000,  D(€) = 4/ Var(¢) ~ 232.
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Ha a darab részvényt és b darab kotvényt vesziink, akkor a portfolié
jelenlegi értéke:

a-1000 + b - 1000 = 1.000.000, amibél a+ b =1000.

A portfolié értéke egy év malva a& + bn. Mivel a részvény ara fliggetlen
a kotveény értékétél, a portfolié értékének varhaté értéke és szérasa:

E(a + bn) = aE(§) + bE(n) = a- 1200 + b - 1100

= 1200a + 1100(1000 — a) = 100a + 1.100.000,

D?(aé + bn) = a®D?(€) 4+ b’ D?(n) = a* - 54.000 + b - 0 = 54.000a°
D(a¢ + bn) = V/54.000a2 ~ 232a.

Mivel a részvény varhaté értékben 100 forinttal nagyobb hozamot fizet,
mint a kdtvény, 1-gyel ndvelve a részvények szamat a portfolié varhaté
értéke is 100 forinttal né. Ezzel egyiitt viszont a kockazat is n6, méghozza
pontosan ennek az egy részvénynek az extra kockazataval.
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Feladat. Hogyan fektessiik be a pénziinket, ha az a célunk, hogy varhaté
értékben 300 ezer forint hozamot realizaljunk? Mekkora ebben az esetben
a portfoliéi szérasa?

A 300 ezer forint varhaté hozam esetén a portfolié varhaté értéke
1.300.000 forint, vagyis

1.300.000 = E(a& + bn) = 100a + 1.100.000,

amib8l a =3000 és b= —2000. Ez azt jelenti, hogy el kell adnunk
2000 kotvényt, azaz fel kell venniink 2 millié forint hitelt, és a rendelkezésre
allé 3 milli6 forintbél részvényt kell venniink. A portfoli6 jovébeli értékének

a szorasa:
D(a& + bn) = 232a ~ 300.000 .

Tehat a portfolié jov6beli értéké atlagosan 300 ezer forinttal tér el az
1.300.000 forintos varhat6 értéktsl. Atlagosan ennyivel fog a portfolié
tobbet vagy kevesebbet érni, mint a varhaté érték.
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Feladat. Szeretnénk elkeriilni a nagy veszteségeket, ezért gy akarjuk
befektetni a pénziinket, hogy a portfolié értékének a szérasa legfeljebb 100
ezer forint legyen. Mennyi a maximalisan elérheté varhaté hozam ebben az
esetben?

A portfolié jovébeli értékének a szérasa
100.000 > D(a& + bn) = 232a, amibdl a<431.

A hozam varhaté értéke annal nagyobb, minél tébb részvényt vesziink,
tehat az adott korlat mellet a hozam varhatd értéke akkor maximalis, ha
a=431. Tehat 431 részvényt és 1000 — a = 569 kdtvényt kell
vasarolnunk. Ekkor

E(a¢ + bn) = 100a + 1.100.000 = 1.143.100 .
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A pénziigyi matematikaban a részvényeket és a kétvényeket korlatlanul
oszthatdnak tekintjiik, ami azt jelenti, hogy nem csak egész mennyiséget

vasarolhatunk belsliik. Ez nagyban egyszeriisiti a szamolasokat.

Tekintsiik most a kdvetkez6 részvénypiacot. A piacon egy részvénnyel és
egy kotvénnyel lehet kereskedni, és mindkettének egységnyi a jelenlegi ara.
Egységnyi pénzosszeg all a rendelkezésiinkre, ebbgl vehetiink tetszéleges
szami részvényt és kdtvényt. Sziikség esetén hitelt is felvehetiink, ami
kotvényeladast jelent. A kdtvény egy determinisztikus r kamatlab szerint
kamatozik, a részvény értéke pedig egy év milva 1+ ¢, ahola ¢
valdszin(iségi valtozé felfoghaté gy, mint a részvény utan kapott véletlen
nagysagl kamatlab. Ha a portfoliénkat a > 0 darab részvénybél és
b=1—a kotvéenybdl allitjuk dssze, akkor a portfolié értéke egy év mulva:

a(l+ & +b(l+r)=(a+b)+a+br=1+(a+ br).

Tehat egységnyi pénzbefektetéssel a portfolié révén elért hozam nagysaga
aé + br. Ennek a hozamnak a varhat6 értéke:

e:=E(al + br) = aE(§) + bE(r) = aE(&) + (L —a)r=alE(&) —r| +r.
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A korabbiak mintajara a hozam varianciaja és szérasa
D?(a¢ + br) = a®D?(&) + b*D?(r) = a*D?(¢),
d:= D(al + br) = 4/a?D?(&) = aD(¢).
Ebbédl a részvények szama kifejezheté a = d/D(&) alakban. Ha ezt

beirjuk az el6z6 oldal utolsé formulajaba, akkor egy érdekes sszefiiggsét
kapunk az dsszeallithaté portfolidk varhaté hozama és kockazata kdzott:

A grafikon azt az esetet abrazolja, amikor E(§) > r, tehat a részvény
varhaté hozama magasabb, mint a kdtvény garantalt hozama. Ez egy
természetes elvaras a kockazatos részvénybefektetéssel szemben.
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A kapott formula azt fejezi ki, hogy a piacon Osszeallithat6 portfolick
hozamanak d szérdsa és e varhaté értéke kdzott egy linearis kapcsolat
irhat6 fel. Magasabb varhaté hozam csak agy érhetd el, hogy nagyobb
kockazatot vallalunk, tehat nagyobb szérasa portfoliét allitunk ssze. Az
abrazol félegyenesnek két nevezetesebb pontja van:

o Egy kdtvényt vasirolunk: d=0 és e=r.

e Egy részvényt vasarolunk: d = D(§) és e = E(§).
Az el6z6 formulat agy is fel szoktak irni, hogy az e — r mennyiséget
fejezik ki, tehat azt vizsgaljak, hogy mennyi a portfolié hozamanak a
kockazatmentes kotvény hozaman feliili része. Ekkor azt kapjuk, hogy

E©) —r

e—r D(E) d.
Ez a formula azt fejezi ki, hogy d nagysagi kockazatot vallalva mekkora
a kockazatmentes kdtvénybefektetéshez viszonyitott hozamnovekedés
varhat6 értéke. Ezt a hozamnovekedést kockazati felarnak szoktak
nevezik, az (E(§) — r)/D(§) héanyados pedig a market price of risk,
vagyis a kockazat piaci ara.
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Egy adott részvény esetében a kockazat piaci ara azt fejezi ki, hogy a
kockazatvallalasi szintet, (tehat a d széras értékét,) egységnyivel novelve
mekkora varhaté hozamndvekedést torténik. Minél magasabb ez az érték, a
részvény annal jobban jutalmazza azt, hogy hajlandéak kockazatot vallalni,
és ebbe az eszkdzbe fektetjitk a pénziinket. A befektetSk altaldban azokat
a részvényeket preferaljak, melyeknél a market price of risk nagyobb, hiszen
ezeknél azonos kockazatvallalasi szint mellett magasabb a varhaté hozam.

A kockazat piaci ara a valésagban nem hatarozhaté meg pontosan, hiszen
az E(&) varhato érték ésa D(&) széras a valésagban nem ismert. A
kockazat piaci arat becsiilni szoktak kiildnféle objektiv és szubjektiv
tényez6ket figyelembe véve.

A kockazat piaci aranak nem csak a részvényportfolick elméletében van
jelentGsége. Kiilonféle szarmazékos térmékek, példaul bizonyos hataridés és
opcids ligyletek bearazasiban is szoktak alkalmazni.
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A centrélis hatareloszlas-tétel

Azonos eloszlasi valészindiségi valtozék

Ha kett$ vagy tobb valdszinliségi valtozénak azonos az eloszlasfiiggvénye,
akkor azt mondjuk, hogy ezek a valtozék azonos eloszlasiaak.

Tegyiik fel, hogy & és n azonos eloszlasi valtozd, tehat Fc(t) = F,(t)
minden t esetén. Mit allithatunk ekkor a két valtozé6rol?
o Tetszbleges a < b valds szamok esetén

P(a< &< b) = Fe(b) — Fe(a) = Fy(b) — Fy(a) = P(a<n < b).

e Ha ¢ és n folytonos valtozd, akkor f; = Fgl = Fé =f,.
o Ha ¢ és n diszkrét valtozé, akkor

P =a) = F¢ ugrasa a-ban = F,, ugrésa a-ban = P(n=a).

o Mivel a két valtozénak azonos a siir(iségfiiggvénye vagy
valésziniiségeloszlasa, ezért E(&) = E(n) és D(&) = D(n).
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Feladat. Egy kis bankban egy adott napon 200 ember akar pénzt felvenni.
A felvett pénzdsszegek nagysaga fliggetlen és azonos eloszlasa valtozé 50
ezer forint varhaté értékkel és 30 ezer forint szérassal. Hatarozzuk meg a
felvet teljes pénzdsszeg varhato értékét és szérasat. Mennyi annak az
esélye, hogy az ligyfelek legalabb 10,5 millié forintot fognak majd felvenni?

Legyen &1,...,&00 az egyes iigyfelek altal felvett pénzosszegek nagysaga
ezer forintban szamolva. Ezek a valtozoék fiiggetlenek, és mindegyiknek 50
a varhat6 értéke és 30 a szérasa. Ekkor a teljes kifizetés varhatd értéke és
szbérasnégyzete:

E(&+---+&00) = E(&1)+---+E(&200) = 200E(£1) = 10.000 = 10 millig,
D?(& + -+ + &xg0) = D?(&1) + -+ - + D?(£200) = 200D?(&1) = 180.000,

amibdl az Osszeg szérasa D(& + -+ + &200) = V200D (&1) = 424 ezer.
A masodik kérdésre nem tudunk valaszolni, ugyanis ehhez ismerniink
kellene az Gsszegvaltozo eloszlasat vagy siirliségfliggvényét. A feladatot a
kovetkezé tétel alkalmazasaval fogjuk megoldani.
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Centralis hatareloszlas-tétel (CHT)

Legyen &i1,...,&, fliggetlen és azonos eloszlasi valtozé véges szérassal,
és legyen 1 normalis eloszlasa valtozé = nE(&) és o = 4/nD(&)
paraméterrel. Ekkor tetszéleges a < b valds szamok esetén

Pla<é&+ -+&<b)~P(a<n<b),

és a kozelités annal pontosabb, minél nagyobb az n értéke. (A kozelités
n =50 esetén mar j6l alkalmazhaté.)

Ez a tétel nagyon hasonlit a de Moivre—Laplace-tételhez: ismét normalis
eloszlassal kdzelitiink egy valtozét, ezattal a & + - -+ + &, Osszeget. Vegyiik
észre, hogy a normalis eloszlas most is gy lett valasztva, hogy a lehets
legjobban ,hasonlitson” az Gsszegvéltozéra, a normalis eloszlas varhaté
értéke és szérasa azonos az Osszegvaltozé varhaté értékével és szérasaval:

E(G+-+&)=nE@&@)=p & D&+ +&)=nD*(&),
és ez utébbibsl D?(& + -+ + &) = 4/nD(&) = 0.
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Feladat. Egy kis bankban egy adott napon 200 ember akar pénzt felvenni.
A felvett pénzosszegek nagysaga fliggetlen egymastdl 50 ezer forint varhaté
értékkel és 30 ezer forint szérassal. Mennyi annak az esélye, hogy az
igyfelek legalabb 10,5 millié forintot fognak majd felvenni?

Legyen 7 normalis eloszlasa valtozé a kdvetkezs paraméterekkel:
= nE(&1) = 200-50 = 10.000 és o =+/nD(&1) = v/200-30 = 424 .
Ekkor a kérdéses valosziniiség:

P(&1+ -+ + €20 = 10.500) ~ P (1) > 10.500)

n—pu _ 10.500 — 10.000
_p > = P(nos > 1,1
( o 424 (0.1 > 1.18)

=1—P(noy1 <1,18) =1—(1,18) = 1—0,88 = 0,12.

Ebben a szamolasban el8szor a centralis hatarloeszlas-tételt alkalmaztuk, és
attértiink az 7 normalis eloszlast valtozéra, majd standardizalassal
visszavezettik a kérdést a standard normalis eloszlasra,
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Feladat. Adjunk meg egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy az
igyfelek altal felvett teljes pénzosszeg kozelitéleg 99% val6szindiséggel
ebbe az intervallumba esik.

Eldsz6r az 7 valtozdra konstruadlunk meg egy ilyen intervallumot:

—)—n_n—p_(ptc)—p
g = g = g

c c c c c c
P(-5emiser)=o(5)~o(-2)=o(5) - [1-o(7)]
Tehat a kdvetkezs egyenletet kapjuk: 2®(c/o) —1 =0,99, amibdl
®(c/o) = 0,995 c/o =258,  c=2580=258-424 = 1094,

O,99=P(u—c<n<u+c)=P((’u

Tehat a kérdéses intervallum: [ — ¢, n + ¢] = [8.906,11.094].
Ekkor a CHT alkalmazasaval

P(8.906 < & + -+ - + &o00 < 11.094) ~ P(8.906 < n < 11.094) = 99%.

Mivel most n = 200, ezért ez a kdzelités meglehetdsen pontos.
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Kovariancia, korrelacié és linearis regresszio

A korabbiakban mar foglalkoztunk a korrelaciéval, és megismertiik a
fontosabb tulajdonsagait. Ebben az anyagrészben ezeket a tulajdonsagokat
fogjuk jobban kdrbejarni.

Kovariancia és korrelacié

Legyen & és n olyan valésziniiségi valtozé, melynek véges a szérasa.
Ekkor a két valtozé kovarianciaja:

Cov(¢,n) = E([¢ ~ E©)][n— Em)])
A két valtozé korrelacidja avagy korrelacids egyiitthatéja:

Cov(&, )
D(€)D(n)

Ha corr(&,m) =0, akkor azt mondjuk, hogy a két valtozé korrelalatlan.

corr(§,n) =

v
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Valésziniiségi valtozék Kovariancia, korrelacié és linearis regresszié

A kovariancia és a korrelacié fontosabb tulajdonsagai

Legyen & és n olyan valésziniiségi valtozé, melynek véges a szérasa.

O A kovariancia jol definialt fogalom, ami alatt azt értjiik, hogy a
definiciéjaban szerepl6 varhaté érték véges val6s szam.

@ A korrelacids egyiitthaté értéke mindig a [—1,1] intervallumba esik.

© A kovariancia és a korrelacié szimmetrikus a két valtozéban, tehat

Cov(§,n) = Cov(n,§) & corr(§,n) = corr(n,§).

O Egy valtozénak az 6nmagaval vett kovariancidja: Cov(§, &) = Var(§).

© A kovariancia az alabbi formulaval hatarozhaté meg kényelmesen:

Cov(&,n) = E(&n) — E(©)E(n)
Az 5. allitas a varhaté érték elemi tulajdonsagaival bizonyithaté:

Cov(&,m) = E(én — E(€)n — E(m)E + E(§)E(n))
= E({n) — E(§)E(n) — EMm)E(E) + E(§)E(n) = E(&n) — E()E(n)
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Korrelalatlansag és fliggetlenség

Haa £ ésaz n valtozé fiiggetlen, akkor ez a két valtozé korrelalatlan,
tehat corr(§,7) = 0. Ennek az allitasnak a megforditasa mar nem igaz,
tehat a korrelalatlansagbdl altalaban még nem kovetkezik a fiiggetlenség.

Vegyiik észre, hogy a két valtozé pontosan akkor korrelélatlan, ha 0 a
kovarianciajuk. Lattuk, hogy Cov(&,n) = E(&{n) — E(§)E(n). Tehat a
két valtozé pontosan akkor korreldlatlan, ha E(&n) = E(€)E(n).

Megmutathaté, hogy ha ¢ és n fiiggetlen, akkor E(&n) = E(£)E(n),
tehat a két valtozé korrelalatlan. Viszont ez visszafelé nem igaz, ugyanis az
E(&n) = E(§)E(n) egyenléségbdl még nem kovetkezik a fliggetlenség.

Habar a korrelalatlansagbdl nem kévetkezik a fiiggetlenség, a legtobb
gyakorlati alkalmazasban a korrelalatlan valtozék sok szempontbél
kezelhetSek gy, mintha fiiggetlenek lennének. Ez fontos a matematikai
statisztikaban, ugyanis az empirikus adatok alapjan a korrelalatlansagot
konny(i leellendrizni, mig a fliggetlenséget jéval nehezebb.
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A matematikai statisztika egyik fontos teriilete a regresszi6analizis, ahol az
a cél, hogy kapcsolatot keressiink két valdsziniiségi valtozé értékei kozott.
Formalisan, ha adott egy £ ésegy n valtozd, akkor szeretnénk egy
olyan f fliggvényt talalni, hogy 7~ f(§) nagy pontossaggal teljesiiljon.
Ezt agy szoktuk felirni, hogy

n = f(§) + hibatag,
és az a cél, hogy a hibatag a lehetd 200
legkisebb legyen. Lényegében az
torténik, hogy koordinata-rendszerben
abrazoljuk a & n) par lehet-
séges értékeit, és egy olyan fiiggvényt
keresiink, mely jél illeszkedik ezekre az
értékekre. Példaul a jobb oldali dbran 160
emberek testsllya és testmagassiga

van abrazolva, és a legjobban illeszkeds
egyenest keressiik:

180

Height (cm)

40 60 80 100
Weight (kg)
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A legegyszeriibb regressziétipus a lineéris regresszié, amikor a ponthalmazra
egyenest akarunk illeszteni, tehat a fiiggvényt f(x) = ax + b alakban
keressiik. Jeldlje a tovabbiakban & a hibatagot, ami maga véletlen, tehat
egy valészinlségi valtozé. Ekkor a & ésaz n kozdtti kapcsolatot az
alabbi alakban tudjuk felirni:

n=r~f(¢)+e=al+b+e

A ¢ hibatagrél meg szoktunk megkdvetelni, hogy 0 legyen a varhaté
értéke, tehat a kiilonbozé kimenetelekre juté atlagos hiba 0 legyen. A cél
igy meghatdrozniaz a ésa b értéket, hogy a ¢ hibatag kicsi legyen,
tehat az egyenes a lehetd legjobban illeszkedjen a pontokra. Mivel a
hibatagnak 0 a varhaté értéke, a célt Ggy lehet atfogalmazni, hogy ¢

szbrasa legyen minimalis.
A fenti formulabdl a hibatag igy fejezheté ki: e =n—al — b.
Mivel most a hibatag varhaté értéke 0, azt kapjuk, hogy

0=E(c)=E(n) —aE(€) — b,  tehat b= E(n) — aE(€).
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A b érték determinisztikus, ezért fliggetlen a £ ésaz n valtozétdl, és
a szérasa 0. Ekkor a hibatag szérasnégyzete:

D?(e) = D*(n — a§ — b) = D?(n — a€) + D*(=b) = D*(n — a&) + 0

Ez az eredmény tovabbalakithaté a nem fiiggetlen valtozék Gsszegére
vonatkozé szérasformulaval:

D?(e) = D*(n) + (—a)?D*(€) + 2(—a) D(€) D() corr(€, 1)
Amit kaptunk, az az a értéknek egy masodfok fliggvénye, ezt kell
minimalizalnunk. Derivalassal vagy teljes négyzetté alakitassal kijon, hogy a
D?(¢) szérasnégyzet akkor minimalis, ha
_ corr(&,)D()
D(¢) ’

és ebben az esetben a hibatag szérasnégyzete:

D(e) = |1 = cor(¢,n)| D2(m).

(Ezeket a formuldkat nem kell megtanulni, megadom majd &ket, ha ilyen
jellegli feladat lesz a vizsgadolgozatban.)
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Feladat. A Tisza és a Maros vizhozama egy szdmunkra ismeretlen
eloszlast kovet. Azt tudjuk, hogy a Maros torkolata felett a Tisza
vizhozamanak a varhaté értéke 660 m3/s, szérasa 160 m3/s, mig a Maros
vizhozamanak a varhatd értéke 200 m3/s, szérasa 50 m3/s. A vizhozamok
kozotti korrelacios egyiitthaté 0,8. Linearis regressz6 alkalmazasaval adjunk
el6rejelzést a Maros vizhozamara.

Legyen & és n a Tisza illetve a Maros vizhozama torkolat felett. Ekkor
E(&) =660, D(£) =160, E(n) =200, D(n)=750, corr(¢&,n)=0,8.
A cél a Maros vizhozamanak a modellezése az alabbi alakban:

n = a + b + hibatag

Az el6z6 oldalakon kapott formulak alkalmazasaval kapjuk, hogy

o EMDM) oo - () — aE(e) = 35.

D(¢)

Tehat a két vizhozamra az alabbi regressziés modell irhaté fel:

n = 0,25¢ + 35 + hibatag.
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Feladat. Egy adott napok a Tisza vizhozama 800 m3/s. Milyen becslést
adhatunk a Maros vizhozamara?

A regressziés Osszefliggés alkalmazasaval:

n ~ 0,25¢ + 35 = 0,25 - 800 + 35 = 235.

Feladat. Végezziink szérasanalizist, tehat adjuk meg a regresszis
formulaban szerepl6 tagok szérasait.

Most D(y) = 50, D(0,25¢ + b) = 0,25D(¢) = 40, D(35) =0, és
D2 (hibatag) = [1 . corr2(§,n)]D2(n) — [1 - 0,82]502 = 900,
vagyis D(hibatag) = /900 = 30. Vegyiik észre, hogy most
D?(0,25¢) + D?(35) + D?(hibatag) = 1600 + 0 + 900 = 2500 = D?(n).

Tehat az 7 valtozé szérasnégyzete elGall, mint a linearis regressziéban
megjelend tagok szérasnégyzeteinek az dsszege.
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Hogy miért fontos a tagok szérasnégyzete? Magabdl a regressziés egyenes
egyenletébdl nem olvashaté le, hogy mennyire j6 az egyenes illeszkedése,
nem tudjuk, hogy mennyire nagy a hibatag. A hibatag nagysagat a
szérasaval lehet jellemezni, hiszen
@ ha kicsi a széras, akkor a hibatag mindig a varhaté érték kdzelében,
tehat a 0 koriil veszi fel az értékeit;
@ mig ha nagy a széras, akkor a hibatag esetenként lehet nagy abszolat
értékl szam is.
Korabban az alabbi formulat kaptuk a hibatag szérasnégyzetére:

D?(hibatag) = [1 . corr2(£,77)]D2(77).

@ A hibatag szérasa akkor lesz kicsi, ha a corr(§,n7) ~ £1. Ebben az
esetben a hibatag elhanyagolhaté a regressziés modellbédl, és az 7
valtozé j6l becsiilhetd a £ segitségével.

@ A hibatag szérasa akkor lesz nagy, ha corr(¢,n) ~ 0. Ebben az
esetben a hibatag elhanyagolasa nagy mértéki hibat eredményez a
regressziés modellben, tehat az 7 valtozé nem becsiilheté meg jol
csak a £ segitségével: n % af + b.
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A korrelacids egyiitthaté a £ és az n valtozo linearis fliggGségének
iranyat és erGsségét jellemzi, ugyanis:
e Ha ¢ és n fiiggetlen egymastdl, akkor corr(¢,n) = 0.

o Minél kozelebb van a korrelaciés egyiitthaté +1-hez vagy —1-hez,
annal ergssebb a két valtozé kozotti kapcesolat, hiszen annal kisebb
hibaval lehet kdzottiik linearis regressziét végezni.

e Ha corr(§,n) = +1, akkor a hibatag szérasa 0. Ebbgl kovetkezik,
hogy a hibatag 1 valdsziniséggel maga is 0, tehdt n = af + b
valamilyen a, b valés szamokkal.

e Ha corr(§,n) >0, akkor a linearis regressziéban az a egyiitthaté
pozitiv. Ez azt jelenti, hogy a két valtozé kozott pozitiv iranyd
kapcsolat van, tehat £ értékét ndvelve jellemzéen(l) 7 értéke né.

e Ha corr(§,n) <0, akkor az a egyiitthat6 negativ. Ebbél
kovetkezik, hogy a két véltozé kdzott negativ irdnyl kapcsolat van,
tehat & értékét novelve 7 értéke jellemzéen(!) csokken.
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Diszkrét valdszinlségi valtozok egyiittes eloszlasa

Eddig a feladatokban mindig egyszerre csak egy valdsziniiségi valtozé
eloszlasat irtuk fel, de nem vizsgaltuk azt, hogy hogyan lehetne ezeket
egyiittesen kezelni. Mi ezt a kérdéskort csak két diszkrét valésziniiségi
valtozéra fogjuk korbejarni. A definiciék kdnnyen éaltalanosithatéak tobb
valtozdra is, az elmélet nem nehezebb, csak bonyolultabbak a jeldlések.

Diszkrét valdsziniiségi valtozok egyiittes eloszlasa

Legyen & és n diszkrét valdszintiségi valtozé. A két valtozé egyiittes
eloszlasa a kdvetkez§ valdsziniiségek sorozata:

P(&zx,n:y), x€ER,yeR,.

Ebben az esetben a £ ésaz 7 kiilon-kiilon vett eloszlasat marginalis
eloszlasoknak avagy peremeloszlasoknak is szoktuk nevezni.
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Feladat. Adott szabalyos két pénzérme, melyek egyik oldaléra a 0, a masik
oldalara az 1 értéket irjuk. Feldobjuk a két érmét, és legyen ¢ a dobott
szamok Osszege, 71 pedig a dobott szamok szorzata. Hatarozzuk meg a
két valészinliség valtozé egyiittes eloszlasat és a marginalis eloszlasokat.

A két valtoz6 értékkészlete R: = {0,1,2} és R, ={0,1}. Ezazt
jelenti, hogy mindkét valtozé diszkrét, tovabba a (&,n) parnak legfeljebb
6 lehetséges értéke van:  (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,0), (2,1)

A ¢ ésaz n egyiittes eloszlasa:

P(§ =0,n =0) = P(két 0-t dobunk) = 1/4,
P(¢ =1,n=0) = P(egy 0-t és egy 1-est dobunk) = 1/2,
P(§ =2,n =1) = P(két 1-est dobunk) = 1/4.

Mas lehet&ség nem kdvetkezhet be, tehat a (£,7n) péarnak Gsszesen 3
lehetséges értéke van. A kdvetkezd grafikonon tomdr karikaval jeldltiik ezt
a harom lehetséges értékét, és iires karikaval azokat a parokat, melyek elsg
korben lehetséges értéknek tiintek, de kideriilt, hogy nem azok. A jobb
oldali tablazat a valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza.
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! o . Lof1]2]n
1] 0] 0 [1/a]1/4
1/4[1/2] 0 |[3/4

cl1af2)1/4] 1

L
1

NO

X

A viltozék marginalis eloszlasa kdnnyedén megkaphatd, csak Gssze kell adni
a tablazat egyes soraiban illetve oszlopaiban talalhaté valészintiségeket. A
tablazat utolsé soraban és utolsé oszlopaban a & illetve az 1 marginélis
eloszlasa talalhaté.

A marginalis eloszlas meghatarozasa

Az egyiittes eloszlasbél a marginalis eloszlasokat a kovetkezé médon lehet
meghatarozni:

PE=x)= > PE=xn=y), Plh=y)= ) Pl=xn=y).

yGRn X€R§
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Feladat. Hatarozzuk meg a & ésaz 17 valdszinliségi valtozék varhaté
értékét, sz6rasat és a korrelacids egyiitthatéjukat.

A & ésaz n valtozé varhatd értéke:
E(€)=0-1/4+1-1/2+2-1/4=1,  E(p)=0-3/4+1-1/4=0,25.
A masodik momentumok és a valtozok szérasnégyzete:
E(£2) =0%1/4+121/2+221/4 =25, D?(&) = E(¢%)—(E(£))? = 1,5,
E(n?) = 0%2.3/4 4+ 12.1/4 = 0,25, D?(n) = E(n?) — (E(n))? = 0,1875.
Ekkor a két széras

D(¢) = 4/1,5 = 1,225, D(n) = 4/0,1875 = 0,433.

A korrelaciés egyiitthatéhoz el6szor a kovarianciat kell maghatarozni az
alabbi formulaval:

Cov(§,m) = E(&n) — E(§)E(n)
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Emlékezziink ra, hogy egy & diszkrét valtoz6 ésegy h:R — R
fliggvény esetén a h(§) transzformalt valtozé varhaté értéke:

E(h(©) = > h(x)P(& = x)

XER{

Hasonlé megfontolasbél kapjuk, hogy diszkrét valtozok esetén a szorzat

varhaté értéke
EEn= > xyPE=xn=y)
x€Re,yeR,

A mostani példara kapjuk, hogy

E(én) =0-0-1/4+1-0-1/2+2-1-1/4 =05,

Cov(¢,n) = E(¢n) — E(§)E(n) =0,5—-1-0,25 = 0,25.

Ekkor a korrelacids egyiitthaté értéke

corr(&, 1) = [f?gv)(g(?y)) - 1,2227-23,433 =047,

tehat a két valtozoé kozott gyenge pozitiv iranyl fliggdség van.
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Diszkrét valésziniiségi valtozok fliggetlensége

Akkor mondjuk, hogy egy & ésegy n diszkrét valészinliségi valtozé
fliggetlen egymastdl, ha tetszéleges xe€ Re és y e R, értékek esetén

PE=xn=y)=PE=x)P(n=y).

A kovetkezg allitas a fliggetlen események feltételes valdsziniiségére
vonatkozé tételbdl kovetkezik, és azt fogalmazza meg, hogy két diszkrét
valtozé pontosan akkor fiiggetlen, ha a két valtozé nem hat egymaésra.

Diszkrét valésziniiségi valtozok fiiggetlensége

Legyen & és n diszkrét valdsziniiségi valtoz6. Ekkor az aldbbi harom
allitas ekvivalens:

O A két valtozo fiiggetlen egymastol.
Q@ P=x|n=y)=P=x) minden xe R é yeR, esetén.
Q@ Ph=yl|{=x)=P(n=y) minden xeR: é yeR, esetén.

v
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Feladat. Tekintsiik ismér a pénzérmés feladatot. Fiiggetlen egymastdl a &
és az 1 valtozé?

1. Megoldas. Nem, ugyanis nem 0 a korrelacids egyiitthatéjuk.

2. Megoldas. Nem, ugyanis x =0 és y =1 esetén nem teljesiil a
fliggetlenség definicidja:

P=0,n=1)=0#1/4-1/4=P(=0)P(n=1).

Feladat. Adjuk meg & és n egyiittes eloszldsat olyan médon, hogy a
marginalis eloszlask ne maltozzanak, de a két valtozo fiiggetlen legyen.

Mivel £ és n valtozé kiilon-kiilon vett H 0 ‘ 1 ‘ 9
eIoszIa.s.a adott, a két valto"zo csak aklfor T 1/16 | 1/8 | /16| 1/
lehet fiiggetlen, ha az egyiittes eloszlast 0 T3/16 [3/8 [3/16 1 3/a
a kovetkezé formulaval definialjuk: / / / /
PE=xn=y)=PE=xPn=y. [ 1412714 1

A megoldas a mellékelt tablazatban talalhaté. Hazi feladat leellenérizni,
hogy ebben az esetben tényleg O lesz a korrelacids egyiitthaté.

| n
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A nagy szamok torvényei

A félév folyaman véletlen kisérletekkel, valamint az ezekhez kapcsol6dé
eseményekkel és val6szintiségi valtozokkal foglalkoztunk. Az empirikus
tapasztalatok alapjan egy kisérletetet sokszor megismételve mind az
események, mind a valtozék szempontjabél kialakul egyfajta egyensuly:
o Legyen kp(A) az A esemény bekdvetkezési gyakorisaga n
ismétlés utan. Ekkor a relativ gyakorisag konvergal az esemény
valészintiségéhez:  k,(A)/n — P(A), n— .
o Legyenek &1,&,... a & valtozd megfigyelt értékei az ismétlések
soran. Ekkor a megfigyelések atlaga konvergal a varhaté értékhez:

€1+"'+£n_)

- E(), n— .

Ez a két észrevétel tapasztalati tény, a valésag igy miikddik. Jogos a
kérdés, hogy vajon a matematika is igy miikddik-e, tehat be lehet-e
bizonyitani a fenti konvergencidkat matematikai eszkozokkel. A valasz az,
hogy igen, bar a bizonyitasok nehezek, és meghaladjak a félév kereteit.
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A nagy szamok Kolmogorov-féle térvénye (1933)

Legyen &1,&,... fliggetlen és azonos eloszlast valtozé. Ekkor a valtozék
atlagai 1 valdsziniiséggel konvergalnak a k6zds varhato értékhez, tehat

a4 tb g

51), n— .
n

A nagy szamok torvénye azt fejezi ki, hogy ha sok megfigyelésiink van egy
& valtozéra, akkor ezen megfigyelések atlaga kozel lesz a varhaté értékhez.
Ez a tétel motivalta azt, hogy a varhaté értéket ,atlagos értékként”
értelmezziik.

Fontos megjegyezni, hogy a fenti tételben az E({) varhaté érték egyenld
lehet +oo-nel is. Ebben az esetben a valtozé megfigyelt értékei kdzott
nagyon sok nagyon nagy vagy nagyon sk nagyon kicsi érték fordul el§, ami
azt fogja eredményezni, hogy a megfigyelések (& +--- +&,)/n atlaga
elmegy a végtelenbe. Ebben nincsen semmiféle matematikai ellentmondas.
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A nagy szamok Borel-féle torvénye

Tekintsiink egy véletlen kisérletet, és legyen A egy tetsz8leges esemény.
Jeldlje k,(A) az A esemény bekdvetkezési gyakorisagat a kisérlet n
alkalommal valé fiiggetlen megismétlése utan. Ekkor a relativ gyakorisag 1
valészintiséggel konvergal az esemény valészinliségéhez, tehat

kn(A)

— P(A), n— .

A nagy szamok Borel-féle torvénye azt mondja ki, hogy a kisérletet sok
alkalommal megismételve az A esemény bekdvetkezési gyakorisaga
kn(A) = P(A)n, tehat az A esemény a kisérleteknek koriilbelil P(A)
hanyadaban kovetkezik be. Ez azt jelenti, hogy a valészinliség matematikai
definiciéja nincs ellentmondéasban a valészintiség hétkoznapi definicigjaval.
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Bizonyitas. Vezessitk be a &1,&,... valdsziniiségi valtozékat a
kdvetkez8 médon:

£ = 1, ha az i-dik kisérlet alkalmaval az A bekdvetkezik,
’ 0, ha az i-dik kisérlet alkalmaval az A nem kovetkezik be.

Mivel a kisérleteket egymastél fliggetleniil hajtjuk végre, a &1,&, ...
valtozdk fliggetlenek lesznek. Emellett a valtozék azonos eloszlasaak is:

P(&; = 1) = P(az i-dik kisérlet alkalmaval az A bekdvetkezik) = P(A),
P(&i = 0) = P(az i-dik alkalommal A nem kovetkezik be) =1 — P(A).
Ekkor a valtozék kozds varhaté értéke:
E(&)=1-P(E=1)+0-P(¢=10)=P(A).

A nagy szamok Kolmogorov-féle torvényét alkalmazva ebbdl megkapjuk a
bizonyitand¢ allitast:

= SRS E() = PA)
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Alkalmazasok

Szerencsejatékok. A tovabbiakban szerencsejaték alatt azt értjiik, amikor
egy profitorientalt szervezet (kasziné, fogadéiroda, illegalis bukmékerek)
szervezésében olyan nyereményjatékot lehet jatszani, mely soran véletlen
nagysagi nyereményt lehet nyerni. A fontosabb fogalmak:
o A jatékban két fél vesz részt, a kasziné és a jatékos.
o A jatékos egy el6re meghatarozott dijat fizet a jatékért, ez a jaték
ara, jele: c. A jatékos nyereménye egy ¢ valdszinliségi valtozé.
o A kérdés az, hogy milyen ar esetén éri meg az egyes feleknek beszallni
a jatékba. Kérdés tovabba az igazsagos ar is, bar egyel6re még nem
egyértelmi, hogy ez alatt mit is kell érteni.
@ A tovéabbiakban fontos tényez§ lesz, hogy a kasziné és a jatékos
helyzete aszimetrikus. A kasziné sok jatékossal all kapcsolatban, és az
a célja, hogy sok jaték utan termeljen profitot. Ezzel szemben a
jatékos jatszhat sok, de akar kevés jatékot is, és ebben a két esetben
eltérd lesz a jatékos szamara elfogadhaté ar.
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A kaszin6 szempontjabdl a helyzet elég egyszer(, 6t az érdekli, hogy a
jaték ara magasabb legyen, mint az egy jatékra juté atlagos nyeremény.
Mivel a kaszing sok jatékban vesz részt, az atlagos nyeremény a nagy
szamok torvénye miatt nem lesz mas, mint a nyeremény varhaté értéke.
Tehat a kasziné a jaték arazasanal a kovetkezé szabalyt fogja kovetni:

a jaték ara > atlagos nyeremény = E(nyeremény) = E(§)

Amennyiben a jatékos sok jatékot jatszik, akkor szdmara az a fontos, hogy
az atlagos nyeremény magasabb legyen, mint a jaték ara. Tehat a jaték ara
akkor elfogadhaté a jatékos szamara, ha

a jaték ara < atlagos nyeremény = E(nyeremény) = E(§)

A jaték ,igazsagos ara” a ¢ = E({), ugyanis ezen ar mellett varhaté
értékben mindkét fél a pénzénél marad. A fenti gondolatmenetbdl latszik,
hogy egy kaszin6é mindig az igazsagos ar felett adja el a jatékot, mig egy
racionalisan(!) gondolkodé jatékos csak olyan jatékba szallna be, amelynek
az 4ra az igazsagos ar alatt van. Tehat ha csak racionalisan gondolkodé
jatékosok léteznének, akkor nem létezne a szerencsejaték-ipar.
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Feladat. Egy kaszin6 egy olyan jatékot indit, melyben 5% eséllyel 10.000
dollart lehet nyerni, mig a tobbi esetben 0 a nyeremény. Hatarozzuk meg a
jaték igazsagos arat. Milyen aron fogja a kaszind eladni ezt a jatékot?
Most a nyeremény eloszlasa: P(§ = 10.000) = 0,05, P({ =0) = 0,95.
A jaték igazsagos ara a nyeremény varhaté értéke:

E(€) = 10.000 - P(¢ = 100) + 0 - P(€ = 0) = 500

A kasziné csak 500 dollarnal magasabb aron lesz hajlandé eladni ezt a
jatékot, ami a racionéalisan gondolkodé jatékosok szamara nem elfogadhaté

Fontos hangsilyozni, hogy a kasziné mindig sok jatékban gondolkodik,
tehat szamara a nyeremény varhaté értéke az iranyad6. Ezzel szemben a
jatékos oldalardl teljesen mas megkdzelitést kell alkalmaznunk akkor, ha
kevés, mondjuk csak egy jatékot jatszik. Egy jaték esetén nincs jelentGsége
annak, hogy mennyi az 4tlagos nyeremény, csak az a fontos, hogy mik a
lehetséges nyeremények. Egy jaték esetén a racionalisan(!) gondolkodé
jatékos dontését hasznossagi fiiggvényekkel szoktuk matematikailag
modellezni, amit a kovetkez6 feladaton keresztiil mutatjuk be.
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Feladat. Tekintsiik az el6z6 oldalon bevezetett jatékot, és tegyiik fel, hogy
a jatékos az u(x) = 4/x hasznossagi fiiggvényen keresztiil értékeli az
anyagi helyzetét. Mi a jatékos szamara elfogadhaté ar?
A jatékosnak most két fogyasztéi kosar koziil kell valasztania:
o 1. kosar: Nem jatszik, tehat megtartja a jaték ¢ arat. llyen médon
a jatékos u(c) = 4/c hasznossagot ér el.
@ 2. kosar: Jatszik, tehat felaldozza a ¢ Osszeget a £ nagysagl
nyereményért cserébe. Ekkor az elért hasznossag varhatd értéke:

E(u(€)) = +/10.000 - P(¢ = 10.000) ++/0 - P(¢ = 0)
=100-0,05+0-0,95 =5

A jatékos szamara akkor k6zombds a két fogyasztéi kosar, ha egyenls a
hasznossaguk: +/c =5, amib8l ¢ =25. Ha a jaték ara ennél a
kiiszbértéknél magasabb, akkor a jatékosnak nem éri meg felaldozni a
biztos jovedelmet a bizonytalan nyereményért cserébe. Ha a jaték ara 25
dollarnal alacsonyabb, akkor viszont megéri jatszani.
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A jatékos szempontjabdl nagy jelentésége van annak, hogy csak egy jatékra
van lehet8sége, vagy tobbre is. Egy jaték esetén a jatékos altal elfogadhaté
ar (25 dollar) jéval alcsonyabb, mint sok jaték esetén (500 dollar). Ennek a
kockazatkeriilés az oka: a racionalisan gondolkodé egyén preferalja a biztos
jovedelmet a bizonytalannal szemben. De egy dolog kdzds a két esetben:
mivel a kaszin6 a jatékot csak az igazsagos ar felett adja el, ez az ar a
racionalisan gondolkodé jatékos szamara egyik esetben sem elfogadhatd.

A val6sagban a szerencsejaték nagy iizlet, ami azt jelenti, hogy sok a nem
racionalisan gondolkodé jatékos. Mi lehet ennek az oka?
@ Sok jatékos nem csak tisztdn a nyereményért, hanem az élményért, a
szérakozaseért is jatszik.
@ Sokan a reményt vasaroljak meg a jatékkal: tudjak, hogy kicsi a nyerés
esélye, de a nyereménnyel megvaltoztathatjak az életiiket.
@ A hasznossagi fiiggvénynek masmilyen az alakja: bizonyos 6sszeghatar
alatt az egyén értéktelennek tartja a pénzt, és barmire felaldozza.
@ Sokan egyszeriien csak rosszul mérik fel a valésziniiségeket, és
nincsenek tisztdban vele, hogy a szabalyok a jatékos ellen dolgoznak.
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Biztositasmatematika. Egy biztositétarsasag egy veszélykozosségbe
sorolja azokat az iigyfeleket, akik egyforma, vagy hasonlé kockazatnak
vannak kitéve. A veszélykdzdsségek kialakitasanak az a koncepcidja, hogy a
hasonl6é kockazatl biztositottak a befizetett dijak révén fedezzék a sajat
csoportjukat ér8 karokat, tehat a biztositénak erre a célra ne egy masik
veszélykdzosség befizetéseit kelljen hasznalnia. (Példaul a biztosité a
belvizkarokat a mez8gazdasagi karok biztositasi dijaibdl kivanja fedezni, és
nem a lakasbiztositasokboél. Hasonlé veszélykdzdsségeket alkotnak a
kotelezd gépjarmii-feleléségbiztositas esetében a bonus-malus kategériak.)
A biztositétarsasagok a karokat matematikailag agy modellezik, hogy egy
adott biztositott esetében az &t ér6 véletlen nagysagi kar legyen egy ¢
valésziniiségi valtozé. Nyilvanvald, hogy £ >0, és a legtobb biztositott
esetében ¢ =0, hiszen a biztositottak tobbsége nem fog kart elszenvedni.
A kiildnbdz6 biztositottak és a kiilonbdzd biztositastipusok esetében a &
kar eloszlasa nagyon kiilonbdzhet. Egy veszélykozdsséget azon iigyfelek
alkotnak, akiknél a & kar azonos eloszlasii. Feltehetd az is, hogy a
kiilénb6z6 ligyfelek esetében az ket ér6 karok nagysaga fiiggetlen.
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Alapvet8en azt kell észrevenniink, hogy a biztositék miikddése nagyon
hasonlit a kaszinék miikédéséhez:

o Adott egy profitorientalt szervezet (biztositd, kasziné), mely sok
igyféllel (biztositott, jatékos) all szerz6désben.

o Az iigyfelek egy el6re meghatarozott dijat (biztositasi dij, a jaték ara)
fizetnek a szervezetnek, melyért cserébe a szervezet egy véletnek
nagysagi Osszeget (kartértés, nyeremény) fizet az ligyfeleknek.

Természetesen a biztositasok és a szerencsejatékok esetében az, hogy a

biztosité mekkora kartéritést illetve nyereményt fizet az ligyfélnek, eltérs
mechanizmusok szerint alakul ki, de matematikai szempontbdl most csak
az a fontos, hogy az iigyfél kapni fog egy & véletlen nagysagi Osszeget.

A biztositék és a kaszin6k miikodésében a f6 kiilonbség az, hogy a
torvényalkotd szervek az elsét tarsadalmilag hasznosnak, mig a masodikat
karosnak tartjdk. Ennek kdvetkeztében a kétfajta szervezet miikddése
eltér6 médon van szabalyozva, példaul a biztositéknak nagyobb kockazati
tartalékkal kell rendelkezniiik. Ezen eltéréseknek vannak matematikai
kovetkezményei, de ezen kurzus keretei kdzott ezeket mar nem vizsgaljuk.
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Egy biztosité a biztositasi dijat ugyanazzal a gondolatmenettel hatarozza
meg, mint egy kaszind: a dij legyen magassabb, mint az egy lgyfélre juté
atlagos kifizetés. Mivel a biztositéval sok biztositott all szerz8désben, az
atlagos kifizetés a nagy szamok térvénye miatt egyenld a karnagysag
varhat6 értékével. Tehat:

biztositasi dij > atlagos kifizetés = E(karnagysag) = E(&)
Feladat. A munkamhoz sziikségem van egy 10.000 dollaros berendezésre,
ami az elkdvetkezd évben 5% eséllyel javithatatlanul tonkremegy. Szeretnék

biztositast kétni erre az eseményre. Milyen biztositasi dij mellett fog egy
biztosité szerz6dést kotni velem?

A feladatot pontosan ugynigy kell megoldani, mint a szerencsejatékos
példat. A karérték egy olyan £ valésziniiségi valtoz6, aminek az eloszlasa:

P(¢ = 10.000) = 0,05, P(¢ =0) =0,95.
A biztositas ,igazsagos ara” a varhaté karnagysag:
E(£) = 10.000 - P(£ = 100) + 0 - P({ = 0) = 500 dollar
Tehat a biztosité 500 dollarnal nagyobb dsszeget fog majd kérni.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2018/19 &szi félév 246 / 252



A nagy szamok tdrvényei Alkalmazasok

Felmeriil a kérdés, hogy ez az ar megéri-e nekem. Az 5%-os valésziniiség
azt jelenti, hogy ez a karesemény atlagosan 20 évente egyszer kdvetkezik
be. Ha minden évben félreteszek 500 dollart, akkor 20 év alatt meg tudok
sporolni 10.000 dollart, tehat tudok vasarolni egy (ij berendezést. Miért
fizetnék akkor 500 dollarnal tobbet a biztositénak?

Azért vagyok hajland6 500 dollarnal tébbet fizetni, mert kockazatkeriils
vagyok. El akarom keriilni annak a lehet&ségét, hogy a berendezés mar az
elsé évben tonkremegy, és én itt maradok munka nélkil. A biztositasok
esetében az iigyfelek NEM a nagy szamok torvényével értékelik a biztositasi
dijat, ugyanis ennek a megkozelitésnek csak 40-50 év tavlataban lenne
értelme. A biztositottak dontéseit a rovidtavi kockazatkeriilés hatirozza
meg, melyet hasznossagi fiiggvényekkel szoktunk matematikailag
modellezni. A gondolatmenet hasonlé lesz ahhoz, amit a szerencsejatékok
esetében is alkalmaztunk, de lesz majd egy lényeges eltérés, ami miatt
teljesen mas végeredményt fogunk majd kapni.
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Feladat. Az anyagi helyzetemet az u(x) = 4/x hasznossagi fliggvénnyel
értékelem. Mi a szamomra elfogadhaté biztositasi dij?

Legyen c¢ a biztositas dija. Két fogyasztéi kosar koziil kell valasztanom:

o 1. kosar. Megkdtom a biztositast, tehat odaadom a ¢ dijat a
biztositénak. Ebben az esetben év végén garantéaltan 10.000 dollar lesz
a birtokomban: ha nem ér kar, akkor ennyit ér a berendezésem; mig
ha a berendezés tonkremegy, akkor ennek az arat a biztosité kifizeti
nekem. Az elért hasznossag: 1(10.000) = 100.

@ 2. kosar. Nem kotdk biztositast, amikor is két dolog térténhet: nem ér
kar, &s 10.000 4+ ¢ lesz a vagyonom; vagy kar ér, elveszitem a
berendezést, és a megspérolt ¢ biztositasi dij lesz a teljes vagyonom.
Tehat a vagyonom révén elért hasznossag varhaté értéke:

1(10.000 + ¢) - 0,95 + u(c) - 0,05 = 0,954/10.000 + ¢ + 0,05+/c
Racionalisan gondolkodé egyénként én azt az opciét fogom majd preferalni,
amelyiknek nagyobb a hasznossidga. Hatarozzuk meg, hogy milyen ¢
biztositasi dij esetén k6zombds a két fogyasztoi kosar, tehat mikor egyenld
a hasznossaguk.
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A kovetkezs egyenletet kell megoldani:  0,954/10.000 + ¢ + 0,054/c = 100.
Vonjuk ki a 0,054/c tagot mindkét oldalbél, majd emeljiink négyzetre:

0,95%(10.000 + ¢) = (100 — 0,05+/c)?
A négyzetre emelés és az egyenlet rendezése utan azt kapjuk, hogy:
0,9¢c + 104/c — 975 =10
Ebb8l d = 4/c helyettesitéssel egy masodfoka egyenletet kapunk:
0,9d? +10d — 975 = 0

A megoldéképletet alkalmazva a megoldasok:

~10+/102—4-09-(—975) —10+60 {27,8

dho = _
12 2.0,9 18 38,9

Most d = 4/c >0, ezért csak az els6 megoldas johet széba. Azt kapjuk,
hogy d =278, amibsl ¢ = d? = 773.
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Foglaljuk dssze, hogy mit is kaptunk.

o A karérték varhato értéke 500 dollar, tehat a biztosité ennél tobb
pénzt fog majd elkérni a biztositasért.

@ Szamomra a 773 dollar az az &r, amikor a két opcié (kotok biztositast
vagy nem) kézombds. Ha a biztositasi dij ennél magasabb, akkor nem
kotok biztositast.

o Tehat ha a biztositasi dij 500 és 773 dollar kozé esik, akkor mindkét fél
elégedett lesz, megsziiletik a biztositas.

Sok ember sajnos ugy gondolkodik, hogy ha egy iizlet megéri az egyik
szerz6d6 félnek, akkor az biztosan hatranyos a masik félre nézve. Ez a
megkdzelités nem mindig igaz, és ennek az az oka, hogy sok esetben a
szerz8d§ felek mas prerencidk szerint értékelik a megegyezést, és
elképzelhets, hogy az eltérs preferenciak miatt a szerz6dés mindkét félnek
el8nyds lesz. Példaul a biztositasok esetében a biztosité a nagy szamok
torvénye, mig a biztositott az egyéni kockazatkeriilés szempontjabél arazza
be a szerz&dést. Emiatt léteznek olyan arak, melyek mindkét fél szamara

elfogadhat6ak. A szerencsejatékok esetében persze teljesen mas a helyzet...
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A fizikai mérések elmélete. Ha meg kivannunk mérni egy ismeretlen a
fizikai mennyiséget, (példaul a gravitacidés gyorsulast vagy a fény
sebességét,) akkor a mérési hibak miatt sosem kapjuk meg pontosan ennek
a mennyiségnek a pontos értékét, hanem egy ¢ véletlen értéket kapunk.
Lényegében az torténi, hogy az a determinisztikus értékhez hozzaadédik
a véletlen nagysagli mérési hiba. Mérési hiba tdbb tényezébél szarmazhat:

o kiilsé zavaré tényezgk: példaul a fold legkdre vagy a radidallomasok
jele a csillagaszatban;

@ a mérémiiszer hibaja: példaul kisebb hémérsékletvaltozas hatasara;

o leolvasasi hiba: a digitélis kijelz6k mindig csak kerekitett értéket irnak
ki, de egy higanyos h6mérét sem lehet szemmel tékéletesen leolvasni.

Napjainkban a fizika legtobb teriiletén a mérési hibak mar nagyon kicsik,
igy a kérdéses mennyiségek mar egyetlen méréssel is nagy pontossaggal
meghatarozhatéak. (Régen ez természetesen nem volt igy.) Azonban még
mindig van néhany teriilet, (példaul a csillagaszat és a magfizika,) ahol
relative nagy mérési hibakkal dolgoznak. Felmeriil a kérdés, hogy ebben az
esetben hogyan lehet megkapni az ismeretlen a mennyiség pontos értékét.
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A fizikusok ezt a problémat évszazadok 6ta agy oldjak meg, hogy tébb
mérést végeznek el ugyanarra a mennyiségre, és kiatlagoljak az
eredményeket. Tegyiik fel, hogy n darab mérést végeztiink el, és legyen
&1,...,&,  a mérések eredménye. Ekkor a nagy szamok tdrvénye szerint

§i+---+&n
N
n
Azt mondjuk, hogy a mérés torzitatlan, ha E(§) = a, tehat a mérés
eredményének a varhaté értéke egyenls a kérdéses a mennyiséggel.
Ebben elegend&en sok mérést elvégezve az a mennyiség tetszbleges
pontosaggal meghatarozhaté. Ez az az eset, amit a fizikusok szeretnek.

a mért értékek atlaga = E), n— oo.

Ha a mérés torzitott, tehat E(£) # a, akkor a kérdéses a mennyiség
nem hatarozhaté meg atlagolassal. Ebben az esetben az szokott lenni a cél,
hogy a fizikusok meghatarozzak a torzitas mértékét, tehat az E(§) — a
kiilonbséget. Ennek ismeretében az a érték mar kiszamolhaté.

A torzitas mértékét legkdnnyebben a mérémiiszer tesztelésével lehet
meghatarozni. A fizikusok megmérnek olyan mennyiségeket, melyeknek
ismerik az igazi értékét, majd ennek segitségével meghatarozzak, hogy a
mérémiiszer milven mértékli mérési hibat vét.
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