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XaoS

Eloszo az elektronikus valtozathoz

1.

A XaoS fraktdlok szamitdgépes vizsgalatira készitett oktatdi-kutatdi program. 1996-ban készitette Jan Hubicka
cseh kozépiskolds didk. Haszndlatdval a fraktdlok matematikdjdnak szdmos ismérvére fény deriil, még akkor is, ha
a matematika mélységeit nem igazan értjiik.

Ezen dokumentum eredetije szakdolgozatként késziilt a Szegedi Tudomanyegyetemen 2011-ben. Jelenleg olvas-
hat6 formdja a ,,J6 szomszédok a kozos jovoért” (IPA HU-SRB/0901/221/088, 2010-2011) projekt timogatasaval
val6sult meg. Az interneten lapozhaté, HTML alapt formatum a matek.hu tudastarban érhetd el.

Bevezetés

Amikor koriilnéziink a természetben, olyan bonyolultnak 14tsz6 formdkat 1atunk, mint példaul felhdket, hegyeket,
fakat, folyokat. Ezeket nem tudjuk szogekkel vagy korokkel helyettesiteni, nem tudjuk dket a klasszikus euklideszi
geometria eszkozeivel leirni. Mar majdnem harminc éve annak, hogy tért hoditott egy uj filozéfia, Benoit Man-
delbrot filozéfidja, miszerint a felh6k nem gombok, a hegyek nem kiipok, a partvonalak nem korivek, a fakéreg
nem sima és a villim sem terjed egyenes vonalban. Ugy tiinik tehat, hogy az osszetett alakzatok tekintetében uj
kérdések meriiltek fel, vagy ahogy Lichtenberg, német matematikus is leirta: ,,Uj pillantdsokat kell vetniink a régi
lyukakon keresztiil”.

Fraktalokkal elészor a f6iskolai tanulmédnyaim sordn taldlkoztam, annak ellenére, hogy a kozépiskoldban mate-
matika fakultdcidra is jartam. Persze, hisz nem szerepel a fraktdlok témakdre a tananyagban, azonban mégis ez
egy olyan része a matematikdnak, ami a gyerekek, didkok szdmdra is magdval ragad6 lehet. Az tj, nem meg-
szokott, de mégis ismerds alakzatokbdl felépiilé fraktidlok bevezetése j6 témajat szolgaltathatja egy-egy szakkori
vagy jubileumi 6ranak, akar a komplex szamok vagy a geometria témakorén beliil. Manapsag egyre tobb iskoldban
van interaktiv tdbla, amely matematika 6rdn is nagyon hasznos, gondoljunk csak egy fiiggvényabrdzoldsra vagy
akdr csak egy egyszer(i hdromszog megszerkesztésére. Az iskolaigazgatdk is egyre jobban szorgalmazzak az IKT
eszkozok haszndlatdt, valamint a didkok is kozelebb dllnak a szdmitégéphez, mint a papirhoz és a ceruzdhoz. A
XaoS egy olyan program, amellyel szebbnél szebb képeket vardzsolhatunk a monitorunkra és nem mellékesen ko-
zelebb hozza a gyerekeket a matematikdhoz. Segitségével konnyebben foghat6 fel a gyerekek szamara a végtelen
fogalma, hiszen a belenagyitds sordn kisebb és kisebb részek nének nagyobbra, igy kozelednek felénk a szines,
magéaval ragad6 képek.

Dolgozatom témadja is maga ez a nagyszer( fraktilrajzolé szoftver, a XaoS. A program letdltése nem okozott gon-
dot, konnyen hozzaférhet6 az interneten keresztiil, és nem is sok id6t vesz igénybe. Szerencsére 1étezik magyar
nyelv{ véltozat is, igy az angolul nem beszél6 kollégak is tudjak az 6rdikon haszndlni. A szamitégépem nem a
legmodernebb, de teljesen jol, gond nélkiil fut rajta a XaoS. A szoftver nagy elénye, hogy dinamikus, gyors, inter-
aktiv és jol irdnyithat6. Ebbol a szempontbdl pont olyan, mint egy atlagos szamitégépes jaték; csak a billentyiizet
és az egér sziikséges a miikodtetéséhez. A XaoS meniirendszere és almeniije is egyszerti, konnyen kezelhetd. Az
egyes opcidk haszndlatanak eldnyeivel és hatranyaival megismerkedhetiink a kés6bbiekben. A dolgozatomban
helyet kapnak maguk a fraktdlok is, ezek matematikai héttere, a megalkotds eljardsa, valamint ezekkel kapcsola-
tos néhdny elemi feladat. A XaoS haszndlata sordn rengeteg képet készitettem, ezek koziil is szerepel néhany a
munkdmban.

Magat a munkat egy webes feliileten végeztem, amatek . hu/tudastar oldalon. Ez egy Mediawikivel készitett
weblap, igy a szerkesztése is a wikinek megfelel6en miikodott. Mindvégig nagy segitségemre volt az internetrdl
letolthetd cheatsheet (puskalap), amelybdl az alapvetd haszndlati, szerkesztési tippeket néztem ki. Sokszor bon-
gésztem mas wikis lapokat is, és egy-egy szerkesztési médot onnan masoltam ki, és utdna formaztam 4t a sajat
mondanivalémra. Az elkésziilt szécikkeket utdna nagyrészt automatikus exporttal, részben pedig kézzel generaltuk
témavezetdm segitségével IAIEX formava.

A dolgozat 4 részbdl 4ll. A 2. fejezetben a szoftver legfontosabb tulajdonségait, a 3. fejezetben pedig a meniirend-
szert tekintjiik 4t. Ez utébbi fejezet alfejezetei az eredeti wikis rendszerben kiilon szécikkekként jelennek meg. A

4. fejezet egy 6nallé sz6cikkbdl késziilt, mely a fraktalok torténetérdl szol. Az 5. fejezetben pedig, ahol az egyes
alfejezetek eredetileg szintén 6ndll6 szécikkek a wikis rendszerben, a fraktdlok matematikdjaba tekintiink be.

Szakdolgozatom tehat 1ényegében wikis szocikkek Osszessége. A szovegek egymds utdn flizésekor azonban tore-
kedtem arra, hogy munkdm 6ndll6 olvasmanyként is hasznos és hianypétlé dokumentum legyen.


http://www.model.u-szeged.hu
http://matek.hu/tudastar
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2. XaoS

A XaoS (ejtsd: ,.khdosz”) egy ingyenesen letolthetd, gyors interaktiv fraktalrajzold szoftver, mely sok-sok segit-
séget nyujthat a fraktdlok megismerésében. A program haszndlata sordn akdrmennyire rakozelithetiink és eltdvo-
lodhatunk egy adott ponttél, és kozben folyamatosan szemmel is kovethetjiik a valtozasokat, jobban mondva a
véltozatlansdgokat.

A program akkor is konnyen hasznalhat6, ha nem ismerjilk magukat a fraktalokat. A beépitett animacié segitségé-
vel gyorsan €s latvanyos médon ismerkedhetiink meg a fraktilok legalapvetSbb tulajdonsdgaival.

2.1. Jellemzoi

A XaoS legf6bb eldnye, hogy szélesebb koril betekintést nyerhetiink a fraktalok vildgaba azzal, hogy szabadon és
konnyen rakozelithetiink a fraktdlra és el is tdvolodhatunk tdle. Ez a dinamikus vizualizdciés rendszer a legf6bb
fraktaltipusokat tartalmazza, de egyedi képlet beirdsara is van lehet6ség. Az alakzatokat egy-két gombnyomas-
sal hivhatjuk el6, majd pedig kedviink szerint valtoztathatjuk meg a kinézetiiket. Példaul csokkenthetjiik vagy
novelhetjiik az iterdcidk szamat, valtoztathatjuk a szinezési médokat, transzformalhatjuk 6ket, de a szlirdk aktivi-
zalasaval nagyon érdekes képek is elénk tarulhatnak. S6t, az adott alakzat jellemz6 tulajdonsagait, mint példaul a
nevét, aktudlis iterdciok szamat vagy éppen az aktudlis szinezést, meg is jelenithetjiik a képernydn.

A beépitett fraktdlok kozott megtaldlhatjuk a méltan hires Mandelbrot-halmazt, a Newton-féle fraktalt, a Barnsleyt,
de a nevezetes Koch-féle hopelyhet| vagy a Spidront]is.

Gyors, folyamatos miikddés. A XaoS sokban kiilonbozik az ismert fraktdlrajzolé programokt6l. Ebben a
programban csak a kurzort kell a kivant pontra helyezni, lenyomni az egér bal gombjat s maris kozelitiink gyorsan
és dinamikusan a fraktdl belsejébe. Olyan, mintha repiilnénk a fraktal felé. Ha véletleniil tdlhaladtunk a célon,
akkor a jobb egérgombbal konnyen vissza is fordulhatunk. Akér az egész dbrat egyben is elmozdithatjuk.

A XaoS rakozelitd algoritmusa akkor is gyorsan miikodik, ha a szdmitégépiink nem a legmodernebb darab.
Ugyanis a XaoS-t még a 486-osok idejében hoztak 1étre, és azokhoz a gépekhez képest ma mar barmelyiken
jol fut.

Kézzel foghaté tananyag. A XaoS-ban taldlhatunk szdmos filmszerdi oktatGprogramot, amelyekkel nagy-
szer( lehet&ségiink nyilik egy kicsit a fraktalok vildgaba és magdba a programba betekinteni. Rdadasul ugy tehet-
jiikk mindezt, hogy egyszerien a Segitség menii Utmutaték alpontjdbdl a nekiink tetszé cimre kattintunk. Az ott
taldlhat6 elemek némafilmek, de a képek mellett a feliratozds sokat segit abban, hogy egy-egy téméardl képet kap-
junk. Eppen ezért idedlis tananyag egy-egy kiilonleges matematika 6ran vagy szakkoron. Egy olyan széraz témat,
mint példaul a komplex szdmok, vibral6, sokatmondé képek segitségével tarhatjuk a didkok szeme elé.

Ime néhdny cim a filmek koziil:


http://hu.wikipedia.org/wiki/Newton-m%C3%B3dszer
http://hu.wikipedia.org/wiki/Koch-g%C3%B6rbe
http://www.spidron.hu/main.html
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Bevezetés a fraktilok vildgidba

Tippek és triikkok

A fraktalok matematikdja

e A XaoS tovabbi fraktaltipusai

24 beépitett fraktalképlet.

A Sierpinski hdromszog egy kicsit mdsképp

A Kklasszikus fraktdloktdl kezdve, mint példdul a Mandelbrot-halmaz vagy a Sierpinski-hdromszog, a kevésbé
ismert macskaszemig 24 fraktalt tudunk el6hivni a XaoS-bdl. Azonban a tobbi funkcié segitségével szinte végtelen
a képeknek a szdma, melyeket 1étre tudunk hozni beldliik.

Barmely képletet alkalmazzuk, két médban tudjuk a képeket megjeleniteni: Mandelbrot- és Julia-médban. Ennek
segitségével teljes mértékben megvizsgalhatjuk a kapcsolatot a megfeleld két halmaz kiilonbo6z6 részei kozott.
Rdaddsul a képeinket 6 kiilonboz6 sikra helyezhetjiik, igy aztdn tényleg nincsen se szeri se szdma az elShivott,
megrajzolt fraktdlképeknek. Ha mindez még mindig nem lenne elég, barkinek lehet&sége van sajdt képlet megal-
kotéséra is.

Utolagos valtoztatasok és sziirok. Ha még tobb valtozatossdgra vagy kiilonlegesebb latvanyra vagyunk,
akkor aktivizaljuk a sziir6k funkciét. Ezeket elég bekapcsolni a kép elkésziilte utdn is, nem kell elére kitaldlni,
hogy melyiket és mikor szeretnénk haszndlni.

Néhany példa az utélagosan bekapcsolhat6 sziirék koziil:

e cdge detection, azaz a ,,szélek” megrajzoldsa
e csillagmezd hatés

e dombormi hatas

30 féle szinezési opcid. Algoritmusok széles valasztéka 4ll rendelkezésre a fraktdlok szinezésére. 10 kiilsG
szinezési madd, 10 belsd szinezési méd és még 10 true-color szinezési moéd is rendelkezésre 4ll. Kozottiik vannak
hagyomdnyos szinezési metddusok (iterations, biomorphs, binary decomposition) és olyanok is, amelyek csak a
XaoS-ra jellemz&ek.

Haromféleképpen hozhatunk 1étre véletlenszert szinpalettdkat is, és ha ezek nagyon megtetszenek, barmikor eld
is hivhatjuk &ket a Paletta menii 3. meniipontjaval.

Szinek szempontjabdl a XaoS-ban megtaldlhaté a 256 szinii paletta, a hi-color, a true-color és a fekete-fehér paletta
is.

Mentés, megnyitas, megosztas. A XaoS-ban elkésziilt dbrdkat tobbféleképpen lehet elmenteni:

e PNG formatumban sajat hasznalatra.

o A fraktal jelenlegi adllapotdnak mentése az Gsszes tulajdonsagaval egyiitt, mint példaul elhelyezkedés, szin-
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paletta, sz{ir. Ezt a fajlt bArmikor meg lehet nyitni, hogy djra megcsodélhassuk.

e Fel is lehet venni a fraktdlokat egymas utdn, ezekbdl kis filmek készithetSk. Hasznos lehet sajat tananyag
készitésekor, vagy bemutatokhoz. Ezeket szoveg formatumban lehet elmenteni, amely szovegszerkesztovel
véltoztathatd.

o PNG féjlok sorozatabdl film készithetd az ffmpeg, mencoder, vagy mds filmkészit6 programok segitségével.


http://hu.wikipedia.org/wiki/Sierpinski-h%C3%A1romsz%C3%B6g
http://www.ffmpeg.org/
http://en.wikipedia.org/wiki/MEncoder
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Részletes dokumentacio. A XaoS-ban elérhet§ egy beépitett segitség, ami igen részletes és szertedgazd
leirast ad a sok-sok, a programban taldlhaté opciérdl. Ehhez az angol nyelvtudas nélkiilozhetetlen, ugyanis mind-
egyik angol nyelven szerepel.

A fejleszték névjegye is megtaldlhatd, igy ha esetleg valaki kedvet érez hozzd, akkor akdr segithet is a program
fejlesztésében.

Ezeken kiviil tobb mint 50 mintapélda tolthetd be a programban.

Tobbnyelvil. Szerencsére a XaoS meniije, parbeszédpanelei és oktatéfilmjei is miikodnek mar magyar nyelven
az angol, francia, cseh, német, spanyol és a roman mellett.

Technikai informaciok. A XaoS szdmos operdcids rendszeren j6l miikodik, mint példdul a Microsoft Win-
dowson, Mac OS X-on, Linuxon, és mas Unix-féle rendszeren is. Régebbi verzidk is 1éteznek akar DOS-ra, BeOS-
re.

Egyéb jellemzok.

2.2. Hasznalata
A szoftver haszndlata igen egyszer(, a szamitogépen és tartozékain (egér, billentyiizet) kiviil semmilyen mds esz-

koz nem sziikséges hozza.

Egérrel.

A bal egérgomb megnyomasaval kozelebb keriilhetiink a kivant ponthoz, beljebb juthatunk a fraktdlba. Ennek
ellentétes miivelete a jobb egérgomb lenyomdsaval torténhet meg, ekkor tdvolodhatunk el a fraktdlunkt6l. Ha
mindkét gombot egyiitt nyomjuk meg, vagy egyszerf(ibben az egeriink k6zéps6 gombjat nyomva tartjuk, a fraktal
egészét is elmozgathatjuk a kivant irdnyba.

Billentyiizettel.

Bizonyos meniipontok egyszertibben eldhivhatdk billentytik megnyomaséval. Igy valtoztathatjuk meg egy kicsit a
képernydn latott fraktalt, de egy-egy 1€pést vissza is vonhatunk.

A kovetkez8kben lathatjuk, hogy egyes billenty{ik mire szolgdlnak a XaoS-ban (iigyelni kell a kis- és nagybetiikre,
vagyis a nagybetiis funkcidkhoz a Shiftet is nyomva kell tartani!):

e 0-9, A-O: beépitett fraktalok
e u: mégse, az elvégzett miivelet visszavondsa
e f: belsS szinezési mod

c: kiilsd szinezési méd

e i:sik
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m: Mandelbrot-maéd

j: Gyors Julia-mo6d

e b: perturbécié

e k: periodicités vizsgalata
e 0: forgatds

e a: robotpildta

e v: VI méd

e 1:szamitds

o 7: megszakitas

[ ]
[¢]

: grafikai triikkok, sziir6k

e /: részletes informdcid a fraktalrol

e 1: a nagyitds mélysége

e h: help vagy segitség, sigd megjelenitése

e balra, jobbra billenty(: iterdciok szamanak véltoztatdsa

o fel, le billentyt: a kozelités, tavolitas sebességének novelése ill. csokkentése

d: alapértelmezett szinek visszadllitdsa

1: alapértelmezett nézet visszadllitasa

s: F4jl menii el6hivasa

q: kilépés

Menlisora.

Fél Szerkesztés Fraktdl Szamitds Solrdk  Kezddfelliet Egyéb  Segiség

A program meniirendszere is a hétkdznapi ember szdmadra frédott, a meniisor a fels6 sorban, a kép felett helyezke-
dik el.

Az egér segitségével kattingathatunk a mentipontok kozott: Féjl, Szerkesztés, Fraktal, Szamitas, Sztirok, Kezeld-
feliilet és Segitség.

2.3. Elérhetosége

Eredetileg Thomas Marsh and Jan Hubickal irta ezt a programot a *90-es évek kozepén, de manapsdg Kovacs
Zoltan és J.B. Langston tartja karban. Rajtuk kiviil legaldbb mar |30 programozd|is hozz4jdrult a fejlesztéshez.
Azonban barki, aki szintén kedvet érez hozz4, bekapcsolddhat a munkéaba.

A XaoS a GNU kozosség tulajdonaban 4ll6 szabad szoftver, barki szdmara elérhet6 és hasznédlhatd. A program a
http://xaos.sf.net cimrdl letolthetd.


http://www.ucw.cz/~hubicka/
http://wmi.math.u-szeged.hu/~kovzol/magyar.php
http://wmi.math.u-szeged.hu/~kovzol/magyar.php
http://wmi.math.u-szeged.hu/~kovzol/XaoS/doc/authors.html#body
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3. Menurendszer

3.1. A Fajl menu
3.1.1. Megnyitas

Itt érhetd el az a sok mintapélda, melyet a programmal egyiitt tolthetiink le sajat szdmitdgépiinkre. Ezek mind .xpf
kiterjesztéssel rendelkeznek, amelyek csak a XaoS-ban haszndlhatdk, itt nyithatéak meg. (Ezek a fajlok voltakép-
pen szovegfajlok. A vallalkozé kedvii, halad6 ismeretekkel rendelkezé felhaszndlok pl. a Jegyzettomb segitségével
is szerkeszthetik Gket.)

3.1.2. Mentés

Itt arra ad lehet&séget a program, hogy a fraktdl pillanatnyi allapotat elmenthessiik a programmal egyiitt letolthetd
a példak (examples) nevii konyvtarba (Linux rendszereken az aktudlis konyvtarba). Az elmentett kép .xpf kiter-
jesztésti lesz, amelyet csak a XaoS-ban tudunk haszndlni. Ez a f4jl utdna konnyen kezelhetS, barmikor el6hivhat6
és jo alapja lehet barmely animécidnak is.

3.1.3. Felvétel/Visszajatszas

Itt van lehet&ség animacié rogzitésére és lejatszasara.

3.1.4. Kép mentése

A pillanatnyi allapotot menthetjiik el itt egy képfajlba. Ez a fijl PNG formatumu lesz, ami tobbféle médon is
hasznalhat6, akar grafikai vagy akar webes programban is.

3.1.5. Egy mintapélda betéltése

Ezt az opcidt hasznélva a XaoS éltal tarolt példakbol véletlenszerien jelenithetiink meg egyet a képerny6n.

3.1.6. Beadllitasok mentése

3.1.7. Kilépés

3.2. Szerkesztés meni

Ebben a meniipontban a legegyszeriibb valtoztatdsokra van lehetség. Ezek a kovetkezok:

3.2.1. Mégse (u gomb)

Az utols6 elvégzett valtoztatds visszavondsa.

3.2.2. Mégis

A visszavont utasitds jra végrehajtasa.

3.2.3. Masol

A képerny6 jelenlegi dllapotanak vagdlapra helyezése.

3.2.4. Beilleszt

A véagolapra helyezett informdcié el6hivasa.
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3.3. A Fraktal meni

3.3.1. Belso szinezési mod

A Mandelbrot-halmaz egy true-color belsd szinezési modban rdakozelitéssel

Altalaban a fraktalok belseje egy szinnel van kiszinezve, igy jol kirajzolédnak a hataraik. Azonban a XaoS kital4l6i
arra is gondoltak a program fejlesztése sordn, hogy egy-egy fraktal ne csak egy megjelenitésben szerepeljen,
hanem érdekesebb és szebb dbrakkal is szembesiilhessiink a fraktdlok vizsgdlata sordn. Ebben a meniipontban
azt valaszthatjuk meg, hogy milyen szabdly szerint legyen kiszinezve a fraktal belseje a pélya utolsé pontjanak
koordinatija alapjan. 10 beépitett méd koziil valogathatunk, lassuk a négy legfontosabbat:

0: a belsé szin fekete, ez az alapbedllitas

e zmag (z nagysag): a palya utolsé pontjanak abszolut értéke alapjan szinezziik a teriiletet

e Decomposition-like: dekompozici6 szerint torténik a szinezés

real/image: a palya utolsé pontjanak valés és képzetes részének hanyadosa alapjan szinezi a fraktalt

A tobbi szinezési mdd egy része véletlenszerlien alkalmazza a szineket, masik részében egyéb programokbdl atvett
képletek alapjan.

Erdemes bekapcsolni a true-color szinezési médot, ahol tobb szint hasznal a program, st gydnyori szindtmenete-
ket is alkalmaz.

Galéria.



10

Fekete-Nagy A., Kovdcs Z.




XaoS 11

3.3.2. Kiilso szinezési mod

A Mandelbrot-halmaz egy true-color kiilsd szinezési modban rdakozelitéssel

A fraktalok kiilsé szinezése is tobbfajta lehet az egysziniitl a négyzetmintasig. Ezek szintén arra szolgélnak,
hogy szebbé vardzsoljuk a képet, amit a monitoron figyeliink. 10 beépitett mdd koziil valaszthatunk, amellyel

sz

meghatdrozhatjuk a hatdron 1év6 szineket:

e iter: ez az alapbedllitds. A szineket a program az iterdcidk szamdnak megfelel6en rendeli hozz4 az alak-
zathoz; annyi szint lathatunk a fraktdl koriil, amennyire az iterdcidk szdmat allitjuk a Szdmitds meniipont
alatt.

A kovetkezSkben lathatjuk a tobbi hozzarendelési mddot:

e iter+real: a plya utols6 pontjdnak valds részét hozzdadjuk az iterdcidk szamahoz
e iter+image: a palya utolsé pontjanak képzetes részét hozzaadjuk az iteraciok szamahoz

e iter+real/image: a palya utols6 pontjdnak a valds és képzetes részének hdnyadosat adjuk hozza az iterdcidk
szdmahoz

e iter+real+image+real/image: a palya utolsé pontjanak valds részét, képzetes részét és ezeknek a hanyadosat
adjuk hozz4 az iterdcidk szdmahoz

e binary decomposition: a kettes szaimrendszer szerint torténik az Gjraszinezés
e biomorphs: é16lényekre emlékeztetd képeket kapunk

e potential

e color decomposition

e smooth

Itt is van a true-color méd bekapcsoldsara lehet6ség, amellyel djabb 14 szinvaltozatot kaphatunk.

Galéria.
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3.3.3. Sik

A XaoS-ban minden fraktdl komplex paraméterekkel rendelkezik, igy természetesen a komplex sikon dbrazoljuk
oket, ahol az x-tengelyen a valds részt, az y-tengelyen a képzetes részt dbrazoljuk. 7 kiillonboz6 sikon torténd
abrazolasbdl valaszthat a program haszndléja:

e mu: komplex sik, ez az alapbeillitas

e |/mu: ,forditott komplex sik” — a végtelen a 0-ndl van, a 0 a végtelennél

1/(mu+0.25): az el6z6hoz hasonl6 sik, csak a kozepe a Mandelbrot-halmazon kiviilre esik, ezért paraboli-
kusnak latszik

lambda, 1/lambda, 1/lambda-1: lambda sik, a forditottja és a forditottja masik kozépponttal

1/(mu-1.40115): a Mandelbrot-halmazt a legérdekesebb ebben a médban megjeleniteni, a kisebb részeket
kinagyitja, igy még jobban beleldthatunk a halmaz részeibe
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Galéria.

A Mandelbrot-halmaz a komplex (mu) sikban az 1/mu sikban

az 1/(mu+0.25) sikban a lambda sikban

az I/lambda sikban az I/lambda-1 sikban

az 1/(mu-1.40115) sikban az 1/(mu-1.40115) sikban eltdvolodva

3.3.4. Paletta

7 2

Ha ezt a funkciét j6l akarjuk hasznalni, mindenekel6tt be kell kapcsolni a Sz{irdk koziil a paletta emulacids sziirét.
A 1ényege ennek a médnak az, hogy az alapbedllitdson kiviil nagyobb szinpalettabdl valaszthatunk. Ime a vélaszt-
haté opcidk:

o Alapértelmezett szinek visszadllitdsa (d gomb)
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e Véletlen szinek (p gomb): A XaoS automatikusan vélaszt egy szin-generacids algoritmust és elkésziti a
palettat.

e Felhaszndloi szinek: itt maga a felhaszndl6 tudja bedllitani a szineket annak segitségével, hogy beirja az
algoritmusok szdmat, a mag nagysagat és az eltolds mértékét.

e Szinforgatds (y gomb): Ez az opcid egy régi, egyszer, de jol bevilt eszkoz a fraktdlok életre keltésére. A
Mandelbrot-halmaz kifejezetten szép a funkcié haszndlata soran. True-color médban is jol mikodik ha a
Paletta emulacids filter be van kapcsolva.

e Szinforgatds visszafelé (Y gomb)

o Szinforgatds sebessége: itt magadhatjuk az egy masodpercnyi szinvéltdsok szdmat. Ide negativ szdmot is
beirhatunk, ekkor ellenkezé irdnyban torténik a forgatas.

e Szinpaletta eltoldsa: a +/- gombokkal lehet manuédlisan, finoman, szemet kdprdztatéan atvaltoztatni a frak-
talok szinezéseit.

3.3.5. Mandelbrot-mod

Ezzel a funkciéval a Mandelbrot- illetve a neki megfeleld Julia-halmazok kozo6tt vandorolhatunk. Azonban az
atvaltasnal koriiltekintének kell lenniink, ugyanis ha a Julia-mddra akarunk attérni, olyan pontot kell valasztanunk
az 4j fraktdl magjanak, ami az eredeti fraktal pontja volt.

Ezt a funkcidt is, gy mint a legtobbet, kétféleképpen érhetjiik el: a meniibdl illetve a billentyiizettel. Ebben az
esetben érdemesebb az m billenty(it haszndlni, hiszen ekkor a magot automatikusan kiszdmolja a szoftver annak
alapjan, ahol éppen a kurzor 4ll. Ha viszont a meniibdl érjiik el a parancsot, akkor ott nekiink kell kikalkuldlni a
Julia-halmaz magjat.

A legjobb képeket akkor kapjuk, ha magnak példaul a Mandelbrot-halmaz hataran elhelyezkedd pontokat t(izziik
ki; a tobbi pont esetén elég unalmas fraktdlt generdl a program. Egyszer(sithetjiik a folyamatot, ha a gyors Julia-
médot bekapcsoljuk (j billentyti). Ekkor egy kis ablakban azonnal megjelenik az 4j fraktal.

Nem minden fraktdlnak van Julia-halmaz parja, de a XaoS-ban szerepl$ algoritmus majdnem mindegyiknek tud
generdlni, tehét létrejohetnek hamis Julia-halmazok is.

3.3.6. Perturbacio

Ez egy olyan egyszerii triikk, mellyel megviltoztathatjuk a palya kezdpontjat. Altaldban a 0-nél van a kezdGpont,
de mads értékek beirdsdval kiilonleges képeket kaphatunk.

Ezeknek a mas értékeknek a megaddsdhoz csak rd kell kattintanunk a perturbacié parancsra, és ott az altalunk
kivélasztott komplex szdmot beirni. Ezzel hatdrozzuk meg a perturbaciét. Ha viszont kikapcsoljuk a parancsot, az
érték azonnal visszadll a z€rd értékre.

Ez a funkcié ugy jellemzi az adott komplex szamot, hogy azt egy pontként megjeleniti a képernyénkon. Ha nem
a meniibdl adjuk a parancsot, hanem a billenty{izetrdl, akkor a kurzor pillanatnyi helyét vesz az adott pontnak, és
arra hajtja végre a perturbdciot. Kénnyen vissza is tudjuk alakitani a képet: a b gomb tjra megnyomadsdval a zér6
helyzetbe keriiliink.

A perturbici6 csak bizonyos képletekre miikédik (pl. Mandelbrot-halmaz) és csak Mandelbrot-médban.

3.3.7. Nézet

Itt lehet azt bedllitani, hogy éppen hogyan élljon a fraktal a képernydn. Akkor hasznalhat6 ez nagyon jol, ha esetleg
valahol (pl. az interneten) taldlkoztunk bizonyos koordindtdkkal egy fraktdllal kapcsolatosan, és ezen funkci6
segitségével most meg is tudjuk jeleniteni a képet magunk el6tt.

A parbeszédpanelben harom adatot lehet bedllitani a fraktalrol: kozéppont, sugdr, sz0g.

A kozéppont meghatdrozza azt a pontot, ami a képernyG kozepére essen.

A sugar a el6bbi pont koriili kor sugarat jelenti. Ha til nagy lenne a megadott mérték a XaoS automatikusan ugy
allitja be az adatot, hogy lathat6 legyen a képernydn.

A szog megadja a kép elforgatdsanak mértékét fokban.
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3.3.8. Alapértékek visszaallitasa

A meniipont neve magaért besz€l, ezzel vissza tudjuk allitani a fraktdl gyari bedllitasait. Ez akkor jelenthet sza-
munkra nagy segitséget, ha mar til messzire jutottunk az eredeti allapottdl vagy esetleg elolrdl akarunk kezdeni
mindent.

Masfeldl az animaciok elStt érdemes ezt a parancsot els6ként haszndlni, hogy a késébbiekben mindig ugyanolyan
hatast érjlink el veliik, mint amilyet akartunk a készitéskor.

3.4. A Szamitas meni
3.4.1. Egyszeri talalgatas

A megjelenitett fraktalt téglalapokra bontva vizsgélja a program. Ha egy-egy téglalap 0sszes csicsa ugyanolyan
szinfi, akkor a téglalap szinezése egységes, €s a belsd pontokra nem kell tovabb szamitdsokat végezni, azoknak
a szine is ezzel meghatdrozott. Ez az optimalizdlds sok szdmitdst kikeriil, azonban néha hibat is okozhat. Az
alapbedllitds a 3x3 téglalap, de ki is kapcsolhatjuk ezt az opci6t.

3.4.2. Dinamikus felbontas

A XaoS a szadmitdsok sordn automatikusan lecsokkenti a kép felbontasat, hogy a masodpercenkénti magas kép-
kockaszamot megtartsa, de ha tobb id6 van a kalkuldldsra, akkor megnéveli azt. Eredetileg az animécidk sordn van
ez a funkci6 bekapcsolva, de vélasztani lehet, hogy uj képeknél is aktivdlva legyen, vagy akdr teljesen ki is lehet
iktatni.

3.4.3. Periodicitas vizsgalata

Ennek az opcidnak a bekapcsoldsaval felgyorsithatjuk a szamitast, gyorsabban rajzolédik meg a fraktil. Ahhoz,
hogy a program biztonsdgosan kiszdmithassa, hogy egy bizonyos pont a halmazhoz tartoz6 vagy nem, elég nagy
iterdcidval kell dolgozni.

3.4.4. Iteraciok

A Mandelbrot-halmaz megalkotdsandl mar lathattuk, hogy egy fraktdl megrajzoldsandl a palya minden pontjat
megvizsgélva jon 1étre maga az alakzat. Ha az éppen vizsgalt ponttal a sorozat a végtelenbe tart, akkor az a pont
nem része a halmaznak, kiviil van rajta; egyébként pedig a halmazban van. A pontos szdmitdsok elvégzéséhez
sziikség lenne a palya egész hosszara, ami viszont végtelen hosszu, igy tulajdonképpen sosem lehet teljes pontos-
sdggal szamolni. Az alapbeallitas szerint a XaoS 170 helyen (iterdciéval) szamol és tovabb nem. Ha a pont még
mindig a kilépési értéken beliil van, akkor azt a halmaz pontjanak nyilvanitja.

A Mandelbrot-halmaz 500 iterdcioval

Feladat: Kozelitsiink r4 egy pontra! Erdemes olyan pontot valasztani, ami kozel van a halmaz hatdrdhoz. Ha
rakozelitettiink, €s a megjelenitett kép mar tdl unalmassa valt, csak noveljiikk meg az iteracidk szamat! Ezzel tjra
érdekes kép tarul elénk, és folytathatjuk a vizsgalédasunkat.
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3.4.5. Kilépési érték

A pdlyédnak azon pontjait vizsgaljuk, melyek elég tdvol vannak a komplex nulla pontt6l az adott iterdcidban. A
kilépés ezeknek a pontoknak az értéke lesz. Ha egy pont elég tdvol van, az iteridcié azonnal megéll és a kezdSpont
megjelenik a képerny6n. Ennek szine a fraktal tipusatol és a beallitasoktdl fiigg.

A Mandelbrot-halmaz kilépési értéke 4. A tobbi fraktal is dltaldban ugyanezzel a kilépési értékkel rendelkezik, bar
ha ezt megvaltoztatjuk, akkor is nagyjabdl ugyanolyan képet kapunk a legtobb fraktal esetében. Pl. a mdsodrendil
Mandelbrot halmaznal bebizonyithat6, hogy a |z,|(z, = 2z2_; + ¢) sorozat pontosan akkor tart végtelenhez,
ha |z,| > 2 valamely n-re. A XaoS programban a kilépési érték ennek a 2-nek a négyzete (azaz 4), vagyis
barmennyire is noveljiik ezt az értéket, az eredmények nagyon hasonldk lesznek.

A XaoS mindegyik beépitett fraktalra a 4 alapbeallitasu kilépési értéket hasznalja.

3.4.6. Gyors Julia-méd

Ez a funkcié6 arra nyujt egy gyors megoldast, hogy megtekinthessiik a leend$ Julia-halmazunk képét a képerny6
jobb sarkéban kicsiben. igy ellenérizni tudjuk, hogy biztosan j6 pontot vélasztunk-e magnak, biztosan érdekes ké-
pet, halmazt kapunk. Ha nem tetszik a megjelend kép, csak a kurzort kell masik pontra helyezni, vagy a bal gombot
lenyomva tartva ide-ode mozgatni, és mdris lathatjuk az dj Julia-halmazunkat. Mindezt nagyon gordiilékenyen és
gyorsan végezhetjiik el, végig szemmel kovethetjiik a halmazunk véltozdsait. Azonban itt a szamitdsok nem telje-
sen pontosak, de ebben a mdédban az elénézeti képeknek van a legfontosabb szerepe. Ha megvan a keresett pont,
akkor kell atlapcsolni a Mandelbrot-m6dbél a Julia-médba.

3.4.7. Forgatas

A XaoS barmely szogi forgatast engedélyez. Ha a szog értékét megvaltoztatjuk (ezt a Fraktdl menii Nézet alpont-
jéban tehetjiilk meg a konkrét sz6g megadasaval), akkor az egész képet djragenerdlja a program. Ha bekapcsoljuk
a folyamatos forgatast, akkor simdn, szinte észrevétleniil valtozik a kép.

A felhasznaléi feliilet két forgatasi médot engedélyez:

e folyamatos forgatds: az éramutato jardsdval megegyezd irdnyban forog magatdl, de a jobbra, balra gombbal
konnyen véltoztathatjuk a forgatds sebességét illetve irdnyat is

o forgatds egérrel: a bal egérgomb lenyomdsdval hajthatjuk végre a forgatdst barmely irdnyba
Arra is ad lehet6séget a program, hogy a forgatasi sebességet manudlisan bedllitsuk: azt kell megadni, hogy ma-

sodpercenként hany fokkal forgasson a XaoS. Ide negativ szdmot is irhatunk, igy az éramutato jarasaval ellenkezd
irdnyban forog majd a fraktdlunk.
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3.5. A Sziirok meni
3.5.1. Edge detection (szélfelismereés)

Aktivalasaval megjelenithetjiik a fraktalt hatarol6 vonalakat. Tobb jelenik meg egyszerre, amelyek egyre kozelebb
és kozelebb helyezkednek el, egyre finomabban simulnak a fraktalhoz.

Ebbdl a sztir6bdl két valtozatot tartalmaz a program. Az els6 szélfelderitd vastagabb vonalakat haszndl, igy ezt
nagyobb felbontasndl érdemes hasznalni. Ennek a testvére az edge detection 2, amellyel vékony hatarvonalakat
jelenithetiink meg, ez a kozeli képeknél nagyon j6l alkalmazhat6.

3.5.2. Starfield (csillagmezo)

Apr6 csillagpontok véletlenszerien torténd elhelyezkedése, stirliségiik az iteraciok szdmatol fiigg. Igazi gala-

xisszerl képeket kaphatunk bizonyos spirdl szerkezetl fraktalokbdl a szlir6 bekapcsoldsaval. A zoomolas folya-
man tlizijatékszerd latvany tarul elénk, mindenféleképp érdemes kiprébalni.

3.5.3. Interlace filter

Ennek bekapcsoldsdval a szamitasok felgyorsithatok, igy nagyobb felbontasndl az elmos6das-hatdashoz hasonld
képet kapunk. Aktivilasaval a kép vizszintes felbontdsa megfelezddik, igy egy-egy megjelenitett képen vagy a
paros vagy a pdratlan sorok jelennek meg.

3.5.4. Motion blur (elmosddas)

Az elmosddas sziir6 tgy miikodik, hogy az éppen lathaté képet és az el6z6 allapotot nem véalasztja teljesen szét a
rakozelités, eltdvolddas soran. A legjobban a 8 bites szinmélységnél hasznalhat6, ehhez ne feledjiik el bekapcsolni
a paletta emulacids szfir6t.
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3.5.5. Emboss (dombormii)

A sziir6 neve magaért beszél, az adott fraktalt dombormiiszer(ivé alakitja. Ilyen lehet6séggel mar példaul a Pho-
toshop-ban is taldlkozhattunk. Ha a smooth kiilsé szinezési mdéddal egyiitt hasznaljuk, kifejezetten szép képeket
kapunk.

3.5.6. Palette és true-color emulator (paletta és igaziszin emulacio)

Ezek az elnevezések szinezésekre utalnak; a megrajzolt fraktdlokkal és azok szineivel lehet tobbféleképpen jat-
szadozni. A paletta emulacié bekapcsoldsa ahhoz sziikséges, hogy a szinforgatds miikodhessen a fraktdlunkon. Az
igaziszin emuldcié abban segit, hogy a 256 szinf palettdval minden j61 mikodjon.

A XaoS-ban vagy paletta, vagy true-color médban dolgozhatunk, mindkettének megvan a maga elénye és hatranya
is. A palette-ben olyan effekteket hajthatunk végre, mint példdul a szinforgatds, mig a truecolor médban lehetséges
a belsd, a kiilsd és a true-color szinezési mad.

3.5.7. Antialiasing

Ez egy olyan technika, amellyel a kép mindségét javithatjuk a "kidll6" részek kihagydsdval, eltdvolitdsdval. A
XaoS kiszdmol minden pixelre négy értéket, és az dtlagosat hasznélja fel. Ehhez azonban nagyobb memdria kell,

ami jobban terheli és egyben lassitja a programot. Ezért aztan csak akkor érdemes bekapcsolni ezt a sz{irdt, ha az
elkésziilt képeket a legjobb mindségben és JPEG vagy MPEG formatumban szeretnénk menteni.

Galéria.

Magnet2 emboss-szal

Octal edge detection-nel Manowar pseudo 3D-vel


http://hu.wikipedia.org/wiki/Adobe_Photoshop
http://hu.wikipedia.org/wiki/Adobe_Photoshop
http://en.wikipedia.org/wiki/JPEG
http://en.wikipedia.org/wiki/Moving_Picture_Experts_Group
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Phoenix edge detection-nel Newtond motion blur-rel

Barnsley3 edge detection-nel Manowar starfield-del

3.6. A Kezelofelllet menii
3.6.1. Robotpildta
Ezt a specidlis funkciét ugy fejlesztették ki, hogy egyetlen billentyli megnyomasdval a program automatikusan
kozelit rd az érdekes, hatdrmenti részeire a fraktdlnak. Haszndlata nagyon egyszer(i: csak benyomjuk az a bil-
lentyfit és hitrad6lve csoddlhatjuk a fraktdlvide6t. Ennek segitségével fedeztek fel sok érdekes fraktalrészletet is,
amelyek most mér megtaldlhaték a XaoS képgaléridjdban. Ez a funkcié nagyon intelligens. A rakozelités sordn
érzékeli, hogy mar nem olyan érdekes a kapott kép. Ekkor megall és nem halad tovabb a fraktal belseje felé, hanem
djrainditja a robotpildtat.
3.6.2. VJ maéd
3.6.3. Szamitas
3.6.4. Megszakitas
3.6.5. Belenagyitas gyorsasaga
Itt véltoztathatjuk a rdkozelités sebességének értékét. Az alapbedllitds 1. A 2 kétszer olyan gyors temp6t jelent, és
igy tovébb.
3.6.6. Rogzitett lépték
3.6.7. Jellemzok
A / billentyli megnyomasaval a képerny6re vardzsolhatjuk az aktudlis fraktal tulajdonsagait:

e név

e tipus

e nézet

e méret



20

Fekete-Nagy A., Kovdcs Z.

o forgatés

o képernyéméret

e iterdciok szdma

e szinpaletta-méret
o kilépés

e robotpildta

e sik

e belso szinezés

o kiilsd szinezés

e nagyitasi sebesség

e paraméter

3.6.8. Fobb jellemzok
3.6.9. Grafikus meghajté

3.7. A Segitség menii
3.7.1. Utmutatok

Ebben a meniipontban taldlhatok a programba beépitett itmutatdk, melyek segitségével megismerhetjiik a frakta-
lokat. A 3.5-6s verziéban megtaladlhat6 segédletek:

e Bevezetés a fraktalok vilagaba

o Tippek és tritkkkok

A fraktalok matematikdja

A XaoS tovébbi fraktaltipusai

Ujdonsagok a 3.0 verzihoz

3.7.2. Segitség — h billentyii
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Ezzel a funkcidval kaphatunk tippeket, segitséget a tovabbhaladadshoz, ha esetleg elakadnank valahol a hasznalat
sordn. Bar a program nyelve magyar, a segitség haszndlatdhoz nélkiilozhetetlen az angol nyelvtudas, hiszen ennek
minden része angolul jelenik meg egy kiilonall6 ablakban.

Windows operacids rendszeren a bal oldalon talalhaté szalagon betlirendben vannak felsorolva az egyes opciok,
ott talalhatjuk meg a keresendd részt. Ha erre rakattintunk, akkor a jobb oldali nagy ablakban mar meg is jelenik a
leirdsa annak az adott résznek. (Linuxon a segitd ablak mas szerkezet(.)
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3.7.3. Névjegyzék

Itt talaljuk a szoftver f6bb fejlesztSinek nevét, a program adatait és leirasat.

Free Sofware Foundstion
¥aos - a realtime fractal zoomer 345

Copyright 1396-2008 Jan Hubicka, Thomas Marsh and others

Crazhing on: Microsoft Windowws MNT 5.1 (Build; 26007

This program is free software; you can redistribute it andior modity it under the
terms of the GHU General Public License as published by the Free Software
Foundation; ether version 2 of the License, or (st your option) any kster
wersion.

Thiz program is distributed in the hope that it will be useful, but YWITHOUT ARY
WARRANTY, without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or
FITMESS FOR & PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General Public License
for mare details.

Yiou should have received & copy of the GRU General Public Licenze along
wyith this program; if not, write to the Free Software Foundstion, Inc., 675 Mass
Lye, Cambricage, MA 02139, USA.

4. A fraktalokrol roviden

4.1. Mik is azok a fraktalok?

A fraktal sz6 a latin fractus sz6bdl szarmazik, amelynek jelentése torott, toredezett. Olyan alakzatokat, ponthal-
mazokat neveziink fraktdloknak, amelyek 1ényegesen szabdlytalanabbak, 6sszetettebbek, toredezettebbek, mint a
klasszikus geometridban el6fordulé alakzatok. A fraktdlok lassan harminc éve 6ndll6 témakore a matematikanak,
de még mindig nincs 4ltalanosan elfogadott fraktil-definicié, bar mondhatjuk azt, hogy a fraktalok olyan alak-
zatok, melyek valamiképpen hasonl6 részekbdl épiilnek fel. Kenneth Falconer, brit matematikus szerint a fraktal
definicigjat hasonléképpen kell megadni mint az életét a bioldgidban. Az életnek sincs szigort meghatarozdsa, csak
az é161ények jellemzd tulajdonsdgai alapjan tudjuk leirni. Az é161ények legtobbje rendelkezik az sszes jellemzd
tulajdonsdggal, mégis sok olyan €l6lényt ismeriink, amelyek egyik-masik aldl kivételek. Ugyanigy a fraktalok
sokféle megjelenési formdja miatt az a legjobb, ha fraktdlnak tekintjiilk azt a halmazt, amely az alabbi tulajdon-
sdgok tobbségét birtokolja, igy elkeriilhetjiik az egyes tulajdonsagok aldli kivételek kizarasat. Tehat egy halmazt
fraktalnak tekintiink, ha

finom felépités, tetszSlegesen kis 1éptékre nézve tovabbi részleteket mutat

e tilsdgosan szabdlytalan és egyenetlen ahhoz, hogy hagyomdnyos geometriai nyelven leirhat6 legyen

e az Onhasonldsag vagy a skdla-invariancia valamilyen formdban megjelenik benne

e valamilyen értelemben vett fraktdldimenzidja van (dltaldban nem egész szdm), ami nem egyenld a szokdsos
dimenziéval

z7 2

e egyszeriien elddllithatd, példdul rekurzivan, tehdt minden eleme egy kordbbi elemének felhaszndldsaval hoz-
hato 1étre.
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4.2. Az uj matematikai gondolkodas

Gaston Julia (1893-1978)

Az elsé jelek egy uj matematikai gondolkodds kialakuldsara a 19. szdzad végén jelentkeztek. Ekkor kezdett vila-
gossa valni, hogy vannak olyan alakzatok is a matematikdban, amelyek nem olyan tulajdonsagokkal rendelkeznek,
mint az euklideszi geometridbdl addig ismert alakzatok. A Cantor-halmaz és a Peano-féle térkitolté gorbe volt az
elsd ilyen alakzat, melyeket eleinte a matematika szornyetegeinek neveztek egyedi tulajdonsigaik miatt. 1975-ben
Benoit Mandelbrot lengyel szdrmazasd, amerikai matematikus vezette be elészor a fraktal elnevezést. Ugy gon-
dolta, hogy a latin frangere igébdl képzett fractus melléknév lesz a legidedlisabb arra, hogy ezeket a kiilonleges, a
természetben is gyakran el6fordulé alakzatokat jellemezze. Ugyanis a rémaiaknal a frangere sz6t akkor hasznaltak,
amikor egy kovet tortek szét. Az ebbdl képzett melléknéyv, a fractus magdban foglalja a széttort kovek két alapvetd
tulajdonsdgat, a szabdlytalansagot és a toredezettséget. Masrészt viszont a fraction sz6 magyar jelentése tortszam,
amelyek az egész szdmok kozott helyezkednek el. Tehdt ennek megfeleléen mondhatjuk, hogy a fraktdlalakzatok
is az euklideszi alakzatok kozott bijnak meg, ha a dimenzi6é szempontjabél tekintjiik Sket.

A
Benoit Mandelbrot (1924-2010)

A fraktalok eredetének leirdsdban fontos szerepet jatszott Gaston Julia és Pierre Fatou. Julia mér az 1910-es évek-
ben megalkotta a rola elnevezettJulia-halmazt, az elsé ,.fraktalt”, amelyet szamit6gép hijan, szabadkézzel készitett.
A 199 oldalas munka igen hiressé tette 6t matematikai korokben, ugyanis ez volt az elsd szignifikdns munka a frak-
talokrol akkoriban. A Mémoire sur iteration des fonctions rationelles cimi irds 1918-ban jelent meg a Journal
de Math. Pure et Appl. 8-ben, amiért egy nivés dijat is kapott.

A fraktalok fogalma csak 1983-ban a Mandelbrot 4ltal irt A természet fraktdlgeometridja ciméi konyvvel rob-

bant be igazan a koztudatba. Azéta egyre tobben foglalkoznak ezekkel az érdekes alakzatokkal, amelyek mind


http://www.math.yale.edu/mandelbrot/
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Julia.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Fatou.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Julia_set
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a tudomanyokban, a miivészetekben, de a természetben is gyakran el&fordulnak. O volt az elsd, aki bevonta
a szamitégépet is a munkdjdba, és igy allitotta el az alakzatokat mar az 1970-es években. Az IBM-nél dol-

7z

goz6 matematikus egyszer(ibb és altaldnosabb formulat talalt Julia-éndl — az ebbdl el64llé fraktalokat tiszteletére
Mandelbrot-halmazoknak nevezziik.

4.3. Nevezetes fraktalok
o Cantor-halmaz
e Koch-gorbe
o Sierpinski-haromszog
o Sierpinski-szonyeg
e Menger szivacs
o Ordogi 1épcs6

e Mandelbrot-halmaz

5. A matematikai hattérrol roviden

5.1. Onhasonlosag

Az 6nhasonldsdg azt jelenti, hogy a struktdra egy részét kinagyitva, a felnagyitott kicsi rész ugyanolyan stuktdrat
mutat, mint maga az egész, eredeti struktira. Ez nem azt jelenti, hogy ugyanolyan, hanem azt, hogy ugyanazokkal
a tulajdonsdgokkal rendelkezik.

Onhasonl6 egy szakasz, egy négyzet, egy haromszog vagy egy téglatest (6nhasonld, de nem fraktal). Nem onha-
sonl6 ugyanakkor egy kor: véges sok kis korbdl nem tudunk egy kort alkotni.

Az O6nhasonldsdg tulajdonsdga nemcsak a matematika szinterén jelenik meg a vildgban. Ha példdul tekintjiik va-
lamelyik sziget kis méretardnyu térképét, azonnal észrevehetjiik, hogy a partvonala igen kanyargds, 6blokbol és
szirtfokokbdl 4ll. Azt varhatndnk, hogy nagyobb méretardnyu térképeknél ez a kanyargdssag kevésbé lesz ész-
revehetd, és egyszer véglegesen megszlinik. Azonban a valésdg racéafol erre. A nagy méretaranyd térképeken a
kanyargéssag ugyanugy fellelhetd, s6t azoka az 6blocskék és kiszogellések is feltiintethetdek, amelyek a kisebb
méretaranyu térképeken nem latszottak.

Erdei pdfrdany

Az €16 kornyezetiinkben a legismertebb fraktalszer( alakzat az erdei pafrany. Ennek 6nhasonlésaga szabad szem-
mel is konnyen megfigyelhetd.
A fraktalok az 6nhasonlésdgi tulajdonsag szerint kétfélék lehetnek:


http://hu.wikipedia.org/wiki/Koch-g%C3%B6rbe
http://hu.wikipedia.org/wiki/Sierpinski-h%C3%A1romsz%C3%B6g
http://hu.wikipedia.org/wiki/Sierpinski-sz%C5%91nyeg
http://hu.wikipedia.org/wiki/Menger-szivacs
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o linedris fraktalok: amikor az 6nhasonlésag szigort ismétlédést mutat

o nemlinedris fraktilok: az 6nhasonldsag csak részben igaz

5.1.1. Onhasonlé alakzatok a mindennapi életben

falevél erezete

fa

hépehely

érrendszeriink

folydk
karfiol
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brokkoli repedés

5.1.2. Ilteracio

Az iteracio a fraktdlkészitésnél nélkiilozhetetlen eljaras. Ugyanis a fraktdlok egymads utdn végtelenszer végrehajtott
matematikai mivelettel készithet6k, melyekben a kapott eredményt a kovetkezd 1épésben djra felhasznaljuk. Az
iterdcio szo tehat ennyit jelent: ismétlés.

Ime egy egyszerti példa: a Cantor-halmaz, amelyet Georg Cantor német matematikus mar 1883-ban megalkotott.
A fraktélok e klasszikus példdja tigy késziil, hogy egy szakaszt n egyenld részre osztunk, majd ezen részek koziil
n — m-et eltavolitunk, és ezt az eljarast megismételjilk a megmaradt m darabbal.

0O 1

— —
HH HH HH HH

A Cantor-halmaz konstrudldsa a [0,1] intervallumon

A Cantor-halmaz konkrét konstrudldsédhoz induljunk ki a [0, 1] zart intervallumbdl, azaz egy egységnyi hosszisagi
szakaszbol;

do = 1.

Legyenn =3, m = 1.

1. iterdcio

Osszuk 3 egyenld részre ezt a szakaszt. Hagyjuk el a kozépsé részt, azaz a (%, %) nyilt intervallumot. Igy az
egységnyi hosszisagu szakaszbdl két darab % hosszisagu szakasz maradt.

Ekkor

d1: -dO:

ol
ol
=
I
ol


http://hu.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
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2. iterdcio
Az imént megmaradt két részt osszuk szintén 3 — 3 egyenld részre és hagyjuk el a kozépsSket. Most négy, még
kisebb szakasz maradt meg, ezek mind % hosszusaguak, teht 6sszesen a maradék

_ 4 _ (2)2 _(2)\2 1 _ (2)2
dy=75-do=(3)"do=(3)"1=(3)-
3. iterdcio
A négy részen szintén végrehajtjuk az algoritmust, tehdt 3 — 3 egyenld részre osztjuk 8ket és a kozépsd részeket

elhagyjuk. A megmaradt kis szakaszok hossza egyenként 2%, 0sszesen

d=%do=(3)"do= ()" 1= (3)"

Es igy tovabb.
Az n. iterdcié utin megmaradt részek hossza Osszesen

_ (2" _ (2\" _ (2"
dn=(3)"do=(3)"1=(3)"-
A Cantor-halmaz azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek végtelen sok 1épés utan megmaradnak.

Ian Stewart szerint ,,a Cantor-halmaz egy intervallum, amelyet megtdmadtak az egerek; végtelen sok, egyre kisebb
egér, amelyek egyre kisebbet és kisebbet harapnak™.

Feladatok.
1. Mennyi a d,, hatarértéke, ha n tart a végtelenbe?
2. Szamitsuk ki a Sierpinski-haromszog teriiletét!

3. Szamitsuk ki a Koch-féle hopehely keriiletét!

5.2. A hasonlésagi dimenzio

A hasonlésagi dimenzié j6 mérdszdma a szigordan onhasonld, azaz hasonldsagi transzformacidkbdl all6 fiigg-
vényrendszerek invaridns halmazaként el6allé halmazok, alakzatok Osszetettségének,

Legyen adott egy szakasz. Ha ezt a felére kicsinyitjiik, akkor kett6re van sziikség ahhoz, hogy az eredeti szakaszt
lefedhessiik vele; ha harmadara kicsinyitjiik, akkor harom kicsi szakasz kell az egész lefedéséhez; ha negyedére,
akkor négy darab és igy tovabb.

Egy négyzet esetében 22 = 4 darab olyan négyzetre van sziikség az eredeti lefedéséhez, amelynek oldala fele
akkora, mint az eredeti. A négyzetoldal harmadara kicsinyftésekor 32 = 9 darabra, a negyedére kicsinyitetteknél
pedig 42 = 16 kell és igy tovabb.

A haromdimenzids kocka esetében a felére kicsinyitett kiskockakbodl 23 = 8 kell, harmadakkora oldald kockdbdl
3% = 27 kell, negyedakkora oldalibdl 43 = 64 darabra lesz sziikség és igy tovabb.

Altaldban tehat egy d-dimenzi6s alakzat n darab n-ed részére kicsinyitett példanyanak egyesitése.

Definicié: Azt mondjuk, hogy az A halmaz az (f1, ..., f,) figgvényrendszer invaridns rendszere vagy attraktora,
ha teljesiil, hogy

A= fi(A)U...U f.(A).

Definicié: Ha f1, .. ., f,, hasonldsdgi transzformdacidk, amelyeknek hasonldsdgi tényezGje ugyanaz az r < 1 szdm
és K az (f1,..., fn) fuggvényrendszer invaridns halmaza, akkor a
dimy, K := llgz
:

szamot a K halmaz hasonléssagi dimenziéjanak nevezziik. Az igy definidlt d szdm megolddsa az r? + ... + r?
egyenletnek, ahol a bal oldalon n darab tag all.

Most terjessziik ki a definiciét olyan fiiggvényekbdl allé fiiggvényrendszerek invaridns halmazaira, amelyeknek
hasonlésagi tényezdik kiillonbozoek.

Definicio: Legyenek f1,..., f, hasonldsdgi transzformécidk, melyeknek hasonlésagi tényez6i ry,... 7, < 1
szdmok és jeloljiik K-val az (f1,..., f,) fiiggvényrendszer invaridns halmazat. Ekkor a K halmaz hasonlésagi

dimenzigjanak nevezziik azt a d nemnegativ szamot, amelyre teljesiil az


http://en.wikipedia.org/wiki/Ian_Stewart_(mathematician)
http://hu.wikipedia.org/wiki/Sierpinski-h%C3%A1romsz%C3%B6g
http://hu.wikipedia.org/wiki/Koch-g%C3%B6rbe

XaoS

27

rd+ . +rd=1

egyenl6ség. Bizonyithatd, hogy ilyen d szdm pontosan egy van.
Erdekességként ellendrizziik, hogy az euklideszi geometriai alakzatokra megegyezik-e az eddig hasznalt dimenzié
a hasonlésagi dimenzidval:

Ig4
szakasz | n=4 | r=7 d=2"_1
lg4
lg4
négyzet | n=4 | r=1 d:1§—2:2
Ig 8
kocka | n=8|r=1 - 8% _
lg 2

5.3. Doboz-dimenzio

Legyen adott egy egységnyi hosszisagu szakasz.
Fedjiik le ezt a szakaszt i oldald négyzetekkel (dobozokkal) és nézziik meg, hogy hidny darab metszi a szakaszt.
Ekkor

=4

=

darab lesz az eredmény.
Ugyanezt végrehajtva egy egységnyi oldald négyzettel, a kis négyzetekbdl mar

L —16
(1)

darabra lesz sziikségiink.
Ha egységnyi oldald kockat akarunk lefedni kis kockakkal (dobozokkal), mondjuk i oldaldakkal, akkor ezekbdl

D S|
(1)

darab fogja metszeni.

Természetesen, ha a sikbeli szakaszt és a négyzetet térben helyezziik el, akkor is ugyanezeket az eredményeket
kapjuk. Eszrevehetjiik, hogy a nevez&ben a kitevd pontosan az adott alakzat topologikus dimenziéjéval egyezik
meg.

A fraktilgeometriai alakzatok esetében kicsit bonyolultabb a helyzet. A dobozok szdma és ezek élhosszisdga kozti
relacié nem olyan nyilvanvalé. A fenti példakbol kovetkeztethetiink, hogy ezeknél az alakzatokndl a dobozok
szdma egyenl§ lesz a () ?_nel, ahol r a dobozok élhosszisdgit jeloli.

Definicio: Legyen F a sik tetszSleges korlatos részhalmaza. Tekintsiink egy négyzethdlét a sikban, amely 7 oldal-
hossziisdgu négyzetekbdl ll. Vegyiik példdul az [nr, (n+1)r] - [kr, (k + 1)r] alakd négyzetek halmazat, ahol n, k
egész szamok. Jelolje N (r) ezek koziil azoknak a szdmat, amelyeknek van k6zos pontjuk az F' halmazzal. Az F
halmaz doboz-dimenzidjanak nevezziik a
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lg N(r)

dimy, F' := lim,_,q gL

szdmot, amennyiben a jobboldali hatarérték 1étezik.
Ezzel ekvivalens a kovetkez6 definicid is.
Definicio: Fedjiik le az F' halmazt legfeljebb r dtmérGji halmazokkal gy, hogy a lefedé halmazok szdma mini-
mélis legyen; jelolje N'(r) a halmazok szdmét egy ilyen minimélis lefedésben. Beldthatd, hogy

dimy, F := lim, _ %
A doboz-dimenzi6 sok ismerds halmazra megegyezik a hasonl6sigi dimenzidval és kozeli rokona a [Hausdorff-
dimenzionak.

5.4. A Mandelbrot-halmaz bemutatasa a XaoS programon keresztiil

1.feladat. Tekintsiik az z := x?+citerdcidt, ahol c egy valés szam. (Mds szavakkal: tekintsiik az 2,11 = 22 +c
sorozatot.)
a) Készitsiink ehhez fiiggvényhez egy tablazatot a kovetkezé médon:

Al:=x
Bl:=c
A3:=A2xA2+SBS2

Toltsiik ki a tablazat A2 illetve B2 cellajat tetszés szerinti értékekkel, majd hizzuk le az A3 mezGt addig, amig
gondoljuk!

b) Abrazoljuk is a kapott értékeket egy diagramon!

¢) Nézziik meg, hogyan véltozik a sorozatunk, ha x helyére O-t frunk!

2. feladat. Tekintsiik az 1. feladatot és legyen x = 0.
a) Vizsgéljuk meg, hogyan viselkedik az iterdcionk a
c=0,c=1,¢c=2,c=—-1,c=-2

értékekre! Készitsiik el a hozzdjuk tartozé diagramokat!
b) Vizsgéljuk meg, hogyan viselkedik a fiiggvényiink a

c=0,26, c=0,24, ¢ =0,25

értékekre! Készitsiik el a hozzdjuk tartozé diagramokat!
¢) Bizonyitsuk be, hogy ¢ = 0, 25 mellett a fenti iterdcié minden z,, eleme 0,5-nél kisebb lesz.
d) Vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a fiiggvényiink a

c=—-1,1,c=-1,2,c=-1,3, c=—-1,4

értékekre! Készitsiik el a hozzajuk tartozé diagramokat!
e) Vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a fliggvényiink a

c=—1,401, ¢ = —1,4011, ¢ = —1,40115, ¢ = —1,401155

értékekre! Készitsiik el a hozzajuk tartozé diagramokat!

7z

f) Az el6z6 e) feladathoz készitsiink egy 0sszesitd tdblazatot a kovetkez6 modon:

Al=-1,401
Bl=-1,4011
Cl=-1,40115
D1=-1,401155

Vizsgéljuk meg
e az elsé négy,

e a huszadik,


http://hu.wikipedia.org/wiki/Hausdorff-dimenzi%C3%B3
http://hu.wikipedia.org/wiki/Hausdorff-dimenzi%C3%B3

XaoS

29

e a huszonnyolcadik,

e a harmincegyedik,

e a harmincharmadik
iteraciot!

g) Hany torl6dasi pontja van az e) feladatban szerepld dinamikus rendszernek? (Segitséget nyujthat egy sorok
szerinti XY pont-diagram elkészitése.)

3. feladat. A 2. c) feladatban lattuk, hogy némely x értékekre az itericié elemei kozott csak 0,5-nél kisebb
szamok johetnek ki. Most bizonyitsuk be, hogy ha ¢ = 0,25 és 0 < a < 0, 25, akkor

hmn—>oo Tp = Oa 5.

4. feladat. A kovetkez§ dllitdsok kozill melyik igaz, melyik hamis?

a) A Mandelbrot-halmaz szimmetrikus. — IGAZ, a valés tengelyre szimmetrikus, mert az iterdciéban az indulé
értékek helyére a komplex konjugéltjaikat frva az orig6tdl ugyanolyan tdvolsdgban lesziink minden egyes
1épésnél, mint ha az eredeti adatokkal dolgoztunk volna.

b) i C M.—IGAZ, mert c = i-re a sorozat korlatos marad, nem tart a végtelenbe:
Oai7 (71 + Z)a (71.), (71 + Z)’ ia cee

¢) Végtelen sok korszert rész taldlhaté a Mandelbrot-halmazban. — IGAZ, elég, ha csak rakozelitiink az alma-
emberke teste és feje kozotti részre, vagy csak a testén korbefutunk, 14thaté sok-sok korszeri alakzat. Hidba
kozelitiink ra barmelyikre, mindig Gjak bijnak eld, végtelen sokan vannak, de egyre kisebbek.

d) Végtelen sok kor taldlhaté a Mandelbrot-halmazban. — HAMIS, sok rész-alakzat kornek tlinik, de nem pon-
tosan kor egyik se, kivéve a f6 kardioidtdl balra elhelyezkedd alakzatot. Ennek kézéppontja a —1, sugara
pedig 0, 25. (Ezen allitas bizonyitdsara egyszeri méd nem ismert.)

e) [—2;0,25] C M. — IGAZ, ez az intervallum tulajdonképpen a valds tengely és maga a Mandelbrot-halmaz
metszete. Bizonyitdsdhoz kivalé a XaoS, csak ra kell kozeliteni a valds tengely pontjaira. Lathat6, hogy
mindegyik feketére van szinezve, tehdt a halmaz része. (Ez egy ,tapasztalati” bizonyitds, akarcsak a c)
feladatra adott valaszndl. Itt azonban algebrai dton is konnyen addédik az allitds, ha becslést alkalmazunk, 1.
a kovetkezd feladatot is.)

f) A Mandelbrot-halmaz korlatos. — IGAZ, ugyanis a Mandelbrot-halmaz tulajdonképpen egy 2 sugaru korben
helyezkedik el, ebbdl soha nem 1ép ki. Tapasztalati bizonyitds: Jeloljiik ki barmely pontjat a halmaznak,
majd azt helyezziik a képerny6 kozéppontjdba. Ekkor valasszuk ki a Fraktal menti Nézet opcidjat. Az ekkor
megjelend kisablak megmutatja nekiink a pont koordinatdit: itt a valds és a képzetes rész soha nem lesz a
[—2, 2] intervallumon kiviili.

g) A —1, 75 koriil taldlhato alakzat hasonlé a Mandelbrot-halmazhoz. — HAMIS, habdr az f) allitdsban szerepl6
opci6 haszndlatdval szemmel ldthat6 a hasonldsag: a valds részbe irva a —1, 75-t, a képzetesbe 0-t; a sugdr-
hoz pedig érdemes 1-nél kisebb szamot beirni, és maris el6bukkan az almaemberkénk. Azonban a megjelend
alakzat nem teljesen hasonl6 az eredetihez, vannak aprébb eltérések, ha alaposabban megfigyeljiikk mindkét
formaét.

Galéria.
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Refe]

b)

Magat a Mandelbrot-halmaz definici6jat és a halmazr6l még tobb érdekességet taldlhatunk a
http://hu.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-halmaz weboldalon.
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