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Bevezetés Mi is az a biostatisztika?

Mi is az a biostatisztika?

Ide majd még jon valami, valamikor...
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Valésziniiségszamitas =~ Események valésziniisége

Események valésziniisége

A valészinliségszamitas a matematika egyik aga, melynek célja a véletlen
jelenségekhez kapcsol6dé valésziniiségek meghatarozasa. Alapfogalmak:

o Véletlen kisérlet: Egy véletlen jelenség megfigyelése.
o Kimenetelek: A véletlen kisérlet lehetséges eredményei.

o Esemény: A kisérlet aktualis kimenetelével kapcsolatos allitas. Egy
esemény akkor kovetkezik be, ha a véletlen kisérlet olyan kimenetelt
ad, melyre az allitas igaz.

@ Valésziniiség: Annak az esélye, hogy az esemény bekdvetkezik.

Példa:
o Véletlen kisérlet: feldobunk egy szabalyos dobdkockat.
o Kimenetelek: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
o Egy esemény: A = paros szdmot dobunk. Ez akkor kdvetkezik be, ha
a 2, 4, 6 értékek valamelyikét dobjuk, egyébként nem kovetkezik be.
o Az A esemény valészintisége: P(A) =3/6 = 50%.
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Valésziniiségszamitas =~ Események valésziniisége

Ezen a kurzuson jellemz&en az lesz majd a kisérlet, hogy véletlenszeriien
kivalasztunk egy vagy tobb egyedet egy ember/allat/ndvény populacicbdl.
A | véletlenszeriien” sz6 itt azt jelenti, hogy mindegyik egyedet ugyanakkora
eséllyel valasztjuk ki.

Feladat: Magyarorszagon az emberek 52 illetve 24 szazalékanak a vérében
talalhaté meg az A illetve a B tipusi antigén. Mindkét antigén az emberek
8 szazalékanal talalhaté meg. Véletlenszeriien kivalasztunk egy magyar

embert, és leteszteljiik az antigénekre. Tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:

A = a kivalasztott ember rendelkezik az A tipust antigénnel
B = a kivalasztott ember rendelkezik a B tipusi antigénnel

Most minden embert azonos eséllyel valasztunk ki, ezért a tulajdonsagok
bekdvetkezési valdsziniisége azonos lesz a tulajdonsagok teljes populacién
beliil mért részaranyaval:

P(A) = az A antigén aranya a teljes populacién beliil = 52% = 0,52
P(B) = a B antigén aranya a teljes populacién beliil = 24% = 0,24
P(A és B) = a két antigén egylittes megjelenésének aranya = 8% = 0,08
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Valésziniiségszamitas =~ Események valésziniisége

Az alabbi abran a magyar emberek populaciéjat abrazoljuk a két antigén
szempontjabdl. A mellette [évS tablazat a vércsoportokat foglalja ssze.

‘ van A nincs A
van B AB B
nincs B A 0

A B

Amit tudunk:  P(A) = 52%, P(B) = 24%, P(A és B)=8%.
Feladat: Hatarozzuk meg a vércsoportok részaranyat!

P(a kivalasztott ember az AB vércsoportba esik) = P(A és B) = 8%
P(A vércsoport) = P(A igen, de B nem) = P(A) — P(A és B) = 44%
P(B vércsoport) = P(B igen, de A nem) = P(B) — P(A és B) =16%
P(0 vércsoport) = 100% — az el6z6 harom dsszege = 32%
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Valésziniiségszamitas =~ Események valésziniisége

A kurzuson a valdsziniiség a teljes populacion beliili aranyt jelenti. Idénként
sziikségiink lesz arra, hogy az ardnyokat egy részpopulacién beliil vizsgaljuk.
Az A eseménynek a B eseményre vett feltételes val6sziniisége:

P(A és B)
P(B)

P(A|B) = .
A feltételes val6sziniiség jelentése:

P(A|B) = az A tulajdonsag aranya a B részpopulacion beliil

= az A esemény valdsziniisége, ha tudjuk, hogy B bekdvetkezik

az el6z6 feladatban?
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Valésziniiségszamitas =~ Események valésziniisége

Feladat: Mekkora az A tipusa antigénnel rendelkezé emberek aranya azon
emberek kozott, akik nem rendelkeznek a B antigénnel?

P(A és nem B)  44%
P(nem B) = 76%

P(nem B) =100% — P(B) = 76%,

P(A és nem B) = P(A vércsoport) = 44%.

= 58%,

P(A | nem B) =

Ertelmezziik, hogy mit kaptunk:

@ Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a teljes populaciébdl,
akkor 52% valészintiséggel talalhaté meg nala az A tipusa antigén.

o Ha tudjuk, hogy a kivalasztott ember rendelkezik a B antigénnel,
akkor 33% az esélye, hogy az A is antigén megtalalhaté nala.

@ Ha viszont azt tudjuk, hogy nem rendelkezik a B tipusi antigénnel,
akkor 58% az esélye, hogy az A antigén megtalalhaté nala.

o Tehat a B antigén jelenléte csdkkenti az A antigén megjelenési esélyét:

P(A|B) = 33% < 58% = P(A | nem B)
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Valésziniiségszamitas =~ Események valésziniisége

Legyenek A és B tetsz6leges események. Bebizonyithatd, hogy ekkor
az alabbi harom egyenl8ség ekvivalens, tehat kovetkeznek egymasbol:

Q P(Aeés B)=P(A)P(B)

Q@ P(A|B) = P(A)

Q@ P(B|A) = P(B)
Amennyiben ezen egyenlGségek kozil barmelyik (és ezaltal mindegyik)
teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy A és B fiiggetlen események.

A fliggetlenség szemléletesen azt jelenti, hogy a két esemény nem hat
egymasra, nem akadalyozzak, és nem is segitik el6 egymas bekdvetkezését.

Lassuk, hogyan kovetkezik az elsé egyenlségbdl a masodik:

PAIB) = P(;‘(éBS)B) - P(;‘zggs) — P(A).
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Valésziniiségszamitas =~ Események valésziniisége

Feladat: A vércsoportos feladatban A és B fliggetlen események?

Nem, ugyanis P(A|B) = 33% < 52% = P(A).

Feladat: A feladatban a két antigén aranya: P(A) = 52% és P(B) = 24%.
Mikor lenne a két antigén megjelenése fliggetlen egymastél?

A két antigén megjelenése akkor fliggetlen, ha
P(Aés B) = P(A)P(B) =0,52-0,24 = 0,125 = 12,5%

Feladat: Mennyi lenne a feltételes val6sziniiségek értéke ebben az esetben?

7777777777777 77777777777777777777777

Az A tipusi antigénnel rendelkez6 emberek

aranya a B csoporton beliil:

P(Aés B) 12,5%
P(B) — 24%

P(AIB) = =52%

277777220722027222022227222222222227277
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Valésziniiségszamitas =~ Események valésziniisége

A

Az A tipusi antigénnel rendelkez8 emberek aranya

a B csoporton kiviil:

P(A ésnem B)  39,5%
P(nem B)  76%

P(A|nem B) = = 52%,

P(A és nem B) = P(A) — P(A é B) = 39,5%.

Tehat a fliggetlen esetben az A antigénnel rendelkezd emberek aranya
(=kivalasztasi valdsziniisége) azonos az alabbi harom populacién beliil:

@ a teljes populacién belil: P(A) = 52%,

@ a B tipusi antigénnel rendelkezé emberek részpopulaciéjan beliil:

P(A|B) = 52%,

@ a B tipusi antigénnel nem rendelkez& emberek részpopulaciéjan beliil:
P(A|nem B) = 52%.
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Diszkrét valdszintiségi valtozok

A biolégiai vizsgalatok soran gyakran felmeriil az a kérdés, hogy mi az
eloszlasa egy mennyiségnek (életkor, testtomeg, utédok szama, stb.) egy
populacién beliil. Valasszunk ki véletlenszeriien egy egyedet a populaciébdl,
és legyen £ a vizsgalt mennyiség értéke a kivalasztott egyed esetében. Mivel
az egyedet véletlenszeriien valasztjuk, a £ érték egy véletlen szam lesz.

e Valésziniiségi valtozé: Egy véletlen kisérletbdl szarmazé véletlen
szam (véletlen mennyiség). Jele: £ (kszi), n (éta), stb.

o Ertékkészlet: A valtozé lehetséges értékeinek a halmaza. Jele: Re, Ry

o Diszkrét valésziniiségi valtozé: A valtozo értékkészlete egy véges
vagy végtelen sorozat. Mi tipikusan két esettel fogunk talalkozni:
o az értékkészlet véges halmaz;
o VAGY minden lehetséges érték egész szam.

o Folytonos valdsziniiségi valtozé: A valtozé értékkészlete egy véges
vagy végleten intervallum.
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Feladat: Egy lengyel felmérés alapjan a fehér golyak 2-5 tojast raknak az
alabbi tablazatban taldlhaté megoszlasban. Véletlenszeriien kivalasztunk
egy goélyafészket, és jeldlje & a fészekben talalhaté tojasok szamat.

0,5

x \ 2 3 4 5 03 [ I
P« | 5% 20% 40% 35% 0.1 o T L
2 3 4 5

A ¢ egy valésziniiségi valtozo, értékkészlete R: = {2,3,4,5}. Ez egy véges
halmaz, tehat a & diszkrét valtozé. A fészket véletlenszeriien valasztottuk,
ezért a £ pontosan akkora valészin(iséggel veszi fel az egyes értékeket,
amennyi ezen értékek aranya a teljes (fészek-) populacién beliil:

P(§=2)=005 P(E=3)=02 PE=4)=04 PE=5)=035

Legyen & diszkrét valésziniiségi valtozé. A px = P(§ = x) valdsziniiségeket
a valtozé valésziniiségeloszlasanak nevezziik. Véletlenszerii kivalasztas
esetén a valdsziniiségeloszlas azonos a populacién beliil mért aranyokkal.
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Feladat: Mennyi a £ valtozo lehetséges értékeinek Gsszvaldszinlisége?

P=2)+P((=3)+P(=4)+P(=5)=0,05+0,2+04+0,35=1

Feladat: A fészkek mekkora hanyadaban talalhaté legfeljebb 3 tojas?
P(legfeljebb 3 tojas) = P(£ < 3) = P(£ =2) + P(£ = 3) = 0,25.

Feladat: Melyik tojasszam a leggyakoribb a populaciéban?

A 4-es érték a leggyakoribb, a fészkek 40%-aban ennyi tojas talalhats.
Feladat: Atlagosan hany tojas talalhaté a fészkekben?

A tojasok atlagos szama: E(§) =2-0,06+3-0,2+4-0,4+5-0,35 = 4,05.

Legyen ¢ diszkrét valésziniiségi valtozo.
o Moédusz: A ¢ valtozo legnagyobb val6sziniiségii értéke.
Jelentése: a £ valtozé leggyakoribb értéke a teljes populacién beliil.
e Varhato érték: E(¢) = erRg xP(€ = x).
Jelentése: a £ valtozé atlagos értéke a teljes populacion beliil.
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Milyen médon szamszerdisithetjiilk egy & diszkrét valtozé szérédasat?
o Varhat6 értékt6l val6 atlagos eltérés: ), |x —E(¢)| P(¢ = x)

e Variancia:

Var(€) = > (x — E(€))P(€ = x)

XGRg

e Széras: D(&) = /Var(€)
A sz6ér6das mérésére a varhaté értéktdl valé atlagos eltérés egy egyszerii
mutatészam lenne, de sajnos ennek rosszak a matematikai tulajdonsagai.
Emiatt inkabb a szdrast szoktuk alkalmazni a szér6das mérésére. A két
érték jellemzéen kozel van egymashoz:

szoras = varhaté értéktsl val6 atlagos eltérés

Emiatt az alkalmazasokban a szérast magat is Ggy értelmezziik, mint az
atlagtol valé atlagos eltérés. A varianciara csak azért van sziikségiink, mert
abbdl szamoljuk ki a szérést.
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Feladat: Mennyi a varhaté értékt6l vald atlagos eltérés és a széras a jelen
feladatban? (A varhaté érték E(&) = 4,05.)

X 2 3 4 5

Ix —E(¢)] | 2,060 1,05 0,05 0,95
(x — E(£))? | 2,052 1,062 0,052 0,952
P(¢ = x) 005 02 04 035

Varhaté értéktdl valé atlagos eltérés:
2,05-0,06+1,05-0,240,05-0,4+0,95-0,35 = 0,665
Variancia:
Var(€) = 2,052 - 0,05 4 1,05% - 0,2 + 0,052 - 0,4 + 0,952 - 0,35 ~ 0,75

Széras: D(¢) = /0,75 =~ 0,87.
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Folytonos valészin(iségi valtozok

Egy valészinliségi valtozé folytonos, ha értékkészlete egy véges vagy

végleten intervallum. A ¢ folytonos valtozé siiriiségfiiggvénye egy olyan
fe 1R — R fiiggvény, melyre tetszéleges a és b szamok esetén:

f
P(aﬁfgb)—/bfg(x)dx ‘

Tekintiink egy mennyiséget (példaul a testtdmeget) egy populacién beliil.

Véletlenszeriien kivalasztunk egy egyedet, és legyen & a mennyiség értéke
ezen egyed esetében. Ekkor:

azon egyedek aranya, melyeknél a vizsgalt mennyiség a és b kozé esik
= P(a < & < b) = gorbe alatti teriilet a és b kozott

Kunosné Nedényi Fanni, Sziics Gabor
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

A folytonos valtozoék és a siiriiségfiiggvények néhany tulajdonsaga:
Q [T fe(x)dx =1.
© f:(x) > 0 minden x valés szam esetén.

© A ¢ valtozo értékkészlete azon x szamok halmaza, melyekre f¢(x) > 0.

O Tetszbleges a szam esetén P({ = a) = 0.

Rovid indoklas a fenti allitasokhoz:
Q [ fe(x)dx = P(—00 <€ < 00) =1.
(2] Tegyuk fel, hogy az f; ﬂiggvény negativ egy [a, b] intervallumon. Ekkor
[P f(x)dx < 0, tehat [” fo(x)dx # P(a < £ < b), ami ellentmondas.
© Ha f; =0 az [a, b] intervallumon, akkor P(a < & < b) fb 0dx = 0.

Ha f; > 0 az [a, b] halmazon, akkor P(a < § < b) f fe(x)dx > 0.
Tehat a £ valtozé oda eshet, ahol f; > 0.

QO P((=a)=Pla<t<a)= [7f(x)dx =
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Egy allatpopulaciéban legyen £ egy véletlenszeriien kivalasztott
egyed tomege. A valtozd az alabbi siirliségfliggvénnyel irhatd le.

1

fe(x) =

4/x%, ha2<x<4,
0, kildnben.

0,25 fe

Feladat: A teljes gorbe alatti teriilet valéban 17

o) 2 4 o) 4
4
/ fg(x)dx_/ de+/ X2dx+/ de—0+4/ x"2dx +0
—00 —00 2 4 2

(D ren

Feladat: Milyen értékeket vehet fel a £ valtoz6?
A valtozé értékkészlete: Ry = [2,4].
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Mennyi az esélye annak, hogy a £ valtozé 2,5-nél kisebb értéket
vesz fel? Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a £ nagyobb, mint 3,57

1 4
4/x%, ha2<x<4, \
- |

0, kiilénben. 025 | \ﬁ f
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Legyen & folytonos valdsziniiségi valtozo!
e Méduszok: Az f. fiiggvény lokalis maximumbhelyei.
o Varhaté érték: E(&) = [T xfe(x)dx.
Jelentése: ¢ atlagos értéke a teljes populaciéban.
e Variancia: Var(¢) = [*°_(x — E(¢))?f(x)dx.

— 00

e Széras: D(&) = +/ Var(§).

Jelentése: a varhaté értéktdl val6 atlagos eltérés a populaciéban.

A varianciara adhaté egy kdnnyebben szamolhaté formula is:

Var(¢) = /OO (x — E(€)) e (x)dx

= /_oo X fe(x)dx — /_00 2E(&)xfe(x)dx + /_OO (E(f))2f§(x)dx
= /_OO x?fe(x)dx — 2E(€) /_OO xfe(x)dx + (E(f))2 /_00 fe(x)dx

= [ o - 2E©OE©O + €©) 1= [ (o EQ)

—00 —
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Mennyi a £ valtozé médusza, varhatd értéke és szérasa a jelen
feladatban?

A fliggvénynek csak egy maximumhelye van, az x = 2 helyen, ez a médusz.

[ele] 2 4 4 o0
E(€)=/ xfg(x)dx:/ x-de+/ X-X2dx+/ x - 0dx
—00 —00 2 4

4
:o+4/ X—ldx+0:4[|an =4[In4—In2] =277,
2

] 4 4 4
/ XZ'%(X)dX=/ x22dx:/ 4dx = (4 —2)-4 =8,
2 X 2

Var(¢) = /Oo P fe(x)dx — (E(€))* = 8 — (2,77)? ~ 0,33,
D(¢) = / Var(¢) = 1/0,33 = 0,57.

Tehat a & valtozé a 2 érték (mdédusz) kozelébe esik a legnagyobb eséllyel.
A valtozé atlagos értéke 2,77, a varhaté értéktdl vald atlagos eltérés 0,57.
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Egy tetszbleges ¢ valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye a kdvetkezs
médon van definialva:  Fe : R = [0,1], Fe(t) = P(§ < t).

Ha a & értéket gy kapjuk, hogy véletlenszeriien kivalasztunk egy egyedet
egy populacidbdl, és megmeériink egy kérdéses mennyiséget, akkor

F¢(t) = azon egyedek aranya a populaciéban, melyeknél ¢ kisebb, mint t

Tetsz6leges a és b valos szamok esetén teljesiilnek az alabbi egyenléségek:
0 P(¢ <) = Fe(a)
Q@ P(§>a)=1-Fea),
Q P(a <& < b)= Fe(b) — Fe(a).

Hogyan kapjuk meg ezeket az azonossagokat?
O Ez csak az eloszlasfliggvény definicigja.
Q P({>a)=100%— P({ <a)=1— Fa),
©Q P(a<&<b)=P({<b)—P(&<a)=Fe(b) — Fe(a).
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Hogyan irhaté fel az eloszlasfiiggvény a jelen feladatban?
Siiriiségfiiggvény: 1

4/x?, ha2<x<4,
-

0, kiildnben. 0,25 | f
2t 4 X
Eloszlasfiiggvény: Fe(t) = P(£ <t) 1y .
€
@ Hat <2 Fg(t)=0.
o Hat >4 Fe(t)=1.
e Ha2<t<4: > 4 +
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Valésziniiségszamitas

Folytonos valésziniiségi valtozék

Legyen & tetsz6leges val6sziniiségi valtozo, és legyen « € (0,1).

valtozé a-kvantilise egy olyan g, valés szam, melyre P(§ < g.) = «

A€
P < ga) = P€=ga)=1-a

T—@®0

o

A kvantilis jelentése: a vizsgalt £ mennyiség a teljes populacion beliil
o az egyedek a hanyadanal kisebb, mint q,,

o az egyedek 1 — o hanyadanal nagyobb vagy egyenls, mint q,.

Megjegyzés: Az a-kvantilis nem mindig létezik, és ha létezik, akkor nem
feltétlentl egyértelmdi.

Nevezetes kvantilisek:
o Median: ggq9,

o Alsé és fels6 kvartilis: go59, és g5,
o Decilisek: g199, 929%,

<o 490%
Kunosné Nedényi Fanni, Sziics Gabor
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Adjuk meg a mediant valamint az alsé és a felsd kvartilist a jelen
feladatban.

1
0, t<2,
Fe(t)=<¢2—4/t, 2<t<4, o
1, t> 4.

Tetsz6leges 0 < a <1 szam esetén

a =P < qa) = Fe(qa) =2~ 4/qa.

Ebbdl kovetkezik, hogy g, =4/(2 — «). A kérdéses értékeket az alabbi
tablazat tartalmazza. A median és a két kvartilis négy részre bontja fel a
valtozé értékkészletét, és a valtozé mindegyik részbe 25% eséllyel esik bele.

1

a | 25% 50% 75%
Go | 229 2,67 32 0,25

2 220 2,67 3.2 s X
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

A moédoszok szama alapjan kétfajta siriségfliggvényt kiilonboztetiink meg:
egymdéduszi és tobbmdéduszi siriségfiiggvényt.

SN VI

egymoduszi tobbméduszi

A t6bb médusz gyakran arra utal, hogy a populaciét tobb részpopulacidra
lehet felbontani, melyeken beliil a vizsgalt & mennyiség mar egymdédusza.
Példa: labméret eloszlasa a felnétt népességen beliil.

o kék gorbe: a labméret siiriiségfiiggvénye a felntt népességen beliil,

o z0ld gorbe: a labméret siiriiségfiiggvénye a nék kérében,

@ piros gorbe: a labméret siiriiségfiiggvénye a férfiak korében.

36 33 40 2 44
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Valésziniiségszamitas ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Tegyiik fel, hogy a siirliségfiiggvénynek csak egyetlen médusza van. A
mddusz, a median és a varhatd érték jelentése:

o Médusz: A valtozé ezen érték kdzelébe esik a legnagyobb eséllyel.
° . A valtozé ,kozépsG' értéke.
e Varhato érték: A véltozé atlagos értéke.

Ha a siirisgfiiggvény szimmetrikus, akkor a harom mennyiség megegyezik.
Ha a sirliségfiiggvény nem szimmetrikus, akkor jellemz8en(!):

o Balra ferde siirliségfliggvény esetén: varhaté érték < < médusz

@ Jobbra ferde siiriiségfiiggvény esetén: médusz< <varhaté érték

balra ferde fiiggvény szimmetrikus fliggvény jobbra ferde fiiggvény
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Valésziniiségszamitas A normalis eloszlas

A normalis eloszlas

Az 1 valdsziniiségi valtozéd normalis (méasnéven normal vagy Gauss-)
eloszlast kdvet € R (mid) és o >0 (szigma) paraméterekkel, ha a
stirtiségfiiggvénye:

£ (x) 1 ,(x—;é)z
= — 20
4 V2mo? ¢ fy

A siirliségfiiggvény neve: Gauss-goérbe, haranggorbe.

A normalis eloszlas fontosabb alkalmazasai:
o Meérési hibak modellezése: mért érték = igazi érték + mérési hiba,
ahol a mérési hiba normalis eloszlast kovet.
° Elettudoményok: szamos mennyiség (testmagassag, vérnyomas, 1Q)
normalis vagy a normalisbdl szarmaztatott eloszlast kdvet.
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Valésziniiségszamitas A normalis eloszlas

A normalis eloszlas tulajdonsagai:
o fy(x) >0 minden x valds szamra, ezért R, =R.

o E(n)=pn é D(n)=o.
o A siirliségfiggvény szimmetrikus, ezért médusz = median = E(§) = p.

Hogyan hat a két paraméter a siirliségfiiggvényre:
e o: a siirliségfiiggvény alakjat hatarozza meg,
@ 4 eltolas, a siirliségfiiggvény szimmetriatengelye.

—u=0,0=1
—pn=0,0=2
—u=0,0=05

W=2,0=05 o
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Valésziniiségszamitas A normalis eloszlas

A p=0 é o =1 paraméteres normalis eloszlast standard normalis
eloszlasnak nevezziik. Jelolésben: 7gq1. Stirliség- és eloszlasfiiggvénye:
t

P00 = = o) = Plns <) = [ ol

A o fiiggvény tulajdonsagai:

<05, hat<0,
®(t)§ =05, hat=0, O(—t) =1—d(t).
> 05, hat>0,
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Valésziniiségszamitas A normalis eloszlas

Ha 7 normalis eloszlasi, akkor tetszéleges a és b valdés szamokra:

P( P b) /bf ( )d /b 1 7(><—;£)2d
asns = X)ax = ——e 20 X
a a V20?2

Probléma: ezt az integralt nem tudjuk papiron kiszdmolni.

3

a b
Legyen 7 normalis eloszlasi p varhaté értékkel és o szérassal. Ekkor
az (n—p)/o valészinliségi valtozét n standardizaltjanak nevezziik.
Megmutathatd, hogy ez az (i valtoz6 standard normalis eloszlas kdvet.

Ha 7 normalis eloszlast valtozo, akkor standardizalassal:

P(a<n<b):P<a;“<";“< b;“) :cb(b;“)—cb(a;“).
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Valésziniiségszamitas A normalis eloszlas

Feladat. Egy tejgyarban az 1 literes dobozos tej csomagolasat automata
toltéberendezés végzi, és a dobozokba téltott mennyiség egy normalis
eloszlasi valésziniiségi valtoz6, melynek varhato értéke a névleges tartalom
és szérasa o = 10 ml. Véletlenszer(ien kivalasztunk egy dobozt.
@ Mennyi annak a valészintisége, hogy a doboz legfeljebb 2,5%-kal tér el
a névleges tartalomtdl?
@ Mennyi annak az esélye, hogy a doboz legalabb 990 ml tejet tartamaz?

Legyen 7 a kivalasztott dobozban talalhaté mennyiség. Az n valtozé
normalis eloszlast p = 1000 ml varhaté értékkel és o = 10 ml szérassal. A
kovetkezd val6sziniiségekre (=teriiletekre) vagyunk kivancsiak, de ezek
most nem szamolhat6ak ki integralassal:

P(975 <9< 1025)

070 900 # 1010 1030 970 990 £ 1010 1030
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Valésziniiségszamitas A normalis eloszlas

Az els6 valészinliség standardizalassal hatarozhaté meg:

0 ~ o - 10
— P(=2,5 < o1 < 2,5) = #(2,5) — (—2,5) = 0,9938 — 0,0062 = 0,9876,

P(975 < n < 1025) = p<975 — 1000 _n—p _ 1025 — 1000)

Ez azt jelenti, hogy a tejesdobozok 98,76%-a tartalmaz 975 ml és 1025 ml
kozotti tejet. Itt felhasznaltuk azt, hogy

®(—2,5) =1 — (2,5) = 1 — 0,9938 = 0,0062.

A maésodik valészinliség az elsé mintéjara:

— 990 — 1000
P(n > 990) = P(” ~ £ = ) = P(np1 > —1)

=1-P(noy <-1)=1-d(-1)=1-[1—d(1)]
=1-[1-0,84] =0,84.

Kunosné Nedényi Fanni, Sziics Gabor Biostatisztika 2018/19 &szi félév 33 /124



Valésziniiségszamitas A normalis eloszlas

Feladat. Adjunk meg egy olyan [a, b] intervallumot, amire teljesiil, hogy
a tejesdobozok 95%-a ebbe az intervallumba esik: P(a <n < b) = 0,95.

Az intervallumot [u — co, pu+ co] alakban fogjuk keresni. Ismét csak
standardizalassal:

0,95:P(u—ca§n§u+ca):P<—c§77_ugc>
g

=P(—c<mo1<c)=d(c)—d(—c)=d(c) — [1 - ®(c)] =2¢(c) — 1.
Ebbél azt kapjuk, hogy @(c) =0,975 = $(1,96), tehat c = 1,96.
Tehat a kérdéses intervallum: [ — 1,960, u + 1,960] = [980,4,1019,6].

P(a<n<b)=9%
a 1 =1000 b
Kdzelits intervallum a 20-szaballyal: [ — 20, u + 20] = [980, 1020].
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Valésziniiségszamitas A normalis eloszlas

Az alabbi abra azt mutatja meg, hogy egy 7 normalis eloszlasa valtozé
mekkora eséllyel esik a varhat6 érték két oldalara felmért intervallumokba:

68,2%
<7Z 95,4% v
« 99,75% .
0,1% Me% 341% | 34.1% 13,M 0,1%

w—30c pu—20 pu—1lo iz p+lo pu+20 p+30

Legyen 7 normalis eloszlasa valtozé. Ekkor:
o lo-szabaly: P(u—o0<n<p+o)~68%,
o 20-szabaly: P(u—20 <n < p+20)~95%,
o 30-szabdly: P(u—30 <n < p+30)~99,75%.
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Matematikai statisztika = Statisztikai alapfogalmak

Statisztikai alapfogalmak

Legyen adva egy populacid, és tekintsiink egy mennyiséget az egyedeken
(életkor, testtdmeg, utédok szama, stb.). Véletlenszeriien kivalasztunk egy
egyedet, és £ jeldli a vizsgdlt mennyiséget a kivalasztott egyed esetében.
Valésziniiségszamitas: Ha ismerjilk a £ valtozé valésziniiségeloszlasat
vagy siirliségfiiggvényét, akkor ki tudjuk szamolni a kovetkezé értékeket:

e E(&) = a vizsgalt mennyiség atlagos értéke a populacion beliil,

e D(§) = a vizsgalt mennyiség szérasa a populacion beliil,

e P(a<¢ < b)=arany a teljes populacién beliil.
Matematikai statisztika: Nem ismerjiik a & valtozé valdsziniiségeloszlasat
vagy siirliségfiiggvényét, ezért nem tudjuk kiszamolni ezeket az értékeket.
Ehelyett megfigyeléseket végziink a £ valtozéra, és a kapott minta alapjan
vonunk le kdvetkeztetéseket. Célok:

o Becsléselmélet: Adjunk becslést a varhaté értékre, szérasra, stb.

o Hipotézisvizsgalat: Adott egy allitas a £ mennyiséggel kapcsolatban.

(Pl: E(¢) = 2.) Dontsiik el, hogy ez az allitas igaz vagy hamis.
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Matematikai statisztika = Statisztikai alapfogalmak

Statisztikai alapfogalmak:
o Hattérvaltozé: Az a £ val6sziniiségi valtozd, melyet vizsgélunk.
o Statisztikai minta (statistical sample): &;,...,&, valdsziniiségi
valtozék, fiiggetlen megfigyelések a ¢ valtozéra. Jellemz8en:
véletlenszeriien kivalasztunk n egyedet a teljes populaciobdl.
e Mintarealizacié (realization, observations): a &, ..., &, valtozdk
megfigyelés soran kapott konkrét értékei.
e Mintaméret (sample size): a megfigyelések szama (n).
Hogyan is torténik ez a gyakorlatban:
o Kivancsiak vagyunk egy £ mennyiség eloszlasara egy populaciéban.
o Megtervezziik a mintavételezést és a statisztikai kiértékelést. Ezen a
ponton a mintaelemek valdsziniiségi valtozék: még nem tudjuk, hogy
mik lesznek a megfigyelt értékek.
o Elvégezziitk a mintavételezést, ezzel megkapjuk a realizaciét, tehat a
mintaelemek konkrét értékeit.
o Elvégezziik a statisztikai elemzést a realizacion. (Mi a tovabbiakban
nagyrészt ezzel a lépéssel foglalkozunk.)
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Matematikai statisztika Leiré statisztikak (descriptive statistics)

Leird statisztikdk (descriptive statistics)

Egy & hattérvaltozd varhaté értékét, varianciajat és szérasat a kovetkezd
moédon becsiilhetjiik meg egy &1,...,&, minta alapjan:

o Empirikus varhat6 érték, mintaatlag (sample mean):

=) = 2T S (g

o Empirikus variancia (sample variance):

Var,(&) = (& -9 +','7'+ (€ —8)" Var(¢)

o Empirikus széras (standard deviation): D,(§) = / Var,(§) = D(§)

v

Miért igy van definialva az empirikus variancia?

(& —E@©)) + -+ [ — E©))

n

Var(§) = E([f - E(f)]Q) ~ ~ Varp(§)
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Matematikai statisztika Leiré statisztikak (descriptive statistics)

Az el6z6 oldalon felsorolt becslések er8sen konzisztensek, tehat

En(§) = E(S),  Vara(§) = Var(§),  Dn(§) = D(§),  n— oo

Ez azt jelenti, hogy ezek a becslések nagy n esetén pontosak lesznek.
Probléma: kis n esetén Var,(§) és D,(§) tipikusan alabecsli az igazi
varianciat és szérast. Megoldas: kicsit megndveljiik ezeket az értékeket.

Korrigalt empirikus variancia és korrigalt empirikus széras:

Var, (&) ~ Var(¢), D3 (&) = / Vari (&) = D(§).

n

Vary() =

Nagy mintaméret esetén a korrigalas csak kis mértékben valtoztat a
becsléseken. Kis mintaméret esetén viszont jelent8s a ndvekedés.

A korrigalas soran kapott becslések kis n esetén pontosabban, mint az
eredeti becslések, de az erfs konzisztencia is megmarad:

Vary(€) — Var(¢),  Dj(€) > D(€), n— o
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Matematikai statisztika Leiré statisztikak (descriptive statistics)

Feladat: A kar férfi hallgatéinak testmagassagat vizsgaljuk, jeldlje & egy
véletlenszeriien kivalasztott férfi hallgaté magassagat. Megfigyeléseket
végziink a valtozoéra, a kdvetkez§ realizaciét kapjuk: 180, 175, 188, 168,
173, 183. Adjunk becslést a testmagassag atlagara és szérasara.

_ 180 + 175+ 188 + 168 + 173 + 183
§=Es(§) = 5

180 — 177,8)2 + - -- + (183 — 177,8)?
Varﬁ(g):( ) . ( )

De(¢) = /43,81 = 6,62 ~ D(¢).

A kis mintaméret miatt (n = 6) a szérast jobb a korrigalt szérassal becsiilni:

— 1778 ~ E(),

= 43,81 ~ Var(¢),

Vari(€) = 243,81 _ 5257, Di(¢) = /52,57 = 7,25 ~ D(¢).

Foglaljuk dssze, hogy mit kaptunk:
o atlagos testmagassag a populaciéban = E(§) ~ 177,8,
@ a testmagassag szorasa a populaciéban = D(§) ~ 7,25.
Ezt a két értéket publikaciokban igy szoktak kdzdlni:  177,8 + 7,25 cm.
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Matematikai statisztika Leiré statisztikak (descriptive statistics)

Ha van egy mintarealizaciénk, akkor a mintaatlag egy becslés az ismeretlen
varhaté értékre. Ha egy masik mintavételbdl szarmazé masik realizaciéval
dolgozunk, akkor egy masik becslést kapunk ugyanarra a varhaté értékre. A
mintaatlag egy valdszin(iségi valtozd, ami a realizaciétdl fligg.

Tétel. A mintaatlag varhaté értéke és szérasa:

E()=E() &  D(&)=D(&)/Vn

Ertelmezziik a kapott eredményeket:

@ Ha minden lehetséges realizaciébdl kiszamolnank a mintaatlagot,
akkor atlagban a varhato értéket kapnank. Ez egy j6 tulajdonsag,
amit tozitatlansagnak neveziink.

@ Ha minden lehetséges realizaciébdl kiszamolnank a mintaatlagot,
akkor ezek az értékek atlagosan D(&)/+/n mértékben térnek el a
becsiilni kivant E(&) varhaté értéktdl. Tehat atlagosan ennyit
tévediink a becslés soran.

Vegyiik észre: D(&)/y/n— 0, amint n— oo. Ez azt jelenti, hogy
egyre nagyobb minta alapjan egyre kisebb hibaval tudunk becsiilni.
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Matematikai statisztika Leiré statisztikak (descriptive statistics)

Standard hiba (standard error of the mean, s.e.m.): SE = D}(&)/v/n.
Jelentése: a D(&) sz6éras becslése a minta alapjan.

@ Ha a standard hiba kicsi, akkor a mintaatlag minden realizacié esetén
pontos becslése lesz a varhatd értéknek.

@ Ha a standard hiba nagy, akkor vannak olyan realizaciék, melyekre a
mintaatlag pontatlan becslést ad a varhaté értékre.

Feladat: Hatarozzuk meg a standard hibat a jelen feladatban.
Amit tudunk: n=26, Es({)=177,8, Dg(§) =7,25.

Ekkor: SE =7,25/v/6 = 2,96.

Foglaljuk Gssze, hogy mit kaptunk:

o Az ismeretlen varhaté értékre adott becslésiink: 177,8. Ez csak egy
becslés, nem fogja pontosan telibe talalni az igazi varhaté értéket.

e A standard hiba: 2,96. A mintaatlag varhatdan ennyivel tér el az igazi
varhaté értéktsl, varhatéan ennyi a becslés hibaja.

o Ezt a két értéket igy szoktak kézolni: 177,8 + 2,96 (SE).
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Matematikai statisztika Leiré statisztikak (descriptive statistics)

A £ valésziniiségi valtozé a-kvantilise egy olyan g, valds szam, melyre
P(§ < o) = . Jelentése: a populacién beliil a vizsgalt £ mennyiség
az egyedek « hanyadanal kisebb, mint q,.

Az a-kvantilis becslésére egy &1,...,&, statisztika minta alapjan tobb
modszer is létezik. Mi most nem adunk preciz matematikai formulat a
becslésre, csak a becslés alapdtletét ismertetjiik.

Empirikus kvantilis, percentilis (percentile): Az a g, szam, melyre
teljesiil, hogy a &,...,&, értékek « hanyada kisebb, mint §,.
Példaul: empirikus median:

. a kozéps6 mintaelem, ha n paratlan,
q50% = e LR 4 <
° a két kozépsé atlaga, ha n paros.

Feladat: Adjunk becslést a testmagassag elméleti medianjara a kar férfi
hallgatéinak populaciéjaban.
A rendezett minta: 168, 173, 175, 180, 183, 188. A becslés:

G50% ~ G500, = két kdzépsS mintaelem atlaga = 177,5.
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Matematikai statisztika Leiré statisztikak (descriptive statistics)

A boxplot egy olyan grafikon, mely az alabbi statisztikai mutatészamokat
abrazolja egyszer( formaban:

S max = legnagyobb mintaelem

bajusz (whisker)

G759, = fels6 kvartilis

doboz (box)

650% = median
Goso, = also kvartilis

bajusz (whisker) {

—) min = legkisebb mintaelem

Tovéabbi mutatészamok:
o Terjedelem (range) = max — min = a boxplot magassaga,

o Interkvartilis tavolsag (interquartile range):

IQR = fels6 kvartilis — alsé kvartilis = a doboz magassaga.
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

A statisztikdban egy minta alapjan kétféle formaban becsiilhetjik meg az
ismeretlen mennyiségeket (varhaté érték, szérast, stb.):
o Pontbecslés: Az ismeretlen mennyiséget egyetlen szaimmal becsiiljiik
meg, és reménykediink benne, hogy nem tévediink nagyot.
o Intervallumbecslés: Egy intervallumot adunk meg, mely nagy
megbizhatésaggal tartalmazza a kérdéses mennyiséget.

Legyen &i1,...,&, statisztikai minta egy £ val6sziniiségi valtozora, és
legyen « € (0,1). A minta alapjan felirt [a, b] intervallumegy 1—«
megbizhatésagi konfidencia intervallum a varhaté értékre, ha

P(E(g) € [, b]) —1-a

o A megbizhatésag altalaban 90%, 95% vagy 99% szokott lenni, a
biostatisztikaban tipikusan a 95%-ot hasznaljak.

@ A konfidencia intervallum hasonlé médon definialhaté tetszéleges mas
mutatészamra is (széras, variancia, median, stb.)
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

Feladat: Legyen & normalis eloszlasi valésziniiségi valtozé ismeretlen
varhaté értékkel és ismert o szérdssal. Egy &1,...,&, statisztikai minta
alapjan adjunk konfidencia intervallumot a varhaté értékre.

Tétel. Ha a ¢ hattérvaltozé normalis eloszlasi, akkor a & + -+ &,
Osszeg ésa & = ({&1+---+&,)/n mintaatlag is normalis eloszlasa valtozo.

Jeldlie pz és oz a mintaatlag varhat értékét és szérasat. Ekkor

o puz=E(&) =E()=upn,

o 0z = D(€) = D(§)/v/n = o/
Az alabbi abran a ¢ hattérvaltozé és a & mintaatlag siiriiségfiiggvénye
lathato:
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

Elgszor megadunk egy olyan intervallumot, mely 1 —a valészinlséggel
tartalmazza a ¢ valtozét. Az intervallumot most is [uz — cog, puz + cog
alakban keressiik. Standardizalassal:

1—a=P(uzs—coz << pz+cog) =P —c< on <c
He E=6=HE 3 =T

= P( —c<mno1 < c) =®(c) — P(—c) =d(c) — [1 — Cb(c)] =20(c) -1

Tehat ®(c) =1— /2, amibsl c=®"1(1 —a/2). Ezt az értéket ki
tudjuk keresni a tablazatbdl tetszéleges « € (0,1) esetén.

'l

A fenti nagy formulat a kdvetkezé médon tudjuk tovabbalakitani:

1—a=P(uz — cog <& < pz + cog) = P(— € — cog <—pg <—E+ cop)
_ _ - o . o

= PE+cozzpuz2E—cog) = P(E+c2pnzE-c )

De hat ez éppen egy konfidencia intervallum az E(§) =y ismeretlen
varhaté értékre:

ecofereeestres)
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

Legyen £ normalis eloszlasi valtozé ismert o szérassal. Ekkor a valtozé
varhato értékére a kdvetkezd formaban adhaté 1 — o megbizhatésagi
konfidencia intervallum:

o - o 1 o
§—cﬁ,§+cﬁ], c=9¢ (1—2).

Feladat: Tegyiik fel, hogy a kar férfi hallgatéinak testmagassaga normalis
eloszlasi o =7 cm szérassal. Adjunk 95% megbizhatésagi konfidencia
intervallumot a testmagassag varhaté értékére (az atlagos testmagassagra).
A minta: 180, 175, 188, 168, 173, 183.
A mintaméret és a mintaatlag: n =6, E: 177,8.
Most o =5% = 0,05, tehdt c = ®~1(0,975) = 1,96.
Az intervallum:

7 7

177,8 —1,96— , 177,8 + 1,96
V6 V6

De mi ennek az intervallumnak a jelentése?

= [172,2, 183 ,4].
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

Probléma: a ¢ hattérvaltozo igazi szérasat sosem tudjuk.

Megoldas: helyettesitsiik a szérast a becslésével: o ~ D} (£). Ennek az

az ara, hogy a ¢ értéket a Student-eloszlas tablazatabol kell kikeresni.

Legyen & normalis eloszlasii valtozé ismeretlen szérassal. Egy 1 — «
megbizhatésaga konfidencia intervallum a valtozé varhaté értékére:

D5(€) D (§)
vn vn

Itt ®,_1 az n—1 szabadsagi fokd Student-eloszlas eloszlasfiiggvénye.

E—C 7E+C

= [E—CSE,E—FCSE], c:¢n_11<1—§>.

Feladat: Adjunk 95% megbizhatésag konfidencia intervallumot a kar férfi
hallgatdinak atlagos testmagassagra ismeretlen széras esetén!

Most: n=6, £=177,8, D§(&) =725 c=;1(0,975)=2,57.

Az intervallum:

7,25 7,25

1778 — 257>, 177,84+ 2,57
V6 V6

= [170,2, 185,4].
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

Kérdés: Hogyan értelmezhets a kapott eredmény?
A mintavételezés sordn a véletlen sok kiulonboz8 mintarealizaciét sorsolhat
ki nekiink. Ezek két csoportba sorolhatdak:

@ ,J&" mintarealizacidk: az ezekbél szamolt konfidencia intervallum
tartalmazza az ismeretlen varhat6 értéket. Ezek teszik ki az Gsszes
lehetséges mintarealizacié 1 —« = 0,95 hanyadat.

@ ,Rossz” mintarealizacidk: ezek félrevezetSek, ugyanis a bel6liik
szamolt konfidencia intervallum nem tartalmazza a varhaté értéket.
Ezek alkotjadk az Gsszes realizacié « = 0,05 hanyadat.

Kérdés: Ebben a feladatban j6 vagy rossz mintarealizaciét kaptunk?

Ezt nem tudjuk eldonteni. Csak reménykedhetiink benne, hogy a jék koziil
kaptunk egyet, ugyanis ezek vannak tobbségben.

Kérdeés: Ismeretlen sz6ras esetén miért kaptunk bévebb intervallumot?

Nem volt ismert a szdéras, ami tovabbi bizonytalansagot jelentett. Emiatt
egy kis ,rahagyassal” kellett szamolnunk: nagyobb lett a ¢ érték, ami
bévebb intervallumot eredményezett.
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

Kérdés: Hogyan értelmezhets az intervallum:  [¢ — ¢SE, € + ¢ SE|?

A konfidencia intervallum felirdsakor a € mintaatlaghdl indulunk ki, ugyanis
ez egy jO becslése a varhaté értéknek. Erre a becslésre mérjiik fel a ¢ SE
szorzatot két oldalra. Ebben a szorzatban két dolog jelenik meg:

@ A standard hiba szamszeriisiti, hogy mennyire j6l becsli a mintaatlag a
varhat6 értéket, mekkora ,rahagyassal” kell szamolni a konfidencia
intervallum felirasakor.

o A c értékben a megbizhatdsag jelenik meg:

nagyobb megbizhatésag = magasabb c érték = b&vebb intervallum.

Kérdés: Miért nem szamolunk 99,99%-o0s megbizhatésaggal?

A magasabb megbizhatésag szélesebb intervallumot jelent. A tal széles
intervallum viszont neheziti az eredmény alkalmazhatdsagat.

A 95%-o0s valasztas j6 egyensilyt jelent a két cél (magas megbizhatésag és
sziik konfidencia intervallum) kézétt. A megbizhatésag tovabbi novelése
drasztikusan szélesebb intervallumot eredményez. Csak akkor dolgozunk
magasabb megbizhatésaggal, ha a standard hiba alacsony.
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok (confidence intervals)

Kérdés: Mi a helyzet akkor, ha a & nem normalis eloszlasa?

A levezetésnek a kovetkezd tétel volt az alapja: ha a & hattérvaltozd
normalis eloszlast, akkor a & mintaatlag is normalis eloszlast valtozé.

Tétel. Ha a minta nem normalis eloszlasbsl j6n, de a mintaméret elég
nagy, akkor a ¢ mintaatlag kdzel normalis eloszlasd.

A tételnek az a kdvetkezménye, hogy a kapott intervallum egy kdzelits
konfidencia intervallum a varhaté értékre tetszéleges ¢ hattérvaltozé
esetén:

P(E(f)e [E—CSE,E+csE]) ~1l—a.

Kérdés: Mit jelent ebben az esetben az ,elég nagy mintaméret”?
Erre a kérdésre nincs egyszerii valasz, a szitkséges mintaméret attél fiigg,
hogy a & valtozé eloszlasa mennyire hasonlit a normalis eloszlashoz:
o (kozel) szimmetrikus eloszlas esetén 20-30 mintaelem tipikusan elég
szokott lenni a pontos kozelitéshez,
o ferde eloszlas esetén jellemzGen kell legalabb 50, vagy akar még annal
is tobb mintaelem.
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Matematikai statisztika Hipotézisvizsgalat

Hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgalat (hypothesis testing) alapfogalmai:
o Adott egy & hattérvaltozd és egy &1,...,&, statisztikai minta.
o Null-hipotézis (Hg, null hypothesis): Egy allitdis a ¢ valtozoéra.
o Alternativ hipotézis (Ha, alternative hypothesis): Egy masik
allitas a & valtozora.
o A hipotézisvizsgélat célja: A két hipotézis kdziil valamelyik igaz.
Dontsiik el a statisztikai minta alapjan, hogy Hy vagy Ha igaz.

v

Példaul: Hp : E(§) =2, Ha:E(§) =4
A tovabbiakban a kurzuson az alternativ hipotézis mindig a nullhipotézis
tagadésa lesz. Azt kell elddnteni, hogy Hp igaz vagy nem. Példaul:

@ Hy:P({=5)=1/2, Ha:P(=5)#1/2.

@ Hp : € normilis eloszlasti, Ha : £ nem normalis eloszlasa.
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Matematikai statisztika Hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgalat menete:
o Eldontjiik, hogy milyen médszerrel teszteliink.
o A statisztikai minta alapjan kiszamoljuk a prébastatisztika (test
statistic) értékét: s,.
o Meghatéarozzuk a kritikus értéket (critival value): c.

@ Ha |s,| < ¢, akkor elfogadjuk (accept) a nullhipotézist.
Ha |sn| > ¢, akkor elvetjiik (reject) a nullhipotézist.

Az egész olyan, mint egy birésagi targyalas:
e A nullhipotézis a vadlott szava (,artatlan vagyok”).
o A statisztikai minta a bizonyitékok halmaza.
o A prébastatisztika (s,) azt fejezi ki, hogy a vadlott szava mennyire
van ellentmondasban a bizonyitékokkal.
@ A ¢ kritikus érték egy kiiszobérték. Ha |s,| < ¢, akkor a biré hisz
a vadlottnak, és felmenti. Ha |s,| > ¢, akkor nem hisz neki, és elitéli.
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Matematikai statisztika Hipotézisvizsgalat

Feladat: A kar férfi hallgatéinak testmagassagat vizsgaljuk, jeldlje & egy
véletlenszeriien kivalasztott férfi hallgaté magassagat. Mit allithatunk ¢
varhaté értékérsl, az atlagos testmagassagrol a teljes populacién beliil?

o Megfigyelt értékek: 180, 175, 188, 168, 173, 183.

o Becslések: E(¢) ~ & =177,8, D(¢) ~ D{(§) = 7,25.
Teszteljiik a kdvetkezs nullhipotézist:  Hp : E(§) = 175.
Latni fogjuk, hogy a varhaté értéket a t-proba segitségvel lehet tesztelni:

o Prébastatisztika:

. _ £-175 _1778-175
DL(§)/v/n  7.25//6
o A kritikus érték: ¢ =2571. (Miért ennyi? Majd késébb kideriil.)
e Dontés: |s,| < ¢, tehat a nullhipotézist elfogadjuk. A megfigyelt
értékek nincsenek ellentmondasban a nullhipotézis allitasaval.

= 0,946,

Kérdés: Biztosan jol dontottiink? Biztos, hogy a nullhipotézis igaz?
Sajnos nem: ha félrevezetd a minta, amivel dolgozunk, akkor helytelen
kovetkeztetést vonhatunk le, és hibas dontést hozunk?
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Milyen hibakat véthetiink a hipotézisvizsgalat soran:

o Els6faji hiba (type | error): Elvetjiik az igaz nullhipotézist, tehat
bortdnbe kiildiink egy artatlant. Valésziniisége:

a = P(elvetjiik Ho-t | Ho igaz).
e Masodfaja hiba (type Il error): Elfogadjuk a hamis nullhipotézist,
tehat felmentiink egy biindst. Valdszintsége:
B = P(elfogadjuk Hp-t | Ho hamis).
Még egy fogalom:

er6 (power) = P(elvetjitk Hp-t | Hp hamis) =1 — §.

A lehet8ségeket az alabbi tablazatban foglalhatjuk ssze:

elfogadjuk elvetjik

Hy igaz helyes dontés  els6faja hiba

Ho hamis | masodfaja hiba helyes ddntés
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Mire hathatunk és mire nem a hipotézisvizsgalat soran?

o Akkor vetjiik el a nullhipotézist, ha |s,| > c.

@ A nullhipotézis, a tesztelési médszer és a statisztikai minta adott: az

S, prébastatisztika értékét nem tudjuk befolyasolni.

@ A ¢ kritikus értéket (=mennyire szigor(i a biré) mi valasztjuk.
Meg lehet valasztani Ggy a kritikus értéket, hogy mindkét hiba alacsony
maradjon? Erre sajnos nincs lehet&ség:
alacsony elséfaju hiba = magas kritikus érték = magas masodfaji hiba
alacsony masodfaji hiba = alacsony kritikus érték = magas els6faja hiba
Adott n mintaméret esetén a kétfajta hiba nagysaga egymassal ellentétesen
valtozik, ha médositjuk a kritikus értéket:

1 8
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A hipotézisvizsgalat soran az « elséfaji hibat (szignifikancia szintet)
elére meg szoktuk adni, és a kritikus értéket ennek megfeleléen valasztjuk.
A szignifikancia szint kicsi (tipikusan 1%, 5% vagy 10%) szokott lenni
(artatlanok védelme). A 3 maésodfaji hibara nincsen rahatasunk.

A kritikus érték meghatarozésa:
o A feladat megadja az « szignifikancia szintet (=elséfaja hiba).
@ Meghatéarozzuk a hozza tartozé kritikus értéket (c,) és teszteliink.

e A [ masodfaji hiba lehet kicsi vagy nagy is, erre nincs rahatasunk.
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A hipotézisvizsgalat soran megjelend valésziniiségek:

elfogadjuk elvetjiik

Hy igaz 1 — « (nagy) a (kicsi)
Ho hamis | 8 (nem ismert) 1 — 3 (nem ismert)

Hogyan lehet értelmezni a hipotézisvizsgalat eredményét?
o Ha elfogadjuk a nullhipotézist, az nem jelent semmit sem:
o lehetséges, hogy a nullhipotézis igaz, tehat jol dontottiink,
o lehetséges, hogy hamis, és masodfaja hibat vétettiink.
@ Ha elvetjiik a nullhipotézist, az mar jelent valamit:
o lehetséges ugyan, hogy a nullhipotézis igaz, és elséfaja hibat vétettiink,
de ennek kicsi az esélye, ez ritkan torténik meg,
o a nullhipotézis elvetése tipikusan azt jelenti, hogy a nullhipotézis hamis.
Az altalunk tanult tesztelési médszerek esetében 5 — 0, ha n — oco.
Tehat ha noéveljilk a mintaméretet, akkor a masodfaji hiba is alacsony lesz.
Ez azt jelenti, hogy ezeknél médszereknél nagy mintaméret esetén a
nullhipotézis elfogadasa mar tényleg arra utal, hogy a nullhipotézis igaz.
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Az egymintas t-préba

Egymintas t-préba (One sample ¢ test)

Cél a & valésziniiségi valtozé varhato értékének tesztelése egy &1,...,&,
statisztikai minta alapjan.
o Feltevések:

e ¢ normalis eloszlast valtozé ismeretlen o varhato értékkel,
e uo egy tetszbleges hipotetikus érték.

o Nullhipotézis:  Hp : = pg.
@ Prébastatisztika: (t-préba esetén hagyomanyosan t, a jele)
p - S _E—po
n — * -
DA(€)/v/n  SE
o Kritikus értek: ¢, = &1 (1 — a/2).
e Dontés: akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha |[t,]| < c,.-
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Feladat: A kar férfi hallgatéinak testmagassagat vizsgaljuk, jeldlje & egy
véletlenszeriien kivalasztott férfi hallgaté magassagat. Mit allithatunk ¢
varhato értékérdl, az atlagos testmagassagrél a teljes populacion beliil?

o Megfigyelt értékek: 180, 175, 188, 168, 173, 183.

o Becslések: E(¢) ~ €& =177,8, D(¢) ~ DE(¢) = 7,25.
Teszteljik 5%-os szignifikancia szinten azt, hogy Hp : E(§) = 175.
Tegyiik fel, hogy a testmagassag normalis eloszlast kdvet a populacion
beliil. Ekkor a t-préba alkalmazhaté.

o Hipotetikus érték, szignifikancia szint: pg = 175, « = 0,05.

@ Prébastatisztika:

P E—po 1778175
"DV 7.25/v6

o A kritikus érték: ¢, = ¢ 1 (1 — a/2) = &.1(0,975) = 2,571.

e Dontés: |[ty| < c, tehat a nullhipotézist elfogadjuk. A varhaté érték
nem kiilonbozik szignifikans (=statisztikailag kimutathatd)
mértékben a 175-6s értéktsl.

— 0,946,
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Mi a gondolat a t-préba mogott? A mintaatlag j6 becslése a p igazi
varhaté értéknek, tehat

§—M0%M—Mo
SE SE

A Hp:p=po nullhipotézist teszteljiik.

ty =

@ Ha a nullhipotézis igaz, akkor

e Ha a nullhipotézis nem igaz, akkor

1= o
ty .
SE 70

A nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha |t,| < c,, tehat ha ¢, nulldhoz
kozeli szam. Ez logikus &tlet, hiszen

@ ha t,~0, akkor az arra utal, hogy Hp igaz,

@ ha t,#0, akkoraz arra utal, hogy Hy nem igaz.
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Fejtsiik ki egy kicsit jobban az el6z8 oldalt! Mikor fogadjuk el Hp-t?

lth| <€ <= —ca<th<cy < —c <

€ — po
< <
SE — @
= {—cSE< o <€+ SE < o€ [€—caSE, £+ ¢, SE]

Amit kaptunk, az az 1 — « megbizhatésaga konfidencia intervallum a
normalis eloszlas varhaté értékére. Ekkor

P (elfogadjuk Ho-t | Ho igaz) = P(,uo € [€—cuSE, E+cuSE] | = Mo)
= P(u € E— ¢, SE, gﬁ-caSE]) =1-oa.
Ebbésl kovetkezik, hogy

P(elvetj[ik Ho-t | Ho igaz) =1- P(elfogadjuk Ho-t | Ho igaz) = a.
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Az el6z6 oldalon levezetett szdmolasnak tébb fontos kdvetkezménye van:

@ A préba pontosan akkor fogadja el a o hipotetikus varhaté értéket,
ha pp az 1— a megbizhatésagu konfidencia intervallumba esik. A

konfidencia intervallum értelmezhetd olyan médon, mint a ,hihetd
varhaté értékek halmaza.

@ Ha a minta normalis eloszlasbdl jon, akkor a t-préba pontosan betartja

az el6irt elséfaju hibat:
P (elvetjiik Ho-t | Ho igaz) = megadott szignifikancia szint.

@ Ha a minta nem normalis eloszlasbdl szdrmazik, de a mintaméret elég
nagy, akkor a t-préba hasznalhaté a varhaté érték tesztelésére. Ebben
az esetben a préba csak kozelitleg tartja be az el6irt els6faji hibat:

P (elvetjiik Ho-t | Ho igaz) ~ megadott szignifikancia szint.
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Lefutattam a t-prébat 5%-os szignifikancia szinten a testmagassagokra az
R programmal, az alabbi eredményt kaptam:

One Sample t-test
data: magassag
t = 0.95723, df = 5, p-value = 0.3824
alternative hypothesis: true mean is not equal to 175
95 percent confidence interval: 170.2246 185.4420
sample estimates: mean of x 177.8333

Ertelmezziik, hogy milyen informacié van az outputban:
Egymintas t-préba a ,magassag’ nevii adatsoron.
Prébastatisztika: t = 0.95723, szabadsagi fok (degrees of freedom): df = 5.
Nullhipotézis és alternativ hipotézis: Hy : =175, Ha: p # 175.
95%-os konfidencia intervallum: [170.2246, 185.4420].
Mintaatlag: 177.8333
A program altal adott értékek kissé eltérnek attél, amit mi kaptunk: nalunk
sok volt a kerekitési hiba. Felmeriil6 kérdések:
@ Hol a kritikus érték és a dontés? Es mi az a ,,p-value’?
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A p-érték (p-value) az a hatar szignifikancia szint, amikor még éppen
elfogadjuk a nullhipotézist, tehat cp, yaiwe = to.  Ekkor

elvetjik Hp-t <= |ty > cn <= p-value < a.

A statisztikai programok tesztelés sordn gyakran nem a kritikus értéket,
hanema p-értéket adjak meg. A p-érték 0 és 1 kdzé esik, és értelmezhets

olyan médon, hogy mennyire ,hihetd” a nullhipotézis az adott statisztikai
minta mellett. A nullhipotézist akkor vetjiik el, ha a p-érték alacsony.

elvetjilk Ho-t elfogadjuk Hp-t
Az el6z6 feladatban: p-value = 0.3824 > o = 0.05, tehat Hp-t elfogadjuk.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

Kétmintas hipotézisvizsgalat

Legyenek & és n valdsziniiségi valtozék. Két statisztikai minta:
® &1,..., &, flggetlen megfigyelések &-re,
® 11,...,Nm figgetlen megfigyelések 7n-ra.
A mintak segitségével becsléseket végezhetiink:
o {=En(§) = E(S), Dy(£) = D(9).
o 77 =Em(n) ~ E(n), D (n) = D(n).

A mintak tipikusan kétfajta kapcsolatban allhat egymassal:

o Fiiggetlen mintak (independent samples): A mintak kdz6tt nincs
kapcsolat, mert a két minta fiiggetlen mintavételezésbdl szarmazik.
Példaul: egymastdl fiiggetleniil vesziink mintat két részpopulaciébél.

o Osszetartozé mintak (paired samples, related samples):
A & ésaz n; meghigyelés minden i esetén a populacié ugyanazon
egyedére vonatkozik, ezért ezek az értékek nem fliggetlenek egymastdl.
Ebben az esetben mindig n= m.

Kunosné Nedényi Fanni, Sziics Gabor Biostatisztika 2018/19 &szi félév 67 / 124



Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

Feladat: Dontsiik el, hogy az alabbi példakban fiiggetlen vagy sszetartozé
mintakrdl van szé.

Q@ o &,..., & nvéletlenszeriien kivalasztott férfi hallgat6 testmagassaga,
@ n1,...,Mm: m véletlenszer(ien kivalasztott néi hallgaté testmagassaga.
Fiiggetlen mintak: a mintak fliggetlen megfigyelésekbdl jonnek.
Q@ o &,....&: nférfi hallgaté testmagassaga egy mai felmérésben,
@ 11,...,My: ugyanezen hallgaték édesanyjanak testmagassaga.
Osszetartoz6 mintak: a megfigyelések azonos egyedekre vonatkoznak.
Q@ o &,...,&,; nférfi hallgaté testmagassidga egy mai felmérésben,
@ 11,...,Mn: n férfi hallgaté testmagassiga egy 5 évvel ezeléitti

fiiggetlen felmérésben.
Fiiggetlen mintak: a mintak flggetlen megfigyelésekbél jonnek.
Q o &,...,&: nférfi hallgaté testmagassidga egy mai felmérésben,

® M,...,Mn: ugyanezen hallgatok testmagassaga egy 5 évvel ezel6tti
felmérésben.

Osszetartozé mintak: a megfigyelések azonos egyedekre vonatkoznak.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

A ¢ ésaz n valésziniiségi valtozé egyiittesen normalis eloszlast
kovet, ha tetszbleges a és b val6s szamok esetén a& + by normalis
eloszlast. Ez egy kicsivel tobb annal, hogy & és n normalis eloszlasa.

Tegyiik fel, hogy

o £ é&s 1 egylittesen normalis eloszlasaak,

© avarhat6 értékek (u¢ és pi,) ismeretlenek,

® &1,...,6n és m,...,mp Osszetartozé mintak,
Célunk a kovetkezé nullhipotézist tesztelni:  Hp @ pig = fun).
Gondolatmenet:

o (+1)¢+ (—1)n =& —n normalis eloszlast valtozé.

@& —m,..., & — Ny statisztikai minta a £ —n valtozéra.

o E(¢—n)=E() —E(n) = pe — py, ezért Hy < E(E—n)=0.

o Teszteltjiik a Hp : E(§ — 1) =0 nullhipotézist egymintas t-prébaval.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

Foglaljuk dssze, hogyan lehet dsszetartozé mintak varhaté értékét tesztelni:

Paros t-préba (paired samples t test)

Cél a varhaté értékek tesztelése Osszetartozé mintak esetén.
o Feltevések:

e £ és n egyiittesen normalis eloszlastak,
o avarhato értékek (ue és p,) ismeretlenek,
e &,...,&, és mi,...,m, Osszetartozé mintak.

Nullhipotézis:  Hg : g = piy).
Prébastatisztika:

A Sk, el
D7 (& —n)/v/n
Kritikus értek: ¢, = &1 (1 — a/2).

Dénteés: akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha |t,| < c,-
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

Feladat: Teszteljik azt, hogy a kar jelenlegi férfi hallgatéinak atlagos
testmagassaga nem véltozott ez elmilt 5 év folyaman. (o = 5%)

Legyen
o & = véletlenszeriien kivalasztott férfi hallgaté testmagassaga ma,
@ 1 = ugyanezen hallgaté testmagassaga 5 évvel ezel6tt,
@ ¢ — 1 = testmagassag valtozasa 5 év alatt.
Varhaté értékek:
o ¢ = E(&) = férfi hallgatdk atlagos testmagassaga ma,
® /i, = E(n) = ugyanezen hallgaték atlagos magassaga 5 évvel ezel6tt,
@ i — py = E(§ —n) = atlagos magassagvaltozas 5 év alatt.
Nullhipotézis:  Hp : p1e¢ = i, Helyette:  Hp : E({ — 1) =0.
Statisztikai mintak: (n = 6)
o Kivalasztott hallgaték magassaga ma: 180, 175, 188, 168, 173, 183.
@ Ugyanezen hallgaték magassaga 1 éve: 175, 172, 184, 167, 170, 178.
e Mintaa &—n valtozéra: 5, 3,4,1,3,5.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

Minta a & —n valtozéra: 5, 3, 4,1, 3, 5.
Becslések:
e Mintaatlag: £ —n=35~E(£—n).
o Korrigalt empirikus széras: Dg(¢ —n) = 1,52 ~ D(¢ — 7).
Nullhipotézis: Hp : E({ — 1) = 0.
Egymintés t-préba:

@ Prébastatisztika:

P E—n 35—0
" )

_ = = 5.,64.

DL(§—n)/vn  152/V/6

o A kritikus érték: ¢, = ¢ 1 (1 — a/2) = &;1(0,975) = 2,571.

e Dontés: |t,| > c,, tehat a nullhipotézist elvetjiik. A populaciéban
az atlagos testmagassag szignifikans médon valtozott az elmalt 5 év
folyaman.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

A kovetkezé médszerrel fiiggetlen mintak varhaté értékét tesztelhetjiik:

Kétmintas t-préba (independent samples t test)

Cél a varhatd értékek tesztelése fiiggetlen mintak esetén.
o Feltevések:
e £ és n normalis eloszlastak,
o avarhato értékekek (ue és p,) ésaszérasok (o¢ és o)
ismeretlenek,
o a szérasok megegyeznek: o, = oy,
o &1,...,&, és m,...,nm fuggetlen mintak.

o Nullhipotézis:  Hg : pig = fun).
o Prébastatisztika: tnm = (£ —7)/Dnm, ahol
D = 1/ [(1 = 1) Vara(€) + (m — 1) Varp ()] — -
’ " ™M am(n+ m—2)
o Kiritikus érték: ¢, = d>;im_2(l —a/2).
o Dontés: akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha [t, m| < c,.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

Mi a kétmintas t-préba alapotlete? A mintaatlag j6 becslés a varhaté
értékre, ezért B
- §—N  He—
’ Dn,m Dn,m

A Hp : e = iy nullhipotézist teszteljiik.

@ Ha a nullhipotézis igaz, akkor

He — Hn
thm ~ =0.
mm Dn,m
e Ha a nullhipotézis nem igaz, akkor
~ P&~ Hn £ 0.

thm &~
' Dn,m

A nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha t, » nullahoz kézeli szam. Ez
logikus Gtlet, hiszen

@ ha t,m~0, akkoraz arra utal, hogy Hp igaz,
@ ha t,m#0, akkoraz arra utal, hogy Hp nem igaz.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

Feladat: Teszteljik azt a nullhipotézist, hogy a kar férfi hallgatdinak
atlagos testmagassaga nem valtozott ez elmilt 5 év folyaman. (a = 5%)

Legyen

o & = véletlenszeriien kivalasztott férfi hallgaté testmagassaga ma,

o n=véletlenszerl hallgaté magassaga az 5 évvel ezel6tti populaciéban.
Varhaté értékek:

o 11 = E(&) = férfi hallgatdk atlagos testmagassaga ma,

o i, = E(n) = férfi hallgatdk atlagos testmagassaga 5 évvel ezel6tt.
Statisztikai mintak két fiiggetlen felmérésbdl:

e Kivalasztott hallgaték magassaga ma: 180, 175, 188, 168, 173, 183.

o Kivalasztott hallgatok magassaga 5 éve: 171, 178, 183, 168, 175.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

Becslések:
o g~ E=1778, o¢ ~DE(E) =17,25.
® py,~7n =175 o, ~ Dg(n) =5,87.
Nullhipotézis:  Ho : pg = fiy.
Feltehets, hogy a mintdk normalis eloszlasbdl szarmaznak és az elméleti
szérasok azonosak (o¢ = 0y)).
Kétmintas t-préba:
o Prébastatisztika:  t, ,n, = (177,8 — 175)/3,845 = 0,73, ugyanis

6+5
6-5-(6+5—2)

Do = \/[(6 ~1)7,252 4+ (5 — 1)5,872} — 3,845.

o Kritikus érték: ¢, = 41(0,975) = 2,262.
o Dontés: [t, m| < co. ezért a nullhipotézist elfogadjuk. A kar férfi

hallgatéinak atlagos testmagassaga az elmilt 5 évben nem valtozott
szignifikans mértékben.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

F-préba (F test)

Cél a szorasok tesztelése fliggetlen mintak esetén.

o Feltevések:

o ¢ és n normalis eloszlasuak, a szérasok (o¢ és o) ismeretlenek,
° &1,...,&, és m,...,nm fluggetlen mintak.

o Nullhipotézis: Hp : 0¢ = o).

o Probastatisztika, kritikus érték: nem tanuljuk.

.

Welch-préba (Welch test)

Ugyanaz, mint a kétmintas t-préba, de nem kell a szérasok egyenlGsége.

o Feltevések:
e £ és 1 normilis eloszlastak,
o a varhat6 értékekek (u¢ és p,) ismeretlenek,
o &1,...,&, és m,...,nm flggetlen mintak.

o Nullhipotézis:  Ho : pig = fun).

o Prébastatisztika, kritikus érték: nem tanuljuk.
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Matematikai statisztika Kétmintas hipotézisvizsgalat

A tanult statisztikai médszerek (becslések, tesztek) mogott matematikai
tételek allnak. Ezek a tételek garantaljak, hogy megfelels feltételek mellett
ezek a médszerek jol mikddnek. (Példaul a becslések ersen konzisztensek,
a tesztek betartjak az el8irt elséfaja hibat.) De mennyire hetékonyak ezek a
médszerek akkor, ha a sziikséges feltételek nem teljesiilnek?

Egy statisztikai médszer robusztus (robust) egy feltételre nézve, ha a
médszer a feltétel elhagyasaval is jol alkalmazhaté. Példaul:

@ A tanult t-prébak és a Welch-préba robusztus a normalitasi feltételre
nézve, ezek a prébak nem normalis eloszlasra is alkalmazhatéak, ha a
mintaméret elég nagy. (50 mintaelem elég szokott lenni.)

o A kétmintas t-préba nem robusztus a szérasfeltételre nézve. Ha a
szérasok nem azonosak, akkor a Welch-prébat kell alkalmazni.
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

Kovariancia és korrelacié

Eddig azt vizsgaltuk, hogy egy & mennyiségnek milyen az eloszlasa egy
populacion beliil. A tovabbiakban két mennyiség (£ és n) egyiittes
viselkedésével foglalkozunk. Féleg az a kérdés, hogy milyen iranyl és milyen
ergsségii kapcsolat van a két valtozé kozott. A fontosabb esetek:
@ Pozitiv irdnyl kapcsolat: a £ ésaz 7 (jellemz8en) azonos irdnyba
mozdul el. (Példaul: testmagasség és testsaly.)
o Negativ iranyd kapcsolat: £ és n (jellemz8en) egymassal
ellentétes iranyba mozog.
o Fiiggetlen valtozdk: nincs kapcsolat az értékek kdzott.

o7 n .
os.O.. .......:..
- .J?;“' RS e '.'r:fs N .. ..: A .
:.0: .'.'. '.': % 2 o.'. N o % - ..!
. .l.o :::.-.'. .: ... o. .® ® k
° g5, o8 o . Y Y PR
Negativ kapcsolat & Fiiggetlen valtozok § Pozitiv kapcsolat §
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

Legyen & és n valésziniségi valtozé. Ekkor a két valtozé kovarianciaja
(covariance) illetve korrelaciés egyiitthatéja (correlation coefficient):

Coule,) = E([€ - EO) [~ E@)]).  conln) = g,

Ha a kovariancia (és ezaltal a korrelacios egyiitthat6) értéke nulla, akkor
azt mondjuk, hogy a két valtozé korrelalatlan (uncorrelated).
A kovariancia és a korrelacids egyiitthaté fontosabb tulajdonsagai:

o A kovariancia és a korrelacids egyiitthaté a teljes populaciét jellemzi
valamilyen (de vajon milyen?) szempontbél.

o Lehetséges értékek: Cov(¢,n) € R, corr(&,n) € [-1, +1].
e Szimmetria: Cov(&,n) = Cov(n, &), corr(§,n) = corr(n, §).

e Ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor korrelalatlanok is. Viszont a
korrelalatlansagbdl nem kovetkezik a fliggetlenség.

o Ha a két valtozé egyiittesen normalis eloszlasa, akkor a fliggetlenség
és a korrelalatlansag ekvivalens fogalmak.

~
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

Linearis regresszié a teljes populacién: szeretnénk megérteni, hogy az 7
valtozé értéke milyen médon alakul ki. Vegyiik a kdvetkezd reprezentaciét:

n = (a& + b) + & = predikciés tag + hibatag.

Elnevezések és modellfeltevések:
o £ a magyarazé valtozé, n a fiiggd valtozg,

@ ¢ az egyedre jellemz& hibatag, ami fiiggetlen a & valtoz6tél,
e E(e) = atlagos hiba = 0.
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Kovariancia és korrelacié

Matematikai statisztika

A regresszios modell lehetséges alkalmazasai:
@ Becslés az 7 valtozéra: ha a hibatag kicsi, akkor 7 =~ a¢ + b.

@ Megérteni, hogy milyen hatasok szerint alakul ki az 7 valtozé.
Probléma: tdbb olyan egyenes is létezhet, ami teljesiti a modellfeltevéseket.

Mia D(e) szoras jelentése a populaciéra nézve?
D(e) = € atlagos eltérése a 0 varhaté értéktdl

= az abszol(t hiba atlagos értéke

Cél: azt az egyenest keressiik, melynél D(g) minimalis, ugyanis ez az
egyenes illeszkedik a legjobban a ponthalmazra.

Biostatisztika
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

Minimalizaljuk a hibatag szérasat az a és b valtozékban!

D?(e) = D?(n — a& — b) = D*(n) + a°D?(€) — 2aD(£)D(n) corr(€, n)

Derivalassal:
oD?
0= 22 _ 9202(6) — 20(€)D(n) corr( 7).
amibél kdvetkezik, hogy
_ corr(§,m) D(n)
D(¢)

Azt is tudjuk, hogy E(¢) =0, tehat
0 =E(e) = E(n — a§ — b) = E(n) — aE(¢) — b,
amibdl

corr(&, ) D(n) -

G (€)-

b= E(n) — aE(£) = E(n) —
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

Feladat: A Tisza és a Maros vizhozama szamunkra ismeretlen eloszlast
kovet. Azt tudjuk, hogy a Maros torkolata felett a Tisza vizhozaménak a
varhaté értéke 660 m3 /s, szérasa 160 m3/s, mig a Maros vizhozaméanak a
varhaté értéke 200 m3/s, szérasa 50 m3/s. A korrelaciés egyiitthats 0,8.
Egy adott napok a Tisza vizhozama 800 m3/s. Milyen becslést adhatunk a
Maros vizhozamara?

Legyen & és n a Tisza illetve a Maros vizhozama torkolat felett. Ekkor
E(¢) =660, D(¢) =160, E(n) =200, D(n) =150, corr(¢,n)=0,:8.
Az el6z8 oldalakon kapott formulak alkalmazasaval kapjuk, hogy

_ corr(€,n)D(n)
D(¢)

Tehat a két vizhozamra az alabbi regressziés modell irhaté fel:

=025 b=E(y) — aE(¢) = 35.

n = aé + b + hibatag = 0,25¢ + 35 + hibatag ~ 0,25¢ + 35.
A mai napon & =800, tehat n =~ 0,25-800 + 35 = 235.
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

Viszgaljuk meg a variancidkat! A tagok fiiggetlensége miatt
D?(n) = D?(a€ + b +¢) = D*(a& + b) + D?(¢).
Egy kis szamolas utan (amit nem részleteziink) a predikciés tag varianciaja
D?(a€ + b) = corr?(&,n)D?(n).
Ebbdl kovetkezik, hogy a hibatag varianciaja
D?(e) = D?(n) — D*(a¢ + b) = [1 — corr(&, 1) D?(n).

Foglaljuk 8ssze, hogy mit kaptunk:
o A pedikciés tag varianciaja a teljes variancianak corr?(¢,n) héanyada.
.Ekkora mértékben magyardzza a & valtozé az 7 értékét.”

o A hibatag varianciaja a teljes variancianak 1 — corr?(¢,n) hanyada.
+Ekkora mértékben magyardzza az ¢ valtozé az n értékét.”
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

Feladat: Mekkora a predikciés tag illetve a hibatag varhaté értéke illetve
szérasa a vizhozamos feladatban? Milyen aranyban magyarazza a Tisza
vizhozama a Maros vizhozamat?

A modell: 7 = (0,25¢ + 35) + £ = predikciés tag + hibatag.
A predikcids tag varhaté értéke:

E(predikciés tag) = 0,25 E(€) + 35 = 0,25 - 600 + 35 = 200.
A varianciak:
D?(predikciés tag) = D?(a¢ + b) = corr?(&,1)D?(n) = 0,82 - 502 = 1600,
D?(hibatag) = D?(¢) = [1 — corr®(&,1)]D?(n) = [1 — 0,8?] - 50% = 900.
Foglaljuk Gssze ezeket egy tablazatban:

Hatas E Var D Var%
Tisza (a + b) 200 1600 40 64%
hibatag (¢) 0 900 30 36%
Maros (1) 200 2500 50 100%

A Tisza 64%, a hibatag 36% aranyban magyarazza a Maros vizhozamat.
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

Milyen médon jellemzi a korrelaciés egylitthaté a £ ésaz n valtozo
kapcsolatat? Induljunk ki a kdvetkez két Gsszefiiggésbdl:

a= corr([f),(Z;D(n), D?(e) = [1- corr2(§,77)] D?(n).
A regresszios egyenes meredeksége (a) alapjan:
e Ha corr(§,n) >0, akkor a >0, tehat a valtozék kozdtt pozitiv
iranya kapcsolat van.
e Ha corr(§,n) <0, akkor a< 0, tehat a valtozék kézott negativ
iranya kapcsolat van.
A hibatag varianciaja alapjan:
e Ha corr(§,n) =~ +1, akkor D(e) ~ 0. Ebben az esetben j6 az
illeszkedés a regresszids egyeneshez, a valtozék kozotti kapesolat erés.
e Ha corr(§,n) =0, akkora D(e) széras nagy. Ebben az esetben
nem j6 az illeszkedés a regressziés egyeneshez, a valtozdk kozott
gyenge a kapcsolat (vagy akar fiiggetlenek is).
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Matematikai statisztika Kovariancia és korrelacié

corr(€,m) = -1 &

corr(,m)=0 & corr(€,7) =05 &
n
corr(&,m) =07 & corr(€,7) =09 & corr(§,m) =1 3
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Matematikai statisztika = Statisztikai linearis regresszié

Statisztikai linearis regresszié

Az el6z6 részben két mennyiség (¢ és n) kapcsolatat vizsgaltuk a teljes
populéacién beliil. Probléema: nem ismerjiik a valtozok elméleti varhaté
értékét, sz6rasat és korrelaciés egyiitthatdjat. Megoldas: egy statisztikai
minta alapjan mindent becsiilni fogunk.

Tekintsiink dsszetartozé mintdkat a £ és n valtozdkra:
® &,...,&, fiiggetlen megfigyelések &-re,

@ M,...,Mn az n mennyiség értékei ugyanezen egyedeknél.

Empirikus kovariancia (sample covariance) és empirikus korrelaciés
egyiitthaté (sample correlation coefficient):

Coule = 71y -9, i~ s
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Matematikai statisztika = Statisztikai linearis regresszié

Linearis regresszié a teljes populacion:
n = (a& + b) + ¢ = predikcids tag + hibatag.
Lineéaris regresszié a mintaelemeken:
ni = (8¢ + b) + &; = predikciés tag + rezidualis, i=1,...,n

y=ax+b

Kunosné Nedényi Fanni, Sziics Gabor Biostatisztika 2018/19 &szi félév 90 / 124



Matematikai statisztika = Statisztikai linearis regresszié

Az egyenest a legkisebb négyzetes becslés (least squares estimation)
alkalmazasaval kapjuk meg: keressitk azon 3 és b szamokat, melyekre

S(4,b) = i — a¢& — b)> — min.
Z =3 )
i=1

Az Osszeget & és b szerint derivalva:

05 " -
0= 25 = -2 ;(ni — & — b)¢;,

oS u A
0 p— —x p— —2 . —_— é\ - —_ b .
b ?:1 (ni Si )
Az egyenletrendszer megoldasa:

. corrp(&,m)Dr(n) b7 corrp(§,m) Dﬁ(n)g

TTDe - D;(¢)

Vegyiik észre: lényegében elemenként becsiiltiink mindent a és b
formulajaban.
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Matematikai statisztika = Statisztikai linearis regresszié

A kapott becslések erdsen konzisztensek, tehat n — oo esetén

COVn(f, 7]) — COV(g, 77)7 Corrn(§7 77) — COH"(&, 77)7 § — a, B — b

Mennyire j6 az illeszkedés a regressziés egyeneshez? A teljes populacién az

illeszkedés ,,josagat” a corr’(¢,m) mennyiség szamszeriisiti. Becslése a
minta alapjan: R-squared = corr?(£,7).  Tulajdonsagai:

@ 0 < R-squared <1,
@ Annal jobb az illeszkedés, minél nagyobb az R-squared értéke,

@ Ha R-squared < 0,5, akkor nagyon rossz az illeszkedés a regresszios
egyeneshez, nagyok a hibatagok, ezért a modell alapjan nem érdemes
becsléseket végezni.
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Matematikai statisztika = Statisztikai linearis regresszié

Korrelaciés teszt

Céla ¢ ésaz n valbsziniiségi valtozo fliggetlenségének tesztelése
Osszetartozé mintak alapjan.

o Feltevés: £ és 1 egyiittesen normalis eloszlasa.
o Nullhipotézis: Hp : & ésn fliggetlenek.

@ Prébastatisztika: egy ronda formula, amiben szerepel az empirikus
korrelacio.

Megjegyzések:

@ Ez a teszt nem robusztus a normalitasfeltételre nézve: nagy minta
esetén szimmetrikus eloszlasra még alkalmazhaté, de délt eloszlasra ne
hasznaljuk!

Mit alkalmazzunk délt eloszlas esetén? Spearman-féle korrelacis.

o Mi a jelent8sége a fliggetlenségvizsgalatnak a regressziés modellben?

Ha a préba nem veti el & és n fiiggetlenségét, akkor nem érdemes
regressziét végezni.
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Matematikai statisztika Varianciaanalizis

Varianciaanalizis

Kordbban kétmintas t-prébaval tesztelteltiik a varhaté értékek azonossigat
részpopulacion beliil. Most tobb részcsoportot fogunk vizsgalni egyszerre.
Véletlenszeriien kivalasztva egy egyedet tekintsiink két valtozét:

@ & = az egyed melyik részcsoportba esik (diszkrét valtozd),

@ 1) = egy vizsgalt mennyiség (diszkrét vagy folytonos valtozd).
Modellezziik az 1 mennyiséget a kdvetkez médon: ha az egyed a j.
csoportba esik (tehat £ =), akkor legyen

7 = aj + € = csoporthatés + egyedi hatas,

ahol
e a; rogzitett valés szam, a j. csoport hatésa,
o E(¢) =0, és ¢ fiiggetlena & valtozétol.
Az 1 valtozé atlagos értéke a j. csoportban (feltételes varhaté érték):

E(n|&€=J) =2 +E(e) = 4.
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Matematikai statisztika Varianciaanalizis

Tehat a modell:
n = aj + € = csoporthatds + egyedi hatas

n
g
° £
dy + —%— ] e
tH
as | : :
: ! !
: .
a | -
:
L
H
1 2 3 3
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Matematikai statisztika Varianciaanalizis

Adjunk becslést a populacidatlagra és a csoporthatasokra. A teljes minta:
@ minta az 1. részcsoportra: M1, M125 -5y
@ minta a 2. részcsoportra: 721,722, - - -, 2ny,
° ...
@ minta az utolsé (r.) részcsoportra: 7,1, 72, - - -, Nrn, -
A teljes minta elemszama: n=n; +ny +---+ n,. Mintaatlag: 7.
Mintaatlag a j. csoportban: 7, = (nj1 +mj2 + - + njn;)/nj-

n . n ™
al 4 A A e
as | 0 S a ° -
] [ ] ! ° ° e
H M . ° °
| T 2 | +
[ ]
[ ] [ ]
1 2 3 £ 1 2 3 3
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Matematikai statisztika Varianciaanalizis

Legyenek &1,8,,...,8x a becslések. A j. csoport egy tetsz6leges
egyedére vonatkozé rezidualis:

Eji = Mji — aj = Nji — aj = Eji-

A paramétereket a legkisebb négyzetek médszerével fogjuk becsiilni:

SSW = a mintaelemek rezidualisainak négyzetdsszege

YA 5 — i

j].l— _]].I—

Egy kis szamolas utan a kdvetkez8 becsléseket kapjuk:

Mennyiség Elméleti érték Becslés

J. csoport atlaga aj 4 =1

Egyedi hatas (hibatag) gji=mji—aj &ji=mnj— Uh

97 / 124

Kunosné Nedényi Fanni, Sziics Gabor Biostatisztika 2018/19 &szi félév



Matematikai statisztika Varianciaanalizis

Az el6z6 oldalrsl:

r n;

SST = sum of squares (total) = Z Z(nﬂ —7)?

j=1 i=1

= milyen mértékben szérédnak az adatok a mintaatlag kordil

Ez a sz6rédas két forrasbdl szarmazik:

r nj

SSW = sum of squares (within groups) = Z Z(nj; — ﬁj)z
j=1 i=1

= milyen mértékben szérédnak az adatok a csoportatlagok koriil

r nj

SSB = sum of squares (between groups) = Z Z(ﬁ,- —7)?
j=1 i=1

= milyen mértékben szérédnak a csoportitlagok a mintaatlag kordl

Megmutathaté, hogy SST = SSW + SSB.
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Matematikai statisztika Varianciaanalizis

Varianciaanalizis (Analysis of Variances, ANOVA)

A cél azt tesztelni, hogy minden csoportnak azonos a hatasa, tehat a teljes
populacién beliil azonosak a csoportatlagok.
o Feltevések: az 7 valtozé minden csoporton beliil normalis eloszlast
kovet, és minden csoporton beliil azonos a szérasa.

@ Nullhipotézis: Hy:a1 =a»=...= a,.

o Prébastatisztika: F = 238 2=F.

A kapott értékeket az ANOVA tablazatban szoktuk Gsszefoglalni:

Effect Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
¢ r—1 SSB fi? %% p-value
Residuals n—r  SSW %

Total n—1 SST

Ha a csoportonkénti szérasok azonosak, akkor D(e) ~ SSW/(n —r).
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Matematikai statisztika Varianciaanalizis

Megjegyzések:
o Alapdtlet: ha Hy igaz, akkor SSB &~ 0, tehdt F =~ 0. Akkor
fogadjuk el a nullhipotézist, ha F < ¢, ahol c¢ a kritikus érték.

o A teszt robusztus a normalitasfeltételre nézve, de nem robusztus a
szorasfeltételre nézve. Ha a szérasok nem azonosak, akkor hasznaljuk
inkabb a Welch-féle ANOVA tesztet.

o Két csoport (r = 2) esetén: ANOVA = kétmintas t-préba.
o Azt szeretjiik, ha kdzel ugyanannyi megfigyelés esik minden csoportba.
Milyen médszerrel ellenérizhetd a csoportonkénti szérasok egyenlGsége?

o Levene-teszt: formalisan kell hozza a csoportonkénti normalitas, de
robusztus erre a feltételre nézve. (Opcidknal: median!)

o Bartlett-teszt: formalisan ehhez is kell a csoportonkénti normalitas, és
nem robusztus erre a feltételre nézve. (Ezért kevésbé ajanlott.)

@ F-préba: csak r = 2 csoport esetén miikddik, és ez a legérzékenyebb a
normalitasra.
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Matematikai statisztika

Varianciaan

Varhat6 érték és szoras tesztelése fiiggetlen mintak alapjan, illetve a
robusztussdg a normalitasfeltételre nézve:

Csoportok szama

Varhat6 érték teszt
azonos sz6ras)

Varhat¢ érték teszt
(tetszbleges széras)

Sz6ras teszt

2 Kétmintas t-préba Welch-préba F-préba
r= (robusztus) (robusztus) (nem robusztus!!!)
>9 ANOVA Welch-féle ANOVA Levene-teszt
r= (robusztus) (robusztus) (robusztus)

Kunosné Nedényi Fanni, Sziics Gabor
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Matematikai statisztika Linearis modellek

Linearis modellek

A linearis regresszié és az ANOVA azonos alapétletre épiil: egy magyarazé
valtozé megfelels fiiggvényével modellezziik egy fiiggs valtozé értékét. Ezt
tobb magyarazé valtozéval is meg lehet tenni:

o Két (vagy tobb) magyarazé valtozs: &, (.

o Fiiggd valtozé: 7.

o Az egyedre jellemz& hibatag: ¢, fliggetlen a magyarazé valtozoktol.
Lassunk néhany ilyen modellt!
Tobbszords linearis regresszié (multivariate linear regression):

Tipikusan akkor alkalmazzuk, ha a magyarazé valtozék folytonosak, de
diszkrét valtozokra is lehet. A modell:

n = (a€ + b + ¢) + £ = predikciés tag + hibatag.
Példaul: feln6tt embereket vizsgalunk,

teststly = a - testmagassag + b - derékbéség + ¢ + «.
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Matematikai statisztika Linearis modellek

Tobbszempontos varianciaanalizis (multi-factor ANOVA):
A magyarazé valtozék faktorok (factors), tehat olyan diszkrét valtozok,
melyek részpopulacidkat definialnak. Ha az egyedre £ = i és ( = j, akkor

n = (m+ a; + bj) + ¢ = predikciés tag + hibatag.

Jel6lések:

e m = populacidatlag,

@ a; — az elsd faktor szerint az i-edik részpopulacié hatasa,

@ b; = a masodik faktor szerint a j-edik részpopulacié hatasa.
Példaul: felnétt embereket vizsgalunk,

@ & nem (1=férfi, 2=nd), csoporthatasok: aj, az,

@ (: életmdd, szokott-e sportolni (1=soha, 2=id6nként, 3=naponta),
csoporthatasok: by, by, bs.

testslly = populacidatlag + nem hatéasa + életmdd hatasa + «.
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Matematikai statisztika Linearis modellek

Kevert modell (mixed model): Akkor alkalmazzuk, ha a magyarazé
valtozok kozott van faktor és folytonos valtozé is. Legyen £ a folytonos
valtozé és ( a faktor. A modellben ha ¢ = j, akkor

n = (a€ + bj + c) + ¢ = predikciés tag + hibatag.
Példaul: felnétt embereket vizsgalunk,

testsily = a - testmagassag + életméd hatasa + ¢ + ¢.

Linearis modell (linear model): A magyarazé valtozék tetszélegesek
(folytonosak vagy diszkrétek) lehetnek. A modellben régzitettek a g és h
fiiggvények, melyek segitségével:

n=a-g(&)+b-h(¢)+c+e.

A bemutatott modellek (t6bbsz6rds linearis regresszié, tobbszempontos
ANOVA, kevert modell) mind felirhatéak ilyen alakban, tehat ezek specialis
esetei a linearis modellnek.
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Matematikai statisztika  Valésziniiségek becslése és tesztelése

Valészinliségek becslése és tesztelése

Feladat: Becsiiljiik meg egy statisztikai minta alapjan azon egyedek aranyat
egy populacidban, melyek rendelkeznek egy adott tulajdonsaggal.

Valasszunk ki véletlenszeriien egy egyedet a populaciébdl, és legyen:
A = a kivalasztott egyed rendelkezik a vizsgalt tulajdonsaggal

Ekkor:  P(A) = a vizsgalt tulajdonsag aranya a populaciéban (ismeretlen)

Vezessiik be a kdvetkezd valdsziniiségi valtozét:

&=

1, ha a kivalasztott egyed rendelkezik a vizsgalt tulajdonsaggal,
0, ha nem rendelkezik.
Ekkor: P((=1)=P(A) & P =0)=1-P(A), tehat
E(€)=0-P=0)+1-P=1)=0+1-P(A) = P(A)
= a vizsgalt tulajdonsdg aradnya a populaciéban.

Tehat igazabdl egy varhato értéket kell megbecsiilniink!
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Matematikai statisztika  Valésziniiségek becslése és tesztelése

Statisztikai minta: kivalasztunk n egyedet a populaciébdl, és jeldlje
&1,...,&, a & valtozé értékét a kivalasztott egyedek esetében. Ekkor:

a tulajdonsag aranya a populaciéban = P(A) = E(¢) ~ w

Sé6t, ez egy erGsen konzisztens becslés, tehat E— P(A), amint n — co.
Gyakorisag, tapasztalati gyakorisag (frequency): ka=& + -+ &
A mintaelemek koziil ennyi rendelkezik a vizsgalt tulajdonsaggal.

Relativ gyakorisag (relative frequency): ka/n.
A mintaelemek ekkora hanyada rendelkezik a vizsgalt tulajdonsaggal.

A relativ gyakorisdg er6sen konzisztens becslés: ha n — oo, akkor

ka/n — P(A) = a tulajdonsag aranya a teljes populaciéban

Feladat: Megvizsgaltunk 200 japan nemzetiségii embert, koziilik 84 esett
az A vércsoportba. Adjunk becslést az A vércsoport aranyara Japéanban!

Az A vércsoport tapasztalati gyakorisaga illetve relativ gyakorisaga:
ka = 84, ka/n = 84/200 = 42% = arany a populaciéban.
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Matematikai statisztika  Valésziniiségek becslése és tesztelése

Tudjuk: a tulajdonsag aranya a populaciéban = P(A) = E(&).

A varhaté értékre vonatkozé médszerek alkalmazasaval lehetéség van:
e Konfidencia intervallumot adni a P(A) valésziniiségre.
o Tesztelni a P(A) valésziniiség értékét. Legyen p € [0, 1] tetsz6leges
hipotetikus valdsziniiség, és tekintsiik az alabbi nullhipotézist:
Ho : P(A)=0p tehat Ho : E(&) = p.
Ez a nullhipotézis tesztelhetd t-prébaval.

FONTOS: Most a & hattérvaltozé nem normalis eloszlast kovet, emiatt
ezek a médszerek csak nagy mintaméretre miikédnek. Tipikusan legyen
n > 20, de inkabb n > 50.

Mit tegyiink, ha csak kevés mintaelemiink van?
@ Ne hasznaljunk t-prébat!

o Alkalmazzuk a binomialis prébat, ugyanis ez tetsz6leges n esetén
alkalmazhaté. (Ezt a prébat nem tanuljuk.)
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Matematikai statisztika  Valésziniiségek becslése és tesztelése

Feladat: Megvizsgaltunk 200 japan nemzetiségii embert, koziilik 84 esett
az A vércsoportba. Teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy a japan emberek
korében az A vércsoport aranya 40%! Adjunk 95% megbizhatésagi
konfidencia intervallumot erre az aranyra!

Vezessiik be a kdvetkezd valdsziniiségi valtozét:

¢ {1, ha a kivalasztott ember az A vércsoportba esik,

0, ha nem oda esik.

Nullhipotézis:  Hp : E(§) = 0,4.
@ Statisztikai minta (&1,...,&00): 84 db l-es és 116 db 0-as érték.
Mintaatlag: & = 0,42.
Korrigalt empirikus széras: D7} (£) = 0,495.
Standard hiba: SE = D7} (&)/+/n = 0,035.
Prébastatisztika: t = (£ — 0,4)/SE = 0,57.
Kritikus értek: ¢ = ®15(0,975) = 1,97.
Déntés:  |t| < ¢, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.
Konfidencia intervallum: [ — ¢ SE, ¢ + ¢ SE] = [0,35,0,49].

®© ©6 6 6 o o
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Matematikai statisztika  Valésziniiségek becslése és tesztelése

Mit tesztelhetiink még hasonlé médszerrel?
o Két vagy tobb részpopulacion beliili aranyok Gsszehasonlitasa
fiiggetlen mintak alapjan. Példaul:
o &1,...,&00: 200 japan ember koziil ki esik az A vércsoportba (0/1)
® 71,...,M100: 100 magyar ember koziil ki esik az A vércsoportba (0/1)
Ho : a japanoknal és a magyaroknal azonos az A vércsoport aranya
Tesz: Welch-préba vagy ANOVA
o Egy populacion beliili két arany Gsszehasonlitasa dsszetartozé mintak
alapjan. Példaul:

o &1,...,&00: 200 japan ember koziil ki esik az A vércsoportba (0/1)
® 71,...,M00: ugyanezen emberek koziil ki esik a B vércsoportba (0/1)

Ho : a japanoknal azonos az A és a B vércsoport aranya

Tesz: paros t-préba.
FONTOS: kell a nagy minta! Legalabb 50 megfigyelés kell minden egyes
véltozéra. Kis mintaelemszam esetén olyan teszteket kell keresni, melyek
specialisan aranyokra vannak kitalalva.
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Matematikai statisztika ~ Valésziniiségek becslése és tesztelése

Tegyiik fel, hogy a populéacié valamely szempont szerint tdbb részcsoportra
bonthaté fel. Ezek a részcsoportok egyijttesen lefedik az Gsszes egyedet, és
minden csoportban van egyed. Feladat: tes;béﬁk a részcsoportok aranyat.

Q

As A,

Legyen r > 2 a részcsoportyéé\m /Véletlenszeriien kivalasztunk egy
egyedet, és legyen

A; = a kivalasztott egyed 37 i-edik részcsoportba esik, i=1,...,r.

Vilasszunk ki véletlenszeriien n egyedet a populaciébél. Ekkor:
o ki = az i-edik csoport gyakorisaga a mintaban,
@ ki/n = az i-edik csoport relativ gyakorisdga a mintaban.

Becslés:  ki/n =~ P(A;) = az i-edik részcsoport aranya.
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Matematikai statisztika  Valésziniiségek becslése és tesztelése

Tekintsiink hipotetikus valészintiségeket (részaranyokat): pi,...,pm > 0,
ahol py+---+pm=1. A célunk a kdvetkez8 nullhipotézist tesztelni:

Ho : P(A;) = pi minden i részcsoport esetén.

Otlet: ha igaz a nullhipotézis, akkor az n elemii mintaban koriilbeliil np;
olyan egyednek kell lennie, mely az j-edik csoportba tartozik.

x°-préba (khinégyzet-proba) valészintiségek tesztelésére

A fenti nullhipotézis tesztelhets a kdvetkezd prébastatisztikaval:
ki — np1)? k, — np,)?
X2 = M oot M
npy npy

A kritikus érték a y?-eloszlas tablazatabdl kereshetd ki.
Feltétel: nagy minta, n > 5/ min(p1,...,pr).

Vegyiik észre, a fenti Gsszegben minden tag a kdvetkezé médon all el6:

(tapasztalati gyakorisag — vart gyakorisag)?

vart gyakorisag
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Matematikai statisztika  Valésziniiségek becslése és tesztelése

Feladat: Megvizsgaltunk 200 japan nemzetiségii embert. Koziiliik rendre
62, 84, 38 illetve 24 esett a 0, az A, a B és az AB vércsoportba. Adjunk
becslést a vércsoportok aranyara a teljes populacion belil! Teszteljiik
90%-os szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy a japan emberek
korében a vércsoportok aranya rendre 30%, 40%, 20% illetve 10%!

0 A B AB | Gssz.
Tapasztalati gyakorisag (k;) 62 84 38 24 | 200

Relativ gyakorisag (ki/n) 031 042 019 0,12 1
Hipotetikus valészintiség (pi) | 003 04 02 01 1
Vart gyakorisag (np;) 60 80 40 20 | 200

Prébastatisztika:

, (62—-60)> (84—80)% (38—40)° (24 —20)?
X 60 | 8 a0 20 ’

A kritikus érték a y2-eloszlas tablazatabdl: ¢ = 6,25.
Most |x?| < c, tehat a nullhipotézist elfogadjuk.
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Matematikai statisztika Fiiggetlenségvizsgalat

Fliggetlenségvizsgalat

Kérdés: milyen médon tesztelhetd egy £ és egy n mennyiség fliggetlensége?
Valasz: attdl fiigg, hogy milyen valtozokrdl van szé...

@ Korrelacids teszt a Pearson-féle korrelaciés egyiitthatéval:

o Csak normalis eloszlast valtozékra.

o A korrelaciés egyiitthaté segitségével tényleg a fliggetlenséget teszteli.
o Korrelaciés teszt a Spearman-féle korrelaciés egyiitthatéval:

e Folytonos eloszlasa valtozokra, nem csak normalisra.

o A korrelaciés egyiitthaté segitségével tényleg a fiiggetlenséget teszteli.
@ ANOVA, kétmintas t-préba, Welch-préba:

o Egyik valtozé diszkrét (csoportokat definial), a masik folytonos.

o Azt teszteli, hogy nincs csoporthatés, tehat az n véltozé varhaté

értékére nem hat a £ valtozd. Ez jéval kevesebb, mint a fiiggetlenség!

o x2-préba (khinégyzet-préba) fiiggetlenségre:

o Nem azonos a valésziniiségeknél tanult y2-prébavall

o Mindkét valtozé diszkrét, a fliggetlenséget teszteli.

o Kell a nagy mintaméret!
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Matematikai statisztika Fiiggetlenségvizsgalat

Adott két mennyiség a populaciéban, ¢ és 1. Osszetartozé mintak:
@ &1,...,& a & mennyiség értéke n kivalasztott egyednél,
@ 11,...,7Mn az n mennyiség értéke ugyanezen egyedeknél.

Ho: a két mennyiség fliggetlen egymastdl.
Tesztelési médszer a valtozék tipusa szerint:

n diszkrét 1 normalis 7 folytonos
2
: 2 x-préba ANOVA
& diszkrét (nagy minta!) ANOVA (nagy mintal)

Spearman-korrelacié

f normalis ANOVA Pearson-korrelacié (nagy mintal)
ANOVA Spearman-korrelacié | Spearman-korrelacié
§ folytonos (nagy minta!) (nagy minta!) (nagy minta!)
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Matematikai statisztika llleszkedésvizsgalat

llleszkedésvizsgalat

Feladat: becsiiljik meg és teszteljiik le egy & mennyiség eloszlasat a
teljes populaciéban a &1,...,&, megfigyelések alapjan!

Legyen ¢ diszkrét, és legyen Re = {x1,...,xc} az értékkészlete.
Feladat: becsiiljik meg és teszteljik a P({ = x;) valésziniségeket.
Becslés:

P(§ = x;) =~ relativ gyakorisag = az x; érték ardnya a mintaban
Tesztelés: adottak pi,...,px > 0 hipotetikus ardnyok, p1 +---+ px = 1.
Ho : P(§ = x;) = p; minden j-re

Tesztelési médszer: y?-préba a valésziniiségekre. Probléma megoldva.

A tovabbiakban csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor ¢ folytonos
eloszlast egy ismeretlen f: siirtiségfiiggvénnyel.
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Matematikai statisztika llleszkedésvizsgalat

Siirtiségfliggvény becslése hisztogrammal: bontsuk fel a szamegyenest
azonos (mondjuk h > 0) hosszisagl intervallumokra. Minden intervallumra
allitsunk egy olyan magas oszlopot, ahany elem esik az adott intervallumba.
Az igy kapott hisztogrammnak még nincs sok koze a siirliségfliggvényhez.

40 1 0,04 1

30 | 0,03 |

20 | 0,02 |

10 | 0,01 |

0 ‘ ‘ : ‘ 0 : ‘ ‘ :
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

Osszuk minden oszlop magassagat nh-val! Az igy kapott @) hisztogramm
Osszteriilete pontosan 1 lesz.

Tétel. Ha n— oo és h— 0, akkor az atskalazott hisztogramm
konvergal az ismeretlen siirtiségfiiggvényhez. Ilyen médon grafikus becslést
adhatunk a siriségfiiggvényre.
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Matematikai statisztika llleszkedésvizsgalat

A legtdbb statisztikai program nem olyan médon 4brazolja a boxplotot,
ahogyan azt korabban tanultuk. Altalaban felmérnek a doboz aljara és
tetejére 1.5-IQR tavolsagot, és a bajiszt csak eddig abrazoljadk. Az ezen
kiviil es6 megfigyeléseket outlier értékeknek nevezziik, ezek egyesével
vannak abrazolva a boxploton.

Normalitasvizsgalat boxplot segitségével: amennyiben a minta normalis
eloszlasbél jon, akkor a boxplotnak két specialis tulajdonsaga van:

@ A boxplot kériilbeliil szimmetrikus a medianra.

o Az outlier értékek a teljes minta legfeljebb 1%-at teszik ki. Az ennél
tobb outlier arra utal, hogy a minta nem normalis eloszlasbél jon. Ezt
a tulajdonsagot j6l szemlélteti ez a Wikipedia abra.

Mi lehet még az oka a sok outlier értéknek? Mérési hibak, jegyz6konyvezési
hibak, stb. Az adatelemzés soran az outlier értékeket kiilon-kiilon meg
szoktak vizgalni, nem hibabdl szarmaznak-e.
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Matematikai statisztika llleszkedésvizsgalat

Rendezziik névekvd sorrendbe a megfigyelt értékeket: & < ... <&
Ezt nevezziik rendezett mintanak. Legyen g, a & valtozé a-kvantilise.

Tétel. Nagy mintaelemszém esetén &7 ~ qj/(,1) minden i-re.
Q-Q plot: Koordinata-rendszerben &brazoljuk a (gj/(n41),&;) pontokat.

Eloszlasvizsgalat Q-Q plot segitségével: kivancsiak vagyunk arra, hogy a
minta egy adott (példaul normalis) eloszlasbél szarmazik-e.
e Kiszamoljuk a kérdéses eloszlas kvantiliseit: g1 /(nt1)s- - - Gn/(n+1)-
@ Abrazoljuk a Q-Q plotot.
e Ha a minta a kérdéses eloszlasbdl szarmazik, akkor &7 ~ qj/(n41)
minden i-re, tehat minden pont az x = y egyenes kizelébe esik.
@ Ha a minta nem a kérdéses eloszlasbdl jon, akkor &F % qj/(n41)
bizonyos megfigyelésekre, tehat egyes pontok nem illeszkednek az
x = y egyeneshez.
o Hatrany: nem egzakt médszer, hanem szubjektiv dontés.
o El6ny: azt is le lehet olvasni az abrardl, hogy a minta mely érték-
tartomanyban milyen mértékben illeszkedik a kérdéses eloszlashoz.
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Matematikai statisztika llleszkedésvizsgalat

Empirikus eloszlasfiiggvény (sample distribution function): J

Fn(x) = az x értéknél kisebb elemek relativ gyakorisaga a mintaban

Tulajdonsagok:
e Minden x valés szamra Fp(x) € [0,1].
e Az F, figgvény egy lépcsés fiiggvény. A mintaelemeknél van ugrasa,
és minden mintaelemnél 1/n az ugras nagysaga.
o Nagy mintaméret esetén F(x) = P({ < x) = Fp(x).

° e o $p0Ofe oo

0.8

0.6

0.2
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Matematikai statisztika llleszkedésvizsgalat

A matematikai statisztika alaptétele: Jeldlje Fc a minta valédi eloszlas-
fliggvényét. Ekkor

max |Fa(x) — Fe(x)| — 0, n— oo.

A tétel kdvetkezményei:
@ A matematikai statisztikinak van értelme: a mintaban van elég
informacié ahhoz, hogy mindent meg tudjunk becsiilni.
@ Tesztelhetjiik az eloszlasfiiggvényt.

Kolmogorov—Szmirnov-préba

Cél: teszteljiik egy & valtozo eloszlasfiiggvényét egy minta alapjan. Legyen
Fe¢ az igazi eloszlasfiiggvény (ismeretlen) és Fo egy tetszéleges hipotetikus
eloszlasfiiggvény. Nullhipotézis: Hp : F¢ = Fo. Prébastatisztika:

D, = max | Fn(x) — Fo(x)|.

Akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha D, =~ 0.
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Matematikai statisztika llleszkedésvizsgalat

A Kolmogorov—Szmirnov-préba tulajdonsaga:
o Csak konkrét eloszlast lehet vele tesztelni. Példaul:
Ho : a £ valtozé normalis eloszlast 0 varhato értékkel és 1 szérassal.
o Tetsz6leges eloszlas esetén alkalmazhatd, de féleg folytonos valtozékra
szoktak alkalmazni.
e Hatranya: kis mintaelemszam esetén alacsony az ereje, a hamis
nullhipotéziseket is elfogadja.

Cél a normalitas tesztelése:
Hp : a & valtoz6 normalis eloszlast kovet valamilyen paraméterekkel

Fontosabb tesztelési médszerek:
o Lilliefors-teszt: Becslést végez a varhatd értékre és a szérasra a
minta alapjan, majd azt teszteli a K-Sz-prébaval, hogy a minta
normalis eloszlast kdvet ©=E,(§) és o =Dj () paraméterekkel.

o Shapiro—Wilk-teszt: Sokak szerint ez a legjobb normalitasteszt, kis
mintaelemszam esetén is magas az ereje.
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Matematikai statisztika llleszkedésvizsgalat

Skewness (ferdeség): egy olyan statisztikai mutatészam, mely a minta
alapjan jellemzi a siirliségfiiggvény szimmetridjat. Tulajdonsagai:

@ skewness =~ 0: (kozel) szimmetrikus siriiségfiiggvény

@ skewness > 0: jobbra ferde siiriiségfiiggvény

o skewness < 0: balra ferde siirliségfliggvény

PAVAVAN

skewness = — skewness = 0 skewness = 1
skewness = 1.2 skewness = 1.5 skewness = 2
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Matematikai statisztika Néhany tovabbi gondolat

Néhany tovabbi gondolat

Az adatelemzés akkor hatékony, ha a statisztiai minta j6l reprezentilja a
teljes populaciét. Hogyan kaphatunk reprezentativ mintat?

Véletlenszer(i mintavételezés: véletlenszer(ien kivalasztunk egyedeket a
teljes populaciébdl.

o El8ny: egyszeriien és olcsén megvalésithaté (biztos?)

o Hatrany: a reprezentativitashoz nagy mintaméretre lehet sziikség.

Irdnyitottan Osszedllitott minta: a teljes populacién beliili aranyokat
figyelembe véve magunk allitunk dssze egy mintat.

o Elény: kisebb mintaméter, mint véletlenszer(i mintavételezésnél.

o Hatrany: el6zetes ismeretekre van sziikség a populaciérél; bonyolult és
gyakran draga.

@ Gyakran sulyozast alkalmaznak a populaciéaranyok reprezentalasahoz.

Kunosné Nedényi Fanni, Sziics Gabor Biostatisztika 2018/19 &szi félév 123 / 124



Matematikai statisztika Néhany tovabbi gondolat

Egyes statisztika programok (SPSS, R Commander) tipusokba soroljak a
valtozdkat, és csak azokat az eljarasokat engedik futtatni, amik megfelelnek
az adott tipusnak. Milyen tipusokrdl tanultunk eddig:

@ Folytonos véltozé: mindig valds szam az értéke, az értékkészlete egy
intervallumon.

o Diszkrét valtozé: valés szam vagy szdveg is lehet az értéke, de az
értékkészlete véges.

Még egy kifejezés:
o Faktor: csoportokat definialé valtozé. Mindig diszkrét.
Milyen tipusokba soroljan egyes programok a valtozékat:

o Skalavaltozo: értelmezhet6ek a matematikai miveletek (6sszeadas,
atlagolas). Példaul: testmagassag, utédok szama, vizsgajegy(?).

@ Ordinalis valtozé: nem értelmezhetéek a matematikai miiveletek, de
van rendezés az értékek kozott. Példaul: rendfokozatok, ordinalis
skalak.

o Nominalis valtozé: nem értelmezhet6ek a matematikai miveletek és
rendezés sincs az értékek kozott. Példaul: nem, nemzetiség.
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