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Statisztikai alapfogalmak

Tekintstink egy & valdsziniliségi valtozodt.

Statisztikai minta (n elem( minta) &1,...,&, fae vv, eloszlasuk
megegyezik a & hattérvaltozé eloszldsaval.

Ha & valtozé az x; értéket veszi fel (i =1,...,n), akkor azt
mondjuk, hogy xi,...,x, a minta realizacidja.

A matematikai statisztika alapvet6 feladatai:

> £ hattérvaltozd eloszlasidnak, egyéb mutatdinak becslése
(pontbecslések, intervallumbecslések),

> & hattérvaltozd eloszldsara vonatkozd hipotézisek vizsgalata
(statisztikai prébak).
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Statisztikai alapfogalmak

Definicié
Legyen f egy n-valtozés Borel mérheté fiiggvény. A mintaelemek
f(&1,...,&n) fiiggvényét statisztikanak nevezziik.

Alapstatisztikak
. E= Gt .+&n
n

» min;{&;} legkisebb mintaelem,

mintadtlag,

» max;{{} legnagyobb mintaelem,

» max;{{} — min;{&;} mintaterjedelem,

» empirikus (tapasztalati) medidn: a sorbarendezett mintaelemek
koziil a kdzépsé (vagy ha n péros, a kozépsé kettd atlaga).

» empirikus (tapasztalati) médusz: a legtobbszor eléforduld
mintaelem.

| S

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Becslések

Legyen 0 a ¢ eloszlasdnak egy paramétere, 0 ({1, ooy n).

Definicid
Az 0, statisztika torzitatlan becslése 0-nak, ha a paraméterhalmaz

minden 0 elemére
E(6,) = 6.

Definicié
0n (n=1,2,...) sorozat gyengén konzisztens becslése 0-nak, ha

A t
0, 50, n— oco.
0, (n=1,2,...) sorozat erésen konzisztens becslése 0-nak, ha

A b
0, 2% 6, n— .
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Az eloszlasfuggvény becslése

Definicié
Legyen knx = >"7_1 (& < x), ahol | indikatorfiiggvény és

Az F, fiiggvényt empirikus eloszlasfiiggvénynek nevezziik.

F, tulajdonsagai

A minta barmely realizaciéjat tekintve F,
» monoton nemcsokkend,
» balrdl folytonos,

> limy o0 Fa(x) = 1 és limy__oo Fn(x) = 0.
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Allitas

Legyen x € R rogzitett. Fp(x) torzitatlan és er6sen konzisztens
becslése az F(x) eloszlasfiiggvénynek.

Bizonyitas.

kn x binomidlis eloszlasi n és F(x) paraméterekkel. Tehat

B(F () = B (“22) = 26k = - nF() = F(x).

Az erbs konzisztencia nagy szdmok erds torvényébdl kozvetlendil
kovetkezik.

Tétel (A matematikai statisztika alaptétele; Glivenko—Cantelli)

mb

sup |Fp(x) — F(x)| — 0, n— oc.

xER

[szemléltetés]
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A siirliségfliggvény becslése

Definicié
11,15, ... pdronként diszjunkt (véges hossziisagu) intervallumok,
Ui L =R. Legyen v = 11 1(& € i),

fo(x) =

Uk ha x € 1.
in

Az f, fliggvényt siir(iséghisztogramnak nevezziik.

f, tulajdonsagai

A minta barmely realiziciéjat tekintve
> f, >0,
> [% fa(x)dx = 1.

Megjegyzés
Altaldban egyenld hosszl az intervallumokra osztjdk R-t.
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A varhatd érték becslése

Definicié

Az B, (€) = £ statisztikdt empirikus (tapasztalati) varhatd értéknek
nevezziik.

Allitas

Ha E(§) létezik, En(&) torzitatlan, és ha E(|£]) < oo, akkor erbsen
konzisztens becslése is E(£)-nek.

Bizonyitas
A varhaté érték additivitdsa miatt

§1+...+£n> _E(@) 4. +E) _ 1

n n - EnE(g)'

B(EA(€)) = B

Az allitas masodik fele éppen a nagy szamok erds torvénye.

[szemléltetés]
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Példa
Legyen &1, ...,&, minta, ahol a £ hattérviltozénak létezik a o

szérasa. Legyen 6 = E(¢) ismeretlen paraméter.

Tekintsiik a & és a & statisztikdkat.

> Nyilvdnvaléan &5 még gyengén sem konzisztens becslése
f-nak, mig a nagy szamok erds torvénye miatt £ erbsen
konzisztens becslés.

> Mindkét statisztika torzitatlan becslése 6-nak:
E(&) = E(§) =0,
E@) =BG +...+&) =+ -n-E() = 9.
— 2
> D*(€) = 5D (&t +&) = 5-D*(€) = 5 < 0 = D*(&).
Vagyis a két torzitatlan becslés koziil £ a hatdsosabb.
Kérdés
Mi lehet a magyardzata, hogy Magyarorszagon az emberek
tobbségének fizetése az dtlagfizetés alatt van?
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A szd6ras becslése

Definicié
Empirikus (tapasztalati) variancia:

Va(€) = =) (& — En(9))?
i=1

Empirikus (tapasztalati) szérds: Dp(€) = 1/ Va(€)
Allitas
Va(€) = £ 300, & — E2(€) = Ea(€?) — E3(9).
Bizonyitas

_ Il L AP

Va(€) = ngs; 2En(£)n§£,+n nE(€)
= En(¢?) - E2(6).
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Tétel
Ha D(¢) létezik, akkor E(V,(€)) = D?(¢).

Bizonyitds

n n 2
E(Va() = E (}725? -3 (2 a-) )
i=1 i=1

= S EE) - (ZE (&) +2 3 B(EE) )
i=1

i<j

= I ERE) - 5 Y RE)EE)
i=1

i<j
- ”;1' (@) - 5 M Erg
= "R - R
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Bizonyitds 2

E(Va(€) = > E(&)~EE)
i=1

= 3 3 (DX(&) + E2(&)) — (D2(€) + B*(€))
i=1

- o)+ 29 - (2 1 m9) - o

Definicié
Korrigalt empirikus (tapasztalati) variancia:

Vi) = —Lovae) = o S - ToE(e).
i=1

n—1

Korrigalt empirikus (tapasztalati) szérds: D}(&) = +/V5(§).
Kovetkezmény
V(&) torzitatlan becslése D?(&)-nek.



Tétel
Ha D(&) létezik, akkor V(&) és V3(€) is erbsen konzisztens
becslése D?(&)-nek.

Bizonyitas
A nagy szamok erGs torvény alapjan

_ Gt m
n

En(¢) E(), n— o

valamint

2 2
E,(£2) = G+ +8& m E(£2), n— oo.

n

Va(€) = En(€%) — E2(€) ™ E(¢?) - E(¢) = D2(€), n— .
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Kovariancia, korrelacié becslése

Tekintsiik (&,7n) hattérvaltozét és (£1,m1), - .-, (§n, mn) Mintét.
Definicié

& ésn empirikus kovariancidja

Cn(&n) = %27:1(51' - En(E))(m - En(n))'

Allitas

Cal&:m) = 3 X1y &mi — En(€)En(n).

Bizonyitds

Co(&m) = % (Z Emi —En(€)D mi —Ea(n) Y &+ nEn(f)En(n)>
i=1 i=1 i=1
= 23"t — 2Ea(€)Ba(n) + En(€)En(n).
i=1
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Definicié
& ésn (Pearson-féle) empirikus korreldcios egyiitthatdja

Cn(&:m) P -
rh(&€,n) = — =", ha D,(¢)D # 0, és 0 kilonben.
Allitas
[tn(&,n)| < 1. Tovdbbd |r,(&,m)| = 1 pontosan akkor teljesiil, ha
&i,m; pontpdrok kézott linedris Osszefiiggés van.

Bizonyitds
A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség alapjan

nCa(ém)| < D 1& = En()] - [mi — En(n)|
i=1

n n

Z(fl —Eq(6))? Z(ni — En(n))?

i=1 i=1

= \/”Vn(f)'”vn(n) = nD,(§)Dn(n).

IN




Megjegyzések
> Cn(&€) = Va(8)-

» Cph(&,n) valamint r,(&,n) eléjele a kapcsolat irdnyéra utal.

> |r,(&,m)| a kapcsolat szorossdgét jelzi. Ha rp(&,n) = 1, akkor
pozitiv, ha r,(§,n) = —1, akkor negativ linedris kapcsolat.
Allitas
Cn(&,m) erésen konzisztens becslése C(&,n)-nak, valamint r,(&,n)
erésen konzisztens becslése r(&,n)-nak.
Bizonyitas
A nagy szamok er8s torvénye alapjan egyszerlien addédik:
b
En(€n) — En(€)En(n) = E(&n) — E(E)E(n) = C(&,n), n— oo,
Cn(&n)  mp C(&m)
H s
Va(€)Va(n)  D(E)D(n)
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Tétel

Ha C(&,n) létezik, akkor E(Cp(&, 1)) = -l

——C(&n)-

Bizonyitas

B(Ca(En) = E(lgm < )(Zn>>

= %ZE(&M— ( E(&imi) +ZE(§’771)
: i#j
DR

i2j
1 1
= nn2 ‘”'E(fﬂ)— (n2 )

n) —

E(§E(n)
1

“——E(OE(m).
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Definicié
Korrigalt empirikus (tapasztalati) kovariancia:

Ch(&n) = =5 Cal.m).

Kovetkezmény
C:(&,n) torzitatlan becslése C(&,n)-nak.

Megjegyzés
02(5777) _ nzlcn(g’n) _ Cn(&)ﬁ) —r (5 77)
DRODHm) — [onD,(€), /-2:Da(n)  PalE)Dal) "
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Maximum likelihood mddszer

Vegylink egy n elemii mintat, amely hattéreloszlasinak 6
ismeretlen paramétere, erre szeretnénk becslést kapni.

Definicié
Legyen £ diszkrét hattérvaltozo, tekintsiik az xq, . .., xn realizaciot.
A hozzd tartozé likelihood-fiiggvény a kovetkezé:

L(O) =Py(&r = x1,.. ., & =xn) = Po(§ = x1) - ... - Pg(§ = xn).

Definicié

Legyen & folytonos hattérvaltozé. Tekintsiik a x1,...,Xn
realizaciét. A hozza tartozo likelihood-fiiggvény a kovetkezo:
L(O) = foer,.en(X1, ., xn) = fo(x1) - ... - fy(Xn).
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Definicié
A 0 paraméter maximum-likelihood becslése (réviden ML becslése)
a 0 statisztika, ha minden x1, ..., x, realizaciora

L(f) = max L(0, X1, . Xn).
A szorzat maximumhelyének meghatdrozdsa helyett sokszor

konnyebb egy 0sszeg maximumhelyét megadni, ezért vezetjiik be a
kovetkezd fogalmat.

Definicié

Tekintsiik az x1, . . ., x, realizacict, 6 paramétert, és a hozzajuk
tartozo L(6) likelihood-fiiggvényt. A log-likelihood fiiggvény
2(0) = In L(0).

A (természetes alapi) logaritmus fiiggvény monoton novd, ezért
0(0) éppen ott veszi fel szélséértékeit, ahol L(0).
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Valészinliség ML becslése

Legyen A egy esemény p = P(A) valdszinliséggel, ahol 0 < p < 1.
Tekintsiik £ = /(A) hattérvaltozét (A indikdtorvaltozdja), ez
Bernoulli-eloszlaslt p paraméterrel.

Tegylik fel, hogy xi1, ..., xpn, az ebbdl vett minta realizidciéja nem
n

csupa 0 vagy csupa 1, és legyen Ky(A) = > x;.
L(p) = p" "M (1 — p)" A ha p € (0,1)

tehat
((p) = Kn(A)Inp + (n — Kn(A)) In(1 — p)

maximumhelyét keressiik (0, 1)-en.
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¢(p) a (0,1)-en kétszer derivalhatd, igy p ML becslése

(o) = A2
- —Kn(A)  n— Ky(A
ey — 1A (1_;)2) o

megolddsa p = K,(A)/n lesz ¢ szigorti konkavitdsa miatt.
Megjegyzések

» Ha p =0 vagy 1, akkor ¢(p) nem értelmezett.

» Ha a realizdcié 1,...,1, akkor L(p) = p" ha p € [0, 1],
maximumbhelye 1, de csak baloldali derivélt létezik 1-ben (ami
nem 0). Tovébb3 (0, 1)-en nincs szélséértéke L(p)-nek.

» Hasonl6 a helyzet 0,...,0 realizicié esetén, L(p) = (1 — p)”
ha p € [0,1].
» Ha K,(A) a bekdvetkezések szdma, E(K,(A)/n) = np/n = p.

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Masik lehetéség p ML becslésére, ha tekintiink egy 0 < p < 1
paraméterli geometriai eloszlasu £ hattérvaltozoét. Tekintsiik az
X1,...,Xn € NT mintarealiziciét. Ekkor

Lip) = p(l—py* ... p(l—pyo
pn(l — p)Zi:l Xi—n

{p) = nlnp+ (Zx,- - n) In(1— p).
i=1

¢(p) (0,1)-en kétszer derivalhatd, igy

n >T.xi—n
fp) = 2-==8 0
Pp) = i
(P) pr (1-p)

megolddsa p = n/ > " | x;. Beldthatd, hogy p = n/> " ;& nem
torzitatlan becslése p-nek.
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Poisson eloszlas paraméterének ML becslése

n Xi n -1
L)) = (il e)‘) = AXim % <Hx,-!> e A>0.
i=1 o i=1

tehat

n
(A)=> xilnA+c—nx A>0
i=1

kétszer derivélhaté (0, c0)-en,

g/(}‘\) _ Eig\l Xi —n= 0, g//(&) _ _ZIZI Xi <0

A2
megoldasa A = Y27 x;/n, ha 327, x; # 0.
Ha Y27, x; = 0, akkor L(\) = e~™, ennek nincs szélséértéke a
(0, 00) intervallumon, igy ekkor A-nak nincs ML becslése.
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Exponencidlis eloszlds paraméterének ML becslése

n

L) =11 ()\e_“") —A"e M ELin A >0,

i=1
tehat

l(AN)=nln X — )\ix,-,
i=1
kétszer derivélhaté (0, c0)-en,
———Zx,—O (A )—;—2<0
megolddsa A\ = n/ 7| x;.

Belathatd, hogy 1/E,(£) nem torzitatlan becslése \-nak.

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Intervallum jobb végpontjanak ML becslése

Legyen £ hattérvaltozd egyenletes eloszlast a [0, 0] intervallumon
(f(x) =071, ha 0 < x < 6 és 0 kiilonben).

L(0) = 07", haxy,...,x, <0, [ 07", ha max]_;x; <40,
10 kulonben 0 kilénben.

L(#) monoton nd, ezért maximumhelye § = max’_; x;.
Megjegyzések
» Mivel L(#)-nak a maximumbhelye szakaddsi pont, derivalassal
nem lehet meghatdrozni 6-t.
> Beldthatd, hogy E(maxi_, &) = 150.
» Ha a (0, 0) intervallumbdl vennénk a mintat, akkor nem
|étezne ML becslés.
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Intervallum helyének ML becslése

Legyen £ hattérvaltozd egyenletes eloszldst a [0, 0 + 1]
intervallumon (f(x) =1, ha § < x < 6+ 1 és 0 kiilonben).

_ 1, haf<xy,....,xp,<0+1,

Lo) = { 0 kiilonben
- 1, ha max?_;x; —1 <60 <min_; x;,
a 0 kiilonben.

L(#) maximumhelyei a [max?_; x; — 1, min/_; x;| intervallum
pontjai.

Megjegyzés

Belathatd, hogy E(max?_, & — 1) =60 —1/(n+ 1), valamint

E(minf_; &) =60+ 1/(n+ 1), tehat a kett6 atlaga torzitatlan
becslés 0-ra.
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Normalis eloszlas paramétereinek ML becslése

S EEE U
L(M,J) = H > e 2;2( ! N)2 — (\/27‘(0’)_’76 2;2 Zi:l( i “)2’
i=1 o

ahol € R és o > 0.
Up, o) = —nIn\/27r—nIna—i§n:(x-—u)2
I 20_2 — 1 )
=

ami kétszer derivilhaté. Képezziik a parcidlis derivaltakat:

ol 1 o
- o2 Z(Xi —u) =0 (1)
H i—1
ol —n 1<
o T o3 Z(Xi —p)? =0, (2)
i=1

L lehetséges szélsGértékhelyei ezek kozos zérushelyei.
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(1)-bdl kapjuk, hogy

SHIE]

S
Il

Belathatd, hogy (i, ) valéban maximumhelye L(u, o)-nak.
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Normalis eloszlasbdl szarmaztatott eloszlasok

Definicié

Legyenek &1, ..., &, fiiggetlen, standard normadlis eloszldsiu vv-k.
Y2 = 5% + ...+ &2 v n szabadsagfokii x? eloszlasti

F\2., eloszldsfiiggvénnyel.

Allitas

x? sliriiségfiiggvénye

fon(X) = ———— hax>0.

Bizonyitds
Teljes indukcid.
(1) Frea(x) = P(E < x) = P(l&a] < &%) = 26(y/X) — 1 ha x > 0
f21(x) = p(v/x) -x7Y2 ha x> 0.
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x? eloszlas stirliségfiiggvénye

(ii) konvolcié

fXQ,n(X) = /0 fx2,1(X - y) fx2,nfl(y)dy
/X (x—y)2e 7 y'Tles 4
= 1 S y
0 22T (3) 2721 (%)

1, 15l
x2"te”2 z 2
=* — / dz
VERTT (5) Jo VT2
% y = zx helyettesitéssel (dy = xdz). A normalé tényezd
1y

1z —_ .
L Jo Hi=dt = L sziikségszeriien.

\/ﬂz"%lr("gl) 0 Vi-t 221(3)
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Jr(@) v
0.5

0.4

1L L L
[

EE Il

0.3

©

021/

01y

0.0 —— — -

Definicié
Ma)= [, y*terdy, a>0.
Tulajdonsagai
» (1) =1ésT(x+1)=xI(x).
» Ha n egész, akkor I'(n) = (n —1)!
» (1/2) = /7,

» Ha n paratlan I'(n/2) = "("_,3)1“'1\/77 = - /r.
272 272
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Definicié
Legyenek &, ..., &, fiiggetlen, standard normalis eloszlasd vv-k.

§ov/n

t = ————————vv n szabadsagfokd Student (t) eloszldsi

E 4+ E2

&, eloszlasfiiggvénnyel.

Allitss

t siiriiségfiiggvénye pn(x) =

Bizonyitds (vazlat)
A szigorian monoton fﬂggvényre vonatkozé

fuey(y) = fe(b™ L(y)) - [dy~(y)/dy] és a fliggetlen valdsziniiségi
véltozok hanyadosdra vonatkozé fz,(x) = [o° vy (y)fe(xy)dy
osszefuiggések felhaszndldsaval adddik.

[szemléltetés]
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Megjegyzések

» A t(n) eloszlds szimmetrikus: ha § ~ t(n), akkor —& ~ t(n).

» Belathatd, hogy ha &, ~ t(n) és & ~ N(0,1), akkor &, — &
eloszlasban, ha n — oo (vagyis ®,(x) — ®(x), ha n — ).
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Definicié

Legyenek &4, ... ,£m+,, fliggetlen, standard normalis eloszlasu vv-k.

g g+...+&,
m 5m-&-l +...+ £ern

Fm,n eloszlasfiiggvénnyel.

wv (m, n) szabadsagfokd F eloszldsu

Allitas
F siirliségfiiggvénye

Bizonyitds (vazlat)
. RIS o 2 (s D
Mivel a szamlalé és a nevezo fliggetlen < eloszldsi valtozdk

konstansszorosa m és n szabadsagfokokkal, az
fe 1n(x) fo yfy(y)fe(xy)dy osszefiiggés felhasznéldsaval adédik.
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25

dlz‘l, do=1 ——
d1=2,d2=1 ——
2 d1=5, d2=2 ——
d1=10, d2=1
d1=100, d2=100

15

0.5 -

0 1 2 3 4 5

Megjegyzések

» Némely x2, Student és F eloszlas inverz eloszlasfiiggvényeinek
néhany értékét statisztikai tablazatok tartalmazzak.

» Ha & ~ F(n,m), akkor 1/& ~ F(m, n). Ebbdl, ha x > 0,
Fom(x) =P(§ <x)=P(1/§ > 1/x) =1— Fnn(1/x).

» Ha & ~ t(n), akkor €2 ~ F(1, n).
§/m
n/n
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Statisztikak eloszldsa

Tétel
Legyen &1, ..., &q egy N(u, 0?) eloszldsbdl vett minta. A
kovetkezbk teljesiilnek:

o2
> En(g) ~ N <,LL, n) )
> 5Va(©) ~ (0 - 1),
» E,(&) és V(&) fiiggetlenek,

L En(§) —p

Vi
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Bizonyitds

En(€) = X0y &/n ~ N/, n0?n2) = N(u, 0 /).

Legyen £ = (&1, ... &), U egy n x n-es ortogonalis matrix, amely
elsé soranak minden eleme 1/4/n és legyen n = UE.

n~ NU(u,...n)",Uc2IUT) = N((v/n,0,...,0) ", o21).

m = VnEn(€), fgy nVa(€) = X1, & — nE3(€) = X7, 777, mivel
Zn, n'n=¢'UTug=¢"¢ = Z&?,

tehdt En(§) = n1/v/n és V(€ ) S, n?/n fiiggetlenek. Tovabb3a

nVn(§) _ 7771 N X2(n —1)

2 Lo
és a t eloszlds def. miatt "7213(22(5\)/:(‘?)‘452/0 = E\"/% t(n—1).
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Tétel
Legyen Ela cee >£n1 €gy N(Mla O-%)r m,...,Nn, €8Y N(,U27 G%)
eloszlasbdl vett fiiggetlen minta. A kovetkezbk teljesiilnek:

>

En (§) —Eny(n) — (1 — p2) N(0,1).

2 2
%,
n n

En1(€) - En2(77) — (,ul - ,U2) ) \/nlnz(nl + no — 2)
VMV () + n2Vi, (1) n+

Student eloszldsti ny + ny — 2 szabadsagfokkal,

» ha o1 = oo, akkor

Vi, (§)o3

2
~ F(n1 — 1,n2 — 1).
Vi, (ot
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Bizonyitas vazlat

Az el6z0 tétel alapjan
Enl(g) ~ N(Hlvaf/nl) és En2(77) ~ N(M27J§/n2)’

tehat
En1(f) - En2(77) ~ N(Ml - N%U%/nl + U%/n2)7

amibdl adddik a tétel elso része.

Szintén az el6z6 tétel miatt
(m = 1)V (&)/07 ~x*(m — 1),
(m = 1)V, (n)/05 ~ x*(n2 — 1),

(m =1V (8)/03 + (m — 1)V5,(n) /05 ~ x*(m + np — 2)

amibdl a t és F eloszldsok definicidja alapjan az el6z6 tételhez
hasonléan addédik a tovabbi két 4llitas.
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Konfidencia intervallumok

Legyen 6 ismeretlen paraméter. Az intervallumbecslés [ényege olyan
intervallum konstrudldsa (statisztikak segitségével), amelybe 6
nagy valésziniiséggel (altaldban 0,95 vagy 0,99) beleesik.

Definicié

Legyen S, < T, két statisztika, amelyre P(S, < 0 < T,) =1— «.
Ekkor azt mondjuk, (Sn, Tn) egy 1 — o megbizhatdsagi szintii
konfidencia intervallum 0-ra.

A konfidencia-intervallum szerkesztése altalaban

> Keresiink egy Z,(0) statisztikdt, aminek az eloszlasa ismert.

> Zp(6)-ra szerkesztiink intervallumot:
P(a < Z,(0) < b) =1 — «, ahol a, b konstansok.

» A Z,(0)-ra felirt egyenlStlenségeket atalakitjuk 6-ra felirt
egyenlStlenségekké: P(Sy(a, b) < 0 < Tp(a, b)) =1— a.
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Konfidencia intervallum normalis eloszlds varhatd értékére

Legyen &1, ...,&, N(u,0?)-bdl vett minta, ahol o ismert. y-re
keresiink 1 — @ megbizhatdsagi szintli konfidencia intervallumot.
Tudjuk, hogy E,(€) ~ N(u,0?/n). Szerkessziink a

Zn(p) = &1 n(0,1) statisztika kéré intervallumot:

a/v/n
P(—xa < Zp(p) < xa) = P(Zn(p) < xa) = P(Zn(p) < —Xa)
= O(xq) = P(—x0) =29(x,) —1=1—q,
amib8l x, = ¢ (1 - %).
l—-a = P<—xa<E"U(§zﬁ’u<xa>
- P (En(f) - xa% < < Ep(€) + x\%> :

Az intervallum hossza | T, — Sp| = 2x,0/+/n — 0, ha n — oo.
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Most nézziik meg azt az esetet, ha o ismeretlen. Legyen

~ Ep(§) —

S = @

~ t(n—1).

A t(n — 1) eloszlds szimmetridjat felhasznélva a
P(—xa < Zn(p) < o) =29p_1(xa) — 1 = 1 — a Osszefiiggésbdl az
el6z8h6z hasonléan adédik x, = &, 1 (1 — 5 ). Ebbél

l—-a = P(—Xa<En(§)_'u<Xa>
Vi (€)/n

~p <En(£) o <n< E"“)”“D:J(EE)) |
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Konfidencia intervallum normalis eloszlds szérasara

Legyen Z,(c) = nV,(£)/a? ~ x?(n —1).

Haao = F., 1(a/2) & bo=F,., (1-0a/2),

P(a0 < Zn(0) < ba) = Frz.n_1(ba) = Fyz.n 1(3a) = (1 - 3) 2

l—-a = P(aa<nV"2(€)<ba>
g
(£)<a< v

_ / nVy, / n(§)
= P b 2 .
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Konf. intervallum normalis eloszlasok vé. kiilonbségére

Legyenek £1,...,&n ~ N(u1,02) és m1,...,1mn ~ N(ua,0?) fgn.
mintak. py — uo-re keresiink konfidencia intervallumot. Legyen

En (§) = Eny(n) — (11 — p2)
D,

an,nz(:ul - ,“2) = ~ t(nl +nm — 2)7

ahol
ny —+ np

nna(ny +np —2)°

DI = (mVn (€) + m2Vn, (1))

P(—x < Zn1 m(p1 — pi2) < x) =2%n 1py—1(x) — 1, igy az
Xo = ¢,,1+,,2 (1 — a/2) vélasztassal kapjuk:

L a—p <Xa _ En (§) — En(n) — (11 — p2) < Xa>

D,

=P (Enl(g) - E"z(n) — XaDs <1 — p2 < Enl (5) - En2(n) + XaD*) :
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Konf. intervallum normalis eloszlasok szérdshanyadosara

Legyenek &1,...,&p, ~ N(,ul,o'%) €S M1,y Mpy ~ N(,u2,0‘%) fgn.
mintak. o1/0o-re keresiink konfidencia intervallumot. Legyen

an,n2(01/02) ~ F(n1 —1,n — 1).
Ha a, = F* (a/2) és b, =F ! (1 — a/2), akkor

n— 1!121 n— 1!121

l-a = Fnl 1,np— 1(b n1 1,np— l(aa)

) —
= P(aa< Vi (€)@ §<ba>
Tr( 01

_ VA o [ VA6
N P( Vi (mbe ~ o2 v:2<n)aa>'
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Paraméteres probak

Legyen 6 a hattéreloszlds egy ismeretlen paramétere a ©
paramétertér egy eleme, tovdbbd ©gU®; = ©, g NO; = ),
©0,01 # 0. A

Hy:0 €0y, Hi:0€0,

nullhipotézist és alternativ hipotézist vizsgéljuk.

A hipotézisek kozotti dontés egy S, tesztstatisztika
(probastatisztika) és egy C(a) kritikus tartomany segitségével
torténik: pontosan akkor vetjiik el Hop-t, ha S, € C(a). A C(w)-t
elfogadasi tartomanynak nevezziik.
Ha Py, (Sn € C(a)) < a, akkor « terjedelmii prébardl beszéliink.
a-t nevezik szignifikancia-szintnek is.

» Hy &ltaldban 6 = 6y alaki, Hy pedig 6 # 0y (kétoldali préba),

0 < 6y vagy 6 > 0y (egyoldali préba).

» -t dltaldban 0,05-nak vagy 0,01-nak, néha 0,1-nek valasztjak.
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Tévedési lehetoségek:
» Elsofaju hiba: Hp teljesul, de elvetjik. Ennek valdsziniisége
p1 =P, (5, € C(a)) < a.
» Masodfaji hiba: Hyp nem teljesiil, de elfogadjuk. Ennek
valésziniisége p» = Py, (Sn ¢ C(«)).
Definicié
en(a,0) =1— pr =Py, (Sn € C(a)) a proba ereje, az e, fiiggvény
az eréfliggvény.
Definicié
Egy préba konzisztens, ha minden 6 € ©1 esetén
limp—soo €n(c,0) = 1.

Megjegyzés
A konzisztencia azt jelenti, hogy a mintaelemszdm novelésével a
masodfaji hiba tetszélegesen kicsivé tehetd.
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Megjegyzés

P(S, € C(a)|Ho) = p1 = «

P(Sn ¢ C(Oé)’Hl) =p2 = P(Sn € C(Oé)‘Hl) =1—p
Legyen P(Hp) = g, ekkor

P(5 € C(a)[Ho)P(Ho)
P(Sn€ C(@)[Ho)P(Ho) + P(Sn€ C(a)[H1)P(Hy)

P(Ho|Sh € C()) =

a-q
a-q+(1-p)(1-q)

= ha py és g nagy, akkor P(Hp|S, € C(«)) is nagy!

Megjegyzés
A kritikus tartomany csokkentésével az elséfaji hiba csokken, a
mdasodfajd hiba nd.
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Préobak szerkesztése

Altaldnos mddszer probak szerkesztésére

> Kereslink egy S, statisztikat, aminek ismert az eloszlasa, ha
Hp teljesiil. Jelolje az eloszlasfliggvényét G.

» Egyoldali préba esetén meghatdrozunk egy s, kritikus értéket,
amelyre Py (Sp < sa) = G(sa) =1 —a: s, = G711 — a).

» Kétoldali proba esetén s&l) és 5&2) kritikus értékeket kerestink,
amelyekre PHO(S((II) <S5, < 5&2)) = G(s&z)) - G(s((ll)) =1l-w
s = 67Y(a/2) és 5P = GL(1 - a/2).

» Dontés: Hp-t elfogadjuk, ha egyoldali esetben S, < s,

kétoldali esetben sél) <§5,< 5&2).

Megjegyzés
Ha tobb mdédon vélaszthatjuk meg S, statisztikat (illetve a kritikus
értékeket), akkor vélasszuk azt, ahol az eréfiiggvény nagyobb.
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u-préba (p-préba, Z-préba)

Tekintsiink egy N(u,0?) eloszlasbdl vett mintat. Tegyiik fel, hogy
o ismert. Rogzitett pg esetén vizsgaljuk a kovetkezd hipotéziseket:
Ho : = o, Hi:p# po.

» Tekintsiik a kovetkez6 prébastatisztikat:

Es(§) — 1o
o)A

ami Hy teljeslilése esetén standard normalis eloszlasu.

u =

> Ehhez és o > 0-hoz keressiik az u,, kritikus értéket gy, hogy
Pry(—ta S u < uy) = P(up) —P(—un) =20(ug)—1=1-a

legyen amibdl u, = ®~1(1 —a/2) adédik, C(a) = {|u| > ua}.
» Dontés: ha |u| < u,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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A hibak valdsziniiségei:

» Elséfaju hiba valdsziniisége:
p1=Pu(lul > uy) =1 =Pp(—ua <u<uy) =a

» Felhasznidlva, hogy % ~ N(0,1), a mésodfaji hiba

valdszinlisége:

p2 = Pu(Jul < uy)

_ g o Eq(§) — u L
= pu (o G < SRR e )

fio — i fio — i
- o — o (—u, .
¢(“+a/ﬁ> < “+a/ﬁ>
[szemléltetés]
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http://www.math.u-szeged.hu/~ngyj/abra/ukonz.gif

Allitas
Az u-préba konzisztens.
Bizonyitas
en(a,p)=1-—pp=1-9 (ua + 533;) + ¢ (—ua+ g;yg).
> Ha p > po, akkor g(}\_/’% % —00, ha n— oo Tehat
limp oo €, 1) =1 — limyy oo P(x) + limy— oo P(x) = 1.
» Ha pg < p, akkor £2=£ — o, ha n — co. Tehat

a/v/n
limp—o0 €, 1) =1 — limy_y00 P(x) + limy_00 P(x) = 1.

Megjegyzés

> A mintaelemszdm novelésével a masodfaji hiba tetszélegesen
kicsivé tehetd konstans « elséfaji hiba mellett.

» Konnyen lathatd, hogy az « terjedelmii u-préba pontosan
akkor fogadja el Hp-t, ha g benne van az ismert o esetén

u-re konstrudlt 1 — o megbizhatdsagi szintii konfidencia
intervallumban.
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Egyoldali u-préba

Most a kovetkezd hipotéziseket vizsgaljuk:

Ho : p=po, Hi:p> po.

> A prébastatisztika most is

Eq(§) — 1o
o/vn

ami Hy teljesiilése esetén standard normalis eloszlasu.

u =

> Ehhez és a > 0-hoz keressiik az u,, kritikus értéket gy, hogy
Pro(u < uy) =®(up) =1—-a
legyen amibél u, = ®1(1 — o) adédik.

» Dontés: ha v < u,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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Allitas

Az egyoldali u-préba konzisztens.

Bizonyitas

Felhasznalva, hogy (f\)f“ N(0,1), a mésodfajd hiba
valdszinlisége:

m = Py (E n(€) — o _ ua>

v
B q’(“”io/ﬁ)'

Hau>M0,akkor“‘;f—> —00, ha n — oo, igy

e,,(oz,,u)zl—pgzl—d)( 'uo/\_[>—>1, ha n — oo.
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Tekintsiink egy N(u,o?) eloszlasbdl vett mintat, ahol o ismeretlen.

Ho : = po, Hi:p# po.
> Tekintsiik a kovetkez6 prébastatisztikat:

o En(f) — Mo

NZGIL
ami Hp teljestilése esetén n-1 szabadsagfoki Student eloszlasu.

» Ehhez és o > 0-hoz keressiik a t, kritikus értéket gy, hogy
Pry(Jt] < ta) = Pro1(te)—Pr1(—ts) =20,_1(ty)-1=1-a
legyen amibél t, = & 1 (1 — a/2) adédik.

» Dontés: ha [t| < t,, akkor Hp-t elfogadjuk, killonben elvetjiik.
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Egyoldali t-préba

Ho : = po, Hi:p> po

» A prébastatisztika most is

En(ﬁ) — Mo

NZGIL
ami Hp teljestilése esetén n-1 szabadsagfoki Student eloszlasu.

» Ehhez és e > 0-hoz keressiik az t,, kritikus értéket gy, hogy
Py (t < ty) =®p_1(ta) =1—«

legyen amibél t, = ® 1 (1 — ) adédik.
» Dontés: ha t < t,, akkor Hp-t elfogadjuk, kilonben elvet;jiik.

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Megjegyzések

» Beldthatd, hogy a két- és egyoldali t-préba is konzisztens.

» Konnyen lathatd, hogy az « terjedelmi kétoldali t-préba
pontosan akkor fogadja el Hp-t, ha o benne van az
ismeretlen o esetén p-re konstrudlt 1 — v megbizhatdsagi
szintl konfidencia intervallumban.

> t aszimptotikus normalitdsa miatt nagy minta esetén ugyanazt
a kritikus értéket haszndlhatjuk, mint az u-prébdanal.

> Nagy mintaelemszdm esetén — a centralis hatdreloszldstétel
miatt — mind az u-, mind a t-préba tetszoleges eloszlasbdl vett
minta esetén alkalmazhaté.

> Az egyoldali u- és t-prébanak van Hy : pu = o, Hi : o < po
alternativakat vizsgald véltozata is, ekkor a prébastatisztika
helyett annak —1-szeresét hasznaljuk. Altalsban az egyoldali
prébak statisztikdja ugyanaz, mint a kétoldali valtozat, csak
az elfogadasi és a kritikus tartomanyt mdédositjak.
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Paros t-préba

Osszetartozé (nem fliggetlen) minta esetén a kiilonbségvaltozéra
vonatkozd, un. onkontrollos vizsgalat alkalmazhaté.

Legyen (&, n) olyan vektorvaltozd, amely komponenseinek létezik a
varhaté értéke: E(&) = p1 és E(n) = pp, tovdbbd v =¢ — 7
normalis eloszldsi. Tekintsiik a (£1,71),- - -, (§n, mn) mintat. A

Ho : p1 = po

hipotézist vizsgaljuk. Az eljards a kovetkezé:
» Képezzik a v; = & — n; véltozdkat, amik fliggetlenek és
normélis eloszlastak u = @1 — pp varhatd értékkel.
» A vy,...,V, minta segitségével egymintds t-prébaval
teszteljik a Hp : ¢ = 0 nullhipotézist. Ha Hy : pu1 # po, akkor
a kétoldali, ha Hy : pu1 > po, akkor az egyoldali véltozatot
alkalmazzuk.
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Kétmintds t-préba

Tekintsiik a &1,...,&n ~ N(p1,02) és 01, ... 0n, ~ N(u2,0?)
fuggetlen mintakat.

Ho : p1 = p2,  Hi:py # po.

» A prébastatisztika:

)

= Em(g) - Enz(n) ) \/nlnz(nl + np — 2)
VMV (&) + naV,(n) ni + ny

amirél tudjuk, hogy ni + ny — 2 szabadsagfoki Student

eloszlast Hy teljesiilése esetén.
> A kritikus érték « szinthez t, = <D;11+n2_2(1 —a/2).
» Dontés: ha |t| < t,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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Welch-préba

Tekintsiik a &1,...,&n, ~ N(ul,af) €S M1, ...y ny ~ N(uz,ag)
fuggetlen mintdkat.

Ho : p1 = po,  Hi:p1 # po.

> A prébastatisztika:
o E"l (5) B Enz(n)

N CAGERAOK
Vo 5

e P 2 1—c)? -1 , .,
ami kozelitleg df = (nf_l + (nz_{ szabadsagfok
Student eloszlasti Hy teljesiilése esetén, ahol

_ Va©)/m
Vi (©)/m + Vi, (n)/na

> A kritikus érték o szinthez t, = (1 — a/2).
» Dontés: ha |t| < t,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Megjegyzések

» Beldthatd, hogy a kétmintds t-préba konzisztens.

» Konnyen lathatd, hogy az « terjedelmi kétmintas t-préba
pontosan akkor fogadja el a nullhipotézist, ha 0 benne van az
ismeretlen széras esetén py — po-re konstrudlt 1 — «
megbizhatdsagi szintli konfidencia intervallumban.

> A kétmintds t-prébdnak van egyoldali valtozata is, ahol
Ho : 1 = po, H1 @ 1 > pp, a t prébastatisztika ugyanaz, a
kritikus érték t, = ¢;11+n272(1 —a) a d('jntésmpedig ha
t < t,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
> A kétmintds t-préba feltétele a szérdsok egyezése, amit az
alabbi F-prébaval teszteltink. Ha a szérdasok nem egyenlek,
akkor p1 — po-re vonatkozd hipotéziseket a Welch-prébdval

vizsgaljuk.
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Tekintsiik a &1,...,&n, ~ N(,ul,a%) 8S M1, ...y ny ~ N(,ug,a%)
fuggetlen mintdkat.

2 2

o g

H. - 1 _ Hy - 1
. ) - N
0 2 70 1 2 7&7_0

» A prébastatisztika:

BRAG
=V

ami n; — 1, np — 1 szabadsagfokd F eloszlasi Hy esetén.

» A kritikus értékek « szinthez:

fo=F (a/2) és foo = Fyly, 1(1—a/2).

n—1,nm—1

» Dontés: ha 1, < F < f»,, akkor Ho-t elfogadjuk, kiilonben
elvetjlik.
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A gyakorlatban az F-préba médositott valtozatat alkalmazzak, ami
azon alapszik, hogy Hp teljesiilése esetén 1/F ~ F(ny — 1,n; — 1),
tovabbd f1 o < 1és fr, > 1 elég kicsi a-ra.

» Tehat a mdédositott prébastatisztika

Vi (&) Vi,(n)- To}
F+ = max ol > 1.
{V?@z(’fl) 10 Vi, (§)
» A kritikus érték o szinthez
F — FI’;];].,IQfl(]' - (‘Y/2)7 ha‘ VT‘II(S)/VT‘IQ(T]) 2 TO?
| Pt (1= a/2), ha Vi (§)/Vi,(n) < 7o.

» Akkor fogadjuk el Hp-t, ha Fx < F,.

Szemléletesen: a mintat Ggy valasztjuk, hogy az eredeti
védltozatban F > 1 teljesiil, és csak a felso kritikus értékkel
hasonlitjuk ossze. Ez magyardzza, hogy az F tdblazatokban csak
Fron(p) értékek 1-hez kézeli p-kre vannak feltiintetve.
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Nemparaméteres prébak

Nemparaméteres probdk esetén nem feltételezziik, hogy olyan
eloszldscsaladbdl vessziik a hattérvaltozé eloszlasat, amely véges
sok paraméterrel leirhatd.

Leggyakoribb nemparaméteres tesztek

> események valdszinliségére vonatkozd prébak,

v

eloszlasfliggvények tesztelése,

v

kvantilisekre (dltaldban medianra) vonatkozé prébak,

> homogenitdsvizsgalatok,

v

fuggetlenségvizsgalatok,

v

véletlenszerliség tesztelése.

Itt csak a legdltaldnosabban hasznalt nemparaméteres prébdkat
(kétoldali valtozataikat) tekintjiik at.
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x? prébak

Valésziniliségek tesztelése

Legyen Aj,..., A, teljes eseményrendszer, p; > 0 minden j-re és
pr+...+p =1

HQZP(A,’):p,'7 i:1,...,r,

> Végezziink n fliggetlen megfigyelést, és jelolje ; az A;
bekovetkezéseinek szamat.

X2 _ zr: (Spi - nPi)2

no:
1 Pi

Ho esetén eloszldsban x2(r — 1)-hez tart (n — o0), igy

> a kritikus érték \2 = F,0 (1 ).

» Dontés: (nagy mintaelemszam esetén) ha 2 < x2, akkor
elfogadjuk Hp-t.
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Tiszta illeszkedésvizsgalat x? prébéval
Legyen &1, ...,&, minta ismeretlen F eloszlasfiiggvénnyel.

Ho : F(x) = Fo(x) Vx €R,

ahol Fp egy adott eloszlasfuggvény.

> Legyenek —co=xp < x3 < ... < X1 < Xy = 00
osztépontok, valamint A; = {£ € [x;_1,x)}, i=1,...,r.

P(A;) = P(xi—1 <& < x;) = F(xi) — F(xi-1)-

» Legyen p; = Fo(x;) — Fo(xj—1) > 0 minden i-re.

» A fentiek alapjan Hyp maga utan vonja az aldbbi hipotézist:
Hy - P(A)=pi, i=1,...,r,

tehat a feladatot visszavezettiik valdszinliségek tesztelésére
x? prébaval.
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Becsléses illeszkedésvizsgalat x? prébaval

HO : F(X) = F91,...,9k(x) Vx € R7

ahol Fy, . g, adott eloszldsfliggvény 61, ..., 0 ismeretlen
paraméterekkel.
Vegyiik a paraméterek 01, ..., 0 becsléseit és legyen Fy = F§1 e

Az eljards ugyanaz, mint a tiszta illeszkedésvizsgélatnal, de itt a
probastatisztika Hy mellett n — oo esetén eloszlasban tart
x2(r — k —1)-hez.
Megjegyzések
> Ha £ értékkészlete véges: x1, ..., x,, akkor nincs sziikség
osztépontokra, hanem az A; = {¢ = x;} vélasztéssal a
valdszinliségek tesztelését kozvetlentl alkalmazhatjuk.

Becsléses illeszkedésvizsgalat esetén a szabadsigfok most is
csokken a becsiilt paraméterek szamaval.

» Jl hasznalhaté 6kolszabaly a mintaelemszamra az eddigi x?
prébakndl: n > maxi<j<,{10/p;}.
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Homogenitasvizsgalat x? prébaval
Tekintstink két mintdt: &1,...,&p, €S N1, ..., Nn,-

Ho:P({ <x)=P(n<x) VxeR.

> Legyenek most is —co =xp < x1 < ... < Xp—1 < Xy = 00
osztépontok és p; az [xj_1, x;) intervallumba esé elsé, v; a
mdsodik mintabeli elemek szdma, u; + v; > 0 minden i-re.

: 1 Wi i\ 2
2 i i
X = nm -

;[L,'+V,' <n1 n2>

ami Hp esetén ny — oo, np — 0o esetén eloszlasban tart
X2(r — 1)-hez.

» Tehdt most is 2 = Fx_frfl(l — a).

» Dontés: ha x? < x2, akkor elfogadjuk Ho-t.

Megjegyzés
Diszkrét véges értékkészletli valtozok esetén itt sincs sziikség az
osztépontokra: intervallumokba esés helyett x; értéket keresiink.
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Fliggetlenségvizsgalat x? prébaval

Legyen & értékkészlete x1,...,x, ésn-€é y1,...,¥s.
Ho:P(E=xi,n=y))=PEl=x)P(n=y), 1<i<r1<j<s,
azaz & és n figgetlenek. Tekintsiik a (£1,71), - - ., (&n, mn) Mintat.

> Legyen vj; az (x;,y;) gyakorisdga a mintaban (a vj; értékeket
az dn. kontingenciatdblazat tartalmazza), v;. = Y 7_; vjj és

J
e r e
V=1 Vi

ViV, )2

Z/I
e=nyy it
vi.v

i=1 j=1

ami Hy mellett n — oo esetén eloszlasban tart
X2((r — 1)(5 —1))-hez.
( 1
» Tehdt \2 = Fo 2,(r— 1)(5—1)(1 — ).

» Dontés: ha x? < \2, akkor elfogadjuk Ho-t.

Megjegyzés
Ennek specialis esete a homogenitasra vonatkozé x? préba.

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Kolmogorov-Szmirnov prébdk

Tiszta illeszkedésvizsgalat
Ho : P(§ < x) = Fo(x) Vx eR.

> A prébastatisztika
A, = sup |Fp(x) — Fo(x)].
x€eR
Ho mellett \/nA,, aszimptotikusan Kolmogorov-eloszlsi.
> A kritikus érték k, = K~1(1 —a)/\/n.
» Dontés: elfogadjuk Hp-t, ha A, < k.

Megjegyzések
» A, meghatdrozdsdhoz elég 2n kiilonbséget meghatarozni,
mivel Fo monoton novo, F, pedig Iépcsos fliggvény.

» Egyoldali vdltozatban a prébastatisztika abszolutérték nélkiili
és kozelitdleg Szmirnov-eloszlasu.
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Homogenitasvizsgalat Kolmogorov-Szmirnov prébaval

Ho:P(£ <x)=P(n<x) ¥xeR.
Tekintsik a &1,...,&n, és M1, ...,Nn, mintdkat és a hozzdjuk
tartozé Fj,, és G, empirikus eloszlasfliggvényeket.
> A prébastatisztika

Anl,n2 = Sg£|Fn1 - an"
X

nyno . sy Yo
Hy mellett n1+n2A”17”2 kozelitéleg Kolmogorov-eloszlasu.

> Tehdt ky = /2K (1 - a).

» Dontés: elfogadjuk Hp-t, ha A, < k.

Az illeszkedésvizsgalat megjegyzései itt is érvényesek.
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Binomialis teszt

Legyen &1,...,&, B(p) eloszlasbdl vett minta.
H0:P(£:1):p0,
ahol pg € (0,1) adott. Az ellenhipotézis kétoldali.

» S, = Kn,({{ = 1}) a Hp mellett binom(n, py) eloszlasa.

> A kritikus értékek a maximalis ¢; és minimalis ¢, amikre
a

Puy(Sn <) = Z (Z) pE(1 — po)™* o

2’
k=0

N

Pr(Shz )= (k) p(L— o) <

k=cp

ad
5
» Ha n nagy, \/% ~ N(0,1) kozelitéleg Hy mellett,

_ o
c1p = npo F \/npo(L — po) - &~ ! (1 — 5) :
» Dontés: ha c; < S, < ¢, akkor Hp-t elfogadjuk.
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Egymintds el6jelprdba

Legyen &1, ...,&, minta £ hattérvaltozdja olyan valészinliségi
valtozd, amely eloszlasfliggvénye szigordian monoton novekvo.
Adott pg € (0,1) és xo € R.

Ho : P(& < x0) = po,

azaz a po-kvantilis éppen xp.

» Tekintsiik az = /(£ < xp) valdsziniiségi véltozét, amely B(p)
eloszldst, ahol p = P(£ < xp).

» Alkalmazzuk a H] : P(n = 1) = pg hipotézis tesztelésére az
binomidlis tesztet.

> Itt a tesztstatisztika éppen S, = nF,(x0), ami Hp mellett
binom(n, py) eloszlasa.

> Megjegyzés: a préba neve xg — £ elGjelére utal.
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Medidn-préba

Az el6jelproba kétmintds valtozata. &1,...,&n, éS M1, ..., Mn,
fliggetlen, folytonos eloszlasti mintdk (ny + ny paros).

Ho:P(£ <x)=P(n<x) ¥xeR.

> Vegyiik az egyesitett minta medidnjat és jelolje M, ,, az elsé
mintaban a medidnnal kisebb elemek szamat. Hy mellett
n n
() ()
P(Mn17n2:k):W7 kIO,...,n]_.
(52)
— Mg 2 _
> E(Mnl7n2) - % és D (Mnl,nz) - 4(,,1'1224_1)-
7 Mnl,nQ_E(Mnl,nZ) ~ . s
» Ha ny és np nagy, akkor S VT, N(0,1) kozelitdleg.
T : My ,ny —E(Mhny ,np) -1 o
» Dontés: Hp-t elfogadjuk, ha ’W <o (1 — 5).
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Wilcoxon-préba

Legyen & folytonos, a medidnra szimmetrikus eloszlasi vv.
Ho : P(f < mo) = 5
» Rendezziik sorba |{1 — mg|, ..., |{n — mp| mintat és legyen R;
rangszam |§; — mg| sorszdma ebben a rendezett mintaban.
> Legyen T =37, ., Ri. Ho mellett

» kis n esetén T eloszldsanak t(a, n) kvantiliseit tablazat
tartalmazza.

> Nagy n-re L(j) ~ N(0,1) kozelitdleg,
D(T )
B(TH) = 3500, 7 = 5 & D(T+) = sl

» Dontés: Hp-t elfogadjuk, ha
» kis nesetén t(a/2,n) < TT < "("H —t(a/2,n),

> nagy n-re ‘%’ < oY1 -a/2).

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Paros Wilcoxon-préba

&, n folytonos eloszlasiak. Onkontrollos vizsgalatot alkalmazunk a
kovetkez6 hipotézis vizsgalatara:

H01P(§<77):§

Tekintsiik a (&1,71), - -+, (&, M) mintat. Legyen v; = & — n;, i)

HO:P(1/<0):§7
amit egymintas Wilcoxon-prébaval tesztelhetiink, ha v eloszlasa
folytonos és a medidnjara szimmetrikus.

Megjegyzések

» A paros t-préba nemparaméteres alternativajaként
alkalmazzak.

> Az el6jelprébanak is hasonléan konstrudlhatjuk meg a paros
véltozatat, de ott nem kell feltenni v szimmetridjat.
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Kétmintas Wilcoxon (Mann-Whitney) préba

ni=&,i=1,...,mésv;=¢§+0,j=n+1,...,n 4+ n mintdk,
ahol &1, ... ,&n,+n, flggetlen, azonos folytonos eloszlast véltozdk.

Hy:60=0.

» Rendezziik sorba az egyesitett mintat és legyen R; a 7; rangja
az egyesitett mintaban.
» R= Z:ll R;. Hy mellett
» kis elemszam esetén R eloszldsanak r(a, ny, np) kvantiliseit
tablazat tartalmazza.

» Nagy elemszamndl RB?RE;?) ~ N(0,1) kozelitdleg, ahol

E(R) _ "1("1-;'72+1) és D2(R) _ "1"2(”11-2i-n2+1).

» Dontés: Hp-t elfogadjuk, ha
» kis elemszam esetén
r(a/2, ny, n2) <R< n1(n1 + o+ 1) — r(u/2, n, ng),

> nagy elemszamra )RBEER(,;?)‘ < oY1 -a/2).
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Spearman-féle rangkorreldcié

Definicié
Tekintsiik a (§1,m), - .-, (&n,mn) mintdt. Legyen R; a & és S; az n;
rangszama. A Spearman-féle rangkorreldcics egylitthato

> iy (Ri — R)(Si — $)

On = — —.
V(R — RSy (S: — 5)2
Tulajdonsagok
_ LRS- 657 1(Ri—Si)?
e e i I S~ it
> |pn| < 1. Ha p; =1, akkor & < ¢ implikaja n; < 7;-t, ha
pi = —1, akkor & < & implikdlja 7; > n;-t minden / # j-re.

Fliggetlenségteszt
56 s Hp : € és n fiiggetlenek.

> Ho mellett v/n— 1p, ~ N(0,1) aszimptotikusan.
» Déntés: ha [v/n — 1p,| < @711 — a/2), elfogadjuk Ho-t.
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Futamteszt

Véletlenszerliség tesztelése
I. Adott egy két jelbdl all6 sorozat. Hy : sorrendjiik véletlenszerd.

XXXYYXYYYY

Az azonos elemekbdl allé maximalis sorozatok a futamok. Az x-ek
szama n, az y-oké m, a futamok szdmat jelolje W. Legyen

[ 1, ha a k-adik elem futam eleje,
K71 0 kiilsnben.

» Hg mellett 1 =1 és k > 1-re I, Bernoulli-eloszlast (n”f,’n)
2
paraméterrel, valamint W = 371" /.
> Hy mellett B(W) =1+ 20m ¢s D2(W) = ZomCom-n-m),

» Ha n és m nagy, akkor W kozelitéleg N(0, 1) eloszlasy.
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I. Vegyuink egy n hosszu 2 jelbdl allt sorozatot. Hy : véletlen

forrasbdl szarmazik (fae), x valdsziniisége 1/2. Ebben az esetben
> b, ..., 1, ~ B(1/2) fae., amib8l W — 1 ~ binom(n —1,1/2),
> igy E(W) = L & D2(W) = 271,

» CHT alapjan nagy n-re %V(V)W) kozelitsleg N(0,1) eloszlast.

Déntés (II): Ho-t elfogadjuk, ha | "5 | < 71 (1-3).

. Hp : x1,...,x, véletlen minta realizaciéja. Legyen m a median
és alkalmazzuk az Il-t a sgn(x; — m),...,sgn(x, — m)

el6jelsorozatra.
Futamteszt homogenitasvizsgélatra (Wald-Wolfowitz)
&1y-.,&n, és M1, ..., mp, fliggetlen, folytonos eloszlasi mintak.

Ho :P({ <x)=P(n<x) ¥xeR

Rendezziik az egyesitett mintat és ebben a -1 jelsorozatra
alkalmazzuk |-t.
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bvaltozds modszerek

Ezek a mddszerek tobb véltozd egyiittes vizsgalatara vonatkoznak.

Alapvet6 tipusaik:

» tobbdimenzids eloszlasokra vonatkozd hipotézisvizsgalatok
(4ltaldban tobbdimenziés normilis eloszlas paramétereire
vonatkoznak),

» varianciaanalizisek,
> klasszifikdciés médszerek (diszkriminalé illetve klaszterezd
eljarasok),

» dimenzidcsokkentés,
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Egyszempontos varianciaanalizis (ANOVA)

Tekintsiik a & j ~ N(uj,02), i=1,....r, j=1,...,n
fuggetlen mintdkat.

A vérhaté értékek felirhatok a kovetkezd formaban: p; = p + aj,
ahol p a varhaté értékek n; értékekkel silyozott atlaga, a; pedig az
i-edik csoporthatas.

Ho:p1 = ... = pr,

azaz minden csoporthatas 0.

Legyen n = n1 + ...+ n,. Képezziik a kovetkezo statisztikdkat:

n; n

Iy
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r n;

SST =) > (&~ &7

i=1 j=1 '
SSB=> n(Gi—¢°  SSW=> > (& - &)
Aliess =
SST = SSB + SSW.
Bizonyitas -
SST = Z Z((fi,j &)+ (& - 9)?
i=1 j=1
= SSW+SSB+2) > (&ij—&)(& —9)
i=1 j=1
= SSW+S5B+2Y (-8 (& - &).
i=1 j=1

0
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Visszatérve Hy vizsgélatara:

> a probastatisztika SSB n—r

TSSWr—1
ami Hy mellett F(r — 1,n — r) eloszlasy.
> Tehat a kritikus érték a-hoz F, = F. 4~ (1 — ).

r—1,n—r

» Dontés: ha F < F,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
Megjegyzések
> ANOVA a kétmintds t-préba altalanositasa: konnyen lathatd,
hogy ha r =2 és Ay = 0, akkor F = t?, és F, = té.

> A szérdsok egyezése Levene, Hartly vagy Bartlett prébaval
tesztelhetd. Ha a szérasok nem egyenléek, akkor ANOVA
helyett a tobbmintas Welch-prébat alkalmazzak.

> Az ANOVA-t diszkrét és normilis eloszlasi valtozd
fuggetlenségének tesztelésére is hasznaljak.

» Van tobbszempontos varianciaanalizis is.
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Linearis regresszid

Tekintsiik a (£, 1) véletlen vektort. Keressiik 7-t legjobban kozelité
linedris fiiggvényt, azaz a-t és b-t, amelyre E((1 — (a& + b))?)
négyzetes eltérés minimalis.
> B((n — a€ — b)?) = E((n — a€)?) — 2b- E(n — a€) + b?
minimélis, ha b = E(n — a&) = E(n) — aE(¢).
> E((n—a§—E(n)+aE(¢))?) = D?(n)+a°D?(¢) —2a- Cov(n, £),
Cov(&:m) _ r(m ) D(n)
D2(¢) "Dey
Cov (&, 1)
T@E(f)

aminek maximumbhelye a =

» amibdl b = E(n) +
Definicié
A fenti paraméterekkel felirt y = ax + b egyenes a regresszios
egyenes, a, b paraméterek a linedris regresszios egylitthatok.

Megjegyzés
Ha &, n fliggetlenek, akkor a = r(&, n)Tg
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Regresszids egyenes paramétereinek ML becslése

Tekintsiik a (&1,71), - .-, (&, M) mintat és az (x1,¥1), .-+, (Xn, Yn)
realizaciét. Tegyiik fel, hogy n = aé + b + &, ahol € ~ N(0, 02).
Célunk a és b paraméterek becslése.

Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy x; értékek nem véletlen
minta realizacidi, hanem rogzitett értékek, igy az n; = ax; + b + ¢;
modellt kapjuk, ahol €1,...,e, ~ N(0,0?) fiiggetlenek, eloszlasuk
nem fugg sem a-tdl, sem b-t6l. Tehat nq,...,n, fliggetlenek,

ni ~ N(ax; + b, a?). Jeldlje n; stiriiségfiiggvényét f;

a b) Hf(y,) = ﬁe 202 S (yi—axi— )2.

L(a, b) akkor maximalis, ha Q(a, b) = >_"_(y; — ax; — b)?
minimalis (legkisebb négyzetek mddszere).
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Megjegyzés

Q(a, b) az (x1,¥1),-- -, (xn, ¥n) pontok egyiittes négyzetes
tdvolsaga az y = ax + b egyenestdl.

Q(a, b) = >°"_,(vi — ax; — b)? mindkét véltozé szerint derivalhatd,
a derivéltak zérushelyei Q(a, b) lehetséges szélsdértékhelyei.

9 n
a(j = —2;X,'(y,' — axj — b)
= ix,y,—aixiz—bix, =0
i=1 i=1 i=1
0Q u
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A lehetséges széls6értékhelyek teljesitik a kovetkezd egyenldséget

09 5,00
da 1'8b_

1=

n n n n n 2
~ 2 _
ng X;y,-—E x,-g yi—a ng Xi — E X; =0.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

0

Ebbdl

N A XiYi = D Xi Doy Vi
2
n 27:1 Xi2 - (27:1 X;)
nzcn(& 77)

= 2V o (€) = r(&m)

>
I
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0
a-t beirva —Q Zy, aZx, — nb = 0 egyenletbe kapjuk
i=1

Z?:l Yi 327:1 Xi‘

n n

o>

Belathatd, hogy (3, IS) valéban @ minimumhelye.

Definicié

Az 3, b értékeket becsiilt linesris regresszios egylitthatoknak, az
Yy =ax+ b egyenest becslilt linedris regresszics egyenesnek
nevezziik.

Megjegyzés
A becsiilt linedris regresszids egyenest 1,11 érték becslésére
hasznaljuk, ha x,+1 adott csak.
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Varianciaanalizis linearis modellben

Tekintsiik a 7 = ax + b+, &~ N(0,02) regressziés modellt és
az 7, ...,"Ns Mintat.
HO a=0.

Vegylik a regressziés egyenes paramétereinek 3, b ML becsléseit és

legyen 77, = 3x; + b. Képezziik a kdvetkezd negyzetosszegeket
n

SST = Z(n, m?  SSR=) (fi—-m)? SSE= Z(n, i)

i=1

SSR

<ol
ami Hyp mellett F(1, n — 2) eloszlast.

» Tehat a kritikus érték a-hoz F, = F; 1 ,(1 — ).

» Dontés: ha F < F,, akkor Hp-t elfogédjuk, kiilonben elvetjiik.

> a prdbastatisztika F= n—2),
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Allitas

SST = SSR + SSE.

Bizonyitas

SST = > " ((mi—)+(Hi—7))? = SSR+SSE+2 > (n; — ) (i — 1),
. i=1

Allitas

SSR = SST - r(x,1)-

Bizonyitas
n

Z(ax, —b—7)? Z Xi —X) (x,7) Vi (n)nVn(x).
=1

i=1 Vin(x)
Kovetkezmény ,
SSE = SST(1 — I’,?(X./ 7)) és SSR _ (x,1)

SSE ~ 1-r3(x.m)

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Tobbvaltozds regresszid
A modell n = aixy +...+a,x, +b+e, e~ N(O,d?).

Hy:a1=...=a,=0.
> Vessziik ay, ..., a,, b legkisebb négyzetes becsléseit,
Ni = a1xj1 + ... + arx;, + b és képezziik SST, SSR és SSE
négyzetosszegeket.
SSR n—r—1

» A prébastatisztika most F =

SSF , ami Hp mellett

F(r,n—r —1) eloszlasa.
Megjegyzések
» Az x;-k a teljes variancia r2(x,n)-részét magyardzzak.
» Ha (&,n) kétdimenzids normdlis eloszlasi és &, n fliggetlenek,

akkor v/n — 2M aszimptotikusan t(n — 2) eloszlasu.
V130 P (n=2)

» Az 3ltalanos regressziés modell n = (&) + . Altaldban a
nemlinedris regressziét a linedrisra vezetik vissza.
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Fokomponensanalizis

Legyen X egy d-dimenzids véletlen vektor m varhaté érték
vektorral és pozitiv definit C kovarianciamatrixszal. Cél a valtozdk
szamanak csokkentése minél kevesebb informacié vesztésével.

C szimmetrikus, spektralfelbontasa
C=VAV',
» ahol A = diag(A1,...,A\g) aCmétrix \y > ... > Ay >0
sajatértékeinek diagondlis matrixa,

> V oszlopvektorai pedig a hozza tartozd ortonormilt
sajatvektorrendszer a megfeleld sorrendben.

Definicié
AY =V1{(X —-m)=VT(X~-m) az X f6komponensvektora, Y
k-adik komponense (Y} ) a k-adik fékomponens.
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Allitas
Y kovarianciamdatrixa .
Bizonyitas
E(Y) =E(V'(X—m)) =V (E(X) —m) =0,

E(YY'T) = E(V(X-m)(X-m)"V)
VIE(X—-m)(X—m)")V=V'CV=A
Tétel

X1,...,Xq ortonormalt vektorrendszer. Ekkor
k

k
doxlCx <Y N, k=1,....d.
i=1 i=1

Ha x; =v;,i=1,...,d, akkor egyenléség teljesiil.
Kovetkezmény

Y sz6rdsa maximalis az z' (X — m) alakd vv-k kozétt, amelyre
l[x|]| = 1 és 2T (X — m) korreldlatlan Y;-vel minden i < k-ra.
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Tétel
A k(< d)-dimenzics P projekcick kozil E(||X — PX||) kifejezést a
Vi,...,Vy altal feszitett altérre vetité projekcid minimalizalja.

(Tehat X négyzetes kozépben vett legjobb k-dimenzids becslésének
elsé k koordinatdja a sajatvektorok bazisaban az els6 k
fékomponens, a tobbi pedig 0.)
k megvalasztasa

)\1 4+ ...+ )\k

)\1 + ...+ Ad

hanyados azt mutatja, hogy az els6 k fokomponens a teljes
variancia hdnyadrészét magyardzza.

Megjegyzés
A gyakorlatban egy minta empirikus kovarianciamatrixabdl

indulunk, ennek sajatértékei és sajatvektorai lesznek \; és v;
(i=1,...,d) becslései.

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Faktoranalizis

Definicié
Legyen X egy d-dimenzids véletlen vektor m vdrhatd érték
vektorral és C kovarianciamatrixszal. A k-faktor modell a
kovetkezé:
X=AY +W 4+ m,
» ahol A atviteli matrix vagy faktorstulymatrix d x k-as,

> azY kozos faktor k-dimenzids véletlen vektor, amelyre
E(Y) =0 é E(YY") = Iy, valamint

> W egyedi faktor egy d-dimenziés véletlen vektor, amelyre
E(W) =0, E(WW") =D diagondlis matrix, valamint
E(YWT) =0.

A modell paraméterei A és D, feltevése, hogy a faktorkomponensek
korreldlatlanok, tovdbbd a kozos faktorok szérasnégyzete 1.
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Allitas
C = AA'" | D. (Ezt nevezziik a modell matrixalakjanak.)
Bizonyfta’s

ZJ 1 a,J i+ Wi+ m; (1 <i<d)szérdsnégyzete

Cii = ij 1 ,J + d; ;, mivel a faktorkomponensek korrelalatlanok.
(ij 1 ,J az X; valtozé kommunalitdsa, d;; az egyedi variancia.)
Tétel

Adott k < d esetén a k-faktor modellnek pontosan akkor van
megolddsa, ha van olyan d x d-s D nemnegativ elem(i diagonalis
matrix, hogy C — D egy legfeljebb k-adrangt, pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas
Ha van megoldés, akkor C — D = AAT rangja legfeljebb k, mivel

A egy d x k-as matrix. Forditva, ha C — D szimmetrikus, rangja
r(< k), akkor felirhaté AAT alakban, ahol A d x r-es.
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Megjegyzések
» Ha C — D-nek van AAT alaki felbontésa, akkor mivel ez nem
egyértelmii: ha U egy ortogonalis matrix, akkor B = AU -ra
AAT = BB, sokszor tovabbi feltételeket is tesznek A-ra.

» Kozelité megolddsokat szoktak adni (ML; legkisebb négyzetek
mddszere; fékomponensanalizis médositott véltozata;. . .).

A faktorsilyok értelmezése és a faktorok rotacidja
Cov(X;, V) = B((Xi — m))Y)) = B((X 2y a1 Yj + W) Y)) = a1,
a faktorsulyok korreldlatlansaga miatt.
» X; az Y; faktorral akkor all szoros kapcsolatban, ha |a; j| nagy.
> A faktorok értelmezése szempontjabdl az a j6, ha minden j-re
kevés (esetleg egy) |a; ;| nagy, a tobbi kicsi.
> A rotacid célja olyan U k x k-s ortogondlis matrix keresése,

amelyre az
X=X=A"Y"+W+m

modell, ahol A* = AU és Y* = U'Y, teljesiti a fentieket.
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Diszkriminanciaanalizis

Legyen X véltozé N(my, C) vagy N(my, C) eloszlasi. Ezt az
osztalybatartozast szeretnénk eldonteni a tér egy X7 U Ab
particionalasdval. Legyen f; az i-edik osztalyhoz tartozé
siirliségfiiggvény. (Altaléban m;-t és C-t a mintdbdl becsiiljiik.)
Két megkozelitést tekintiink.

. Az

/Xl fa(x) dx—l—/X2 f1(x) dx

veszteségfuggvényt minimalizalé particionalast keresiink.
Belathatd, hogy az atlagos veszteség akkor minimalis, ha x
osztdlya j, amire ijC*1x — %ijC*Imj nagyobb. Ez alapjan

L(x) = (m; —my) Clx+c

alakd Fisher-féle diszkriminancia-fliggvényt hasznéljuk: x pontosan
akkor tartozik az elsé osztalyba, ha L(x) > 0.
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[I. Legyen A = (m; — my)(m; — mz)T. Tekintsuk a
Rayleigh-hanyadost:

-
v' Av
R(v) = ——
viCv
Heurisztika: R maximumhelyének irdnydban jél tudunk szeparalni.
Legyenek C1A sajatértékei A\; > ... > Ay és vq,...,vg hozzajuk

tartoz6 sajatvektorok a kanonikus féiranyok.

» Belathatd, hogy R maximumbhelye v;.
» Egy L(x) = V1TX + b

alakd diszkriminanciafiiggvény segitségével dontiink: x akkor
esik az elsd osztalyba, ha L(x) > 0.

Megjegyzések
> A két diszkriminanciafiiggvény pozitiv konstans faktorban tér
el, ugyanazt az osztilyozast eredményezik.
> A szeparalds jésagat a Wilks-féle A = (1 + A;) ! statisztikaval
jellemezzik. Ha az osztdlyok jél szepardlhatdk, akkor A kicsi.
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Logisztikus regresszid

Legyen 7 ismeretlen p paraméter(i Bernoulli-valtozd és x egy
d-dimenziés vektor. Tegylik fel, hogy p = p(x), ezt a fiiggést a
kovetkezé logisztikus regressziés modell (logitmodell) irja le:

In =a'x+b.

1-p

> Tekintsiik egy n elem{ mintat. Meghatdrozzuk a,b ML
becsléseket (kihaszndlva, hogy az x; vektorhoz tartozé n;
mintaelem Gsszege binomidlis eloszlasi n; és p(x;)
paraméterekkel). Ebbd| kapjuk p becslését:

1

P e

> 7 értékei szerinti osztdlybatartozas eldrejelzése ennek
segitségével gy torténik, hogy rogzitiink egy 0 < pg < 1
értéket, és N =1, ha p > pp.

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Klaszteranalizis

Kiilonbozo eloszlasbdl vett mintdk esetén nem tudjuk, melyik
mintaelem melyik osztdlyba (klaszterbe) tartozik, esetleg az
osztalyok szama is ismeretlen. Célunk az osztdlyok meghatdrozasa.

Tekintstik az x1, ..., X, realizaciét. Tegylik fel, hogy van k klaszter:
C1,...,Ck. Legyen X¢ = ﬁ ijec x; a C klaszterkézéppontja.

Legyen SST = 307, [[x; —X|[2, SSW = 3711, 37, e, 1% — %2,
SSB ="K | |Ci| - |[Xe, — X||?. Most is SST = SSW + SSB.

A klasztereket gy szeretnénk meghatdarozni, hogy a

SSW  SSW
SSB ~ SST — SSW

kifejezést minimalizéljak, ami egyenértékii SSW minimalizaldsaval.
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SSW minimumanak meghatdrozdsa mar két klaszter esetén is
271 _ 1 eset vizsgalatat jelenti az n elemii mintdn, ezért
heurisztikakat alkalmaznak.

A klaszterezo eljarasoknak két alapveto fajtdja van aszerint, hogy a
klaszterek szdma ismert-e.

k-kozép maddszer

Vesziink k kezdeti klaszterkozéppontot, minden mintaelemet ahhoz
a klaszterhez soroljuk, amelyik kozéppontjdhoz kozelebb van, majd
a kozéppontokat tjraszamitjuk. Fiigg a kezdeti kozéppontoktdl.
[szemléltetés]

Hierarchikus médszerek

Vannak a klaszterszamot csokkent6 (agglomerativ vagy dsszevond)
és noveld (diviziv vagy felosztd) médszerek. Pl. el6bbi esetében
kezdetben minden pont kulon klaszterbe tartozik, minden Iépésben
a két legkozelebbi klasztert vonjuk ossze, mig egy klaszter nem
lesz. Fligg a klaszterek tavolsaganak definiciéjatdl. [szemléltetés]
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Klaszterek tavolsaga (d(C;,C;))
> Legkozelebbi szomszéd (nearest neighbor vagy single linkage):

min x —vyl|.
xec,-,'yec,-” yll

> Legtavolabbi szomszéd (furthest neighbor vagy complete

linkage):
max_[lx—yll
x€C;,yeC;
> Atlagos tavolsag (between-groups linkage vagy average
linkage): 1
BT [Ix —yl[.
ICil - 1G] 2

x€C;,yeC;
» Unié pontjainak atlagos tdvolsdga (within-groups linkage):

1
W Z [x =yl

2 ) X,yEC,'UCj

> Klaszterkozéppontok tévolsdga (centroid): [[xc, — X¢;|-
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> Median tévolsdg: [[xc, — X¢,|,
ahol x¢ a C klaszter silyozott kdzepe, amit rekurzivan
szadmolunk a kovetkezé médon: ha C klaszter C' U C” unidként
jott létre, akkor x¢ = %(icx + Xxenr).
» Ward tavolsag:
Z HX _YC,‘UCJ'HZ - Z Z HX _iC£H2
x€C;UC; 2e{ij} xeCy
Cil - 1G] o2
————||Xc, — Xc;||*.
i+ gl e~

(Tehat a Ward mdédszer azt a két klasztert vonja Ossze,
amelyek osszevondsaval SSW legkevésbé né.)
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