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A tiszta és keverék allapot

A tiszta allapotokrol

Ha a mez6 egy vagy tobb méodusa a kdrnyezetével termikus egyensilyban van akkor — mint
altaldban egy nyflt kvantumrendszer — mar nem jellemezhet& egyetlen allapotvektorral, azaz
allapota nem egy tiszta allapot.

A kvantumrendszer tiszta allapota — amelyet egyetlen |¢) Hilbert térbeli vektorral adunk
meg — azt jelenti, hogy a kvantummechanika altal egyaltalan hozzaférhet6vé tett minden
informaciénk megvan az allapotrol, azaz elvégeztiik rajta folcserélhetd operatorok egy teljes
rendszerének megfelel6 Gsszes fizikai mennyiség mérését.

Mindazonaltal a megfelel§ Hilbert térbeli vektor ekkor még mindig csak egy szammal valo
szorzas erejéig van meghatarozva, (amely normalt allapot esetén egységnyi abszolut értéki),
mert egy ilyen szorzds a nem valtoztat azon, hogy ez az allapot mely operatorok
sajatallapota.

Eszerint tehat a |@) és az e*P |¢) vektor, valés S-val, ugyanazt a normalt allapotot adja
meg. Azoknak vektoroknak a halmazat, amelyek csak egy ilyen e?? szorzéban kiilonbéznek
egyméastol — és igy a hosszuktoél eltekintve valojaban egy egydimenzios alteret jelentenek — a
9 tér egy ,sugaranak” szokas nevezni. Vilagos, hogy egy sugar és a neki megfelels altérre
vetits projekcios operdtor egyértelmtien meghatarozza egymast, igy egy tiszta allapotot
valojaban egy |p)p| egydimenzios projekcioval, illetve az ennek megfelels sugarral adunk
meg.
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A tiszta és keverék allapot

A keveréket leir6 strtségoperator

Van olyan eset azonban, amikor nem tudjuk pontosan, hogy milyen vektor jellemzi az
allapotot, azt mégis matematikailag jellemezni akarjuk. Ez egy tigynevezett keverék allapot,
amelyet a tiszta esetet jellemz6

0 = leXel

projekci6 helyett az ennél altalanosabb
o= wilpi)eil (5.1)
i

operatorral adunk meg, ahol a |p;)-k szdma legalabb ketts, ezek nem foltétleniil
ortogonalisak, de norméaltaknak valasztjuk 6ket. A w; itt annak a valészintisége, hogy a
rendszer az i-edik |p;) tiszta allapotban van: 0 < w; <1, 3, w; = 1. Ha csak egyetlen w
nem nulla, akkor az sziikségképpen 1, és akkor éppen egy tiszta allapotunk van. A g neve
stirtiségoperator, néha W-vel jeldlik.

Megjegyzés: Az (5.1) formulat a |p;)pi| egydimenzios projekciok konvez linearis
kombinacidjanak nevezziik.
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A tiszta és keverék allapot

A strtiségoperator fogalmanak megalkotoi

5.1. abra: Neumann Janos (1903 - 1957) és Lev Davidovics Landau (1908 - 1968).

A stirtiségoperator fogalmat Neumann Janos illetve Lev Landau vezette be. Latni fogjuk,
hogy tipikusan akkor hasznaljuk, ha egy rendszer egy masik, nagyobb rendszer
részrendszere.

Benedict Mihaly 5: A mez0 keverék allapotai 5/ 23



A sirdségoperator

A stirtiségoperator tulajdonsagai

A 6 6nadjungalt operator, ez lathato a definiciobol, tovabba pozitiv (nemnegativ) operator,
azaz tetszdleges [1) esetén

(¥ sz W lpiXpi ) = sz|¢“ﬁz>|2>0

és 0 akkor és csak akkor, ha 1 valamennyi el6fordulé ¢;-re ortogonalis.
Szamitsuk ki valamely diszkrét ortonormalt |vy) bazisban a ¢ nyoméat (spur, trace):

Tro=» > wi(ve [@i)ei [vx) ZZI(%I% =

ki

0 tehat egy un. trace-class operator (trace- osztalyt operator), mert a nyoma véges, és a
nyom értéke éppen 1. Megmutathaté ld. Neumann J. kdnyvét [1], hogy ekkor a spur
fliggetlen a bazistol, és g-nak pontspektruma van. Ekkor pedig a véges dimenzi6s esethez
hasonléan létezik olyan diszkrét, ortonormalt |u;) bazis amelyben ¢ diagonélis, azaz
szigortan érvényes ra a spektraltétel:

6= Zpi [wiXwil -

‘ Neumann J. A kvantummechanika matematikai alapjai, Akadémiai kiado, Bp. 1980.
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A sirdségoperator

A stirtiségoperator négyzetének spurja

o= pilui)uil
i
Az |u;) bazis nem foltétleniil egyértelmti, mert a p; sajatértékek degeneraltak is lehetnek.

A diagonalizalt alak hasonlé ahhoz ami a (5.1) definicioban szerepel, de itt az |u;) allapotok
altalaban masok mint az ott szerepld és nem foltétleniil ortogonalis |;)-k, és igy a p;-k sem
azonosak a w; szadmokkal.

A § pozitiv volta miatt a p; sajatértékek is mind nemnegativak. Mivel a spur, ha létezik,
akkor invarians, igy ha éppen a sajatbazisban szdmitjuk ki:

dpi=1 = 0<p<L
i

Ha az allapot tiszta, akkor nyilvan csak egyetlen p nem nulla, és akkor az sziikségképpen 1.
A t6bbi sajatvektor a 0 sajatértékhez tartozik, amely a kétdimenzids eset kivételével
ilyenkor degeneralt, és az 1 sajatértékhez tartoz6 sajatvektorra ortogondlis altérben elvben
tetszblegesen valaszthato.

Valdjaban ilyenkor, tiszta allapotrol 1évén sz, nincs is sziikség a siirtiségoperatorra. Ez
utobbi esetben a ¢ projekcid, s igy nyilvanvaléan idempotens hiszen §2 = ¢, ami miatt:

Tr@2 = Tro, azaz Tro? = 1.
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A sirdségoperator

A négyzet spurja eldonti tiszta vagy kevert az allapot

Tiszta allapotra Trg? = 1, és a ¢ ismeretében éppen ezen tulajdonsag alapjan donthetjiik el
egyszerlien, hogy az egy tiszta vagy kevert allapotot ad-e meg.

Altalaban Trg? < 1, és egyenldség akkor és csak akkor van ha § tiszta allapotot jellemez.

A négyzetreemelést és a spurt a ¢ sajatbazisaban szamolva

Tro? = 3,07,

ugyanakkor

1= (o) = O p)? =D P2+ 2pip; > D p? = Trd?,
i 1

i<j i

mert a p;p; szorzatok nemnegativak (és egynél kisebbek).

Egyenldség csak akkor van, ha csak egyetlen pozitiv (nem nulla) sajatérték van, ami
ilyenkor sziikségképpen 1.

Ha egynél tobb pozitiv p; sajatérték van, akkor a kétszeres szorzatok kozott lesz olyan,

amelyik nem nulla, igy annak elhagyasa csdkkenti az 6sszeget, azaz ha Trp? = 1, akkor az
allapot tiszta, ha Trg? < 1 akkor kevert.
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Varhato érték keverék allapotban

Varhato érték keverék allapotban

Egy |p) tiszta &llapotban az A operatorral megadott fizikai mennyiség varhato értéke:

(A), = (el Ale).

0=7>,w; |@i)Xp:| dllapotban a megfelels silyokkal képezziik az egyes |p;)-kben vett
varhato értékeket és ezzel azonositjuk az A varhat6 értékeét, azaz:

(A)g = 2w (pil Alea) = D _wi (palv;)vg| Aok )il ¢:) =

ijk

=3 (k] D wi l@aXpsl v )vi| Alvg) =
ik i

= bkj ae = Tr(pA) = Tr(Ap).
jk

Benedict Mihaly 5: A mez0 keverék allapotai

9 /23



Idé6fejlédés.

A strtiségoperator idéfejlédése

Foltessziik, hogy a rendszer egyes |p;) tiszta allapotai valamely H Hamilton operator
hatasara a Schrodinger egyenletnek megfelelGen fejlédnek idében, azaz minden i-re

0
iho, lei) = H i)
a w; sulyok viszont nem valtoznak, ekkor
0
iho, (piXeil) = H|iXeil — |eileil H,

s igy

., 00
hi:HzAa
ih, = [H, 4l

amit Neumann (von Neumann) egyenletnek szokés hivni.

Megjegyzés: A Neumann egyenlet ebben a formaban a Schrédinger képben érvényes,
Heisenberg képben az allapotot leiré stiriiségoperator nem fiigg az id6t6l, viszont a fizikai
mennyiségeket jellemzd§ operatorok idéfliggéek lesznek.
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Redukalt stirtiségoperator

Atlagolas a kornyezetre

Legyen egy nagy rendszer a |¥) tiszta allapotban és tegyiik fol hogy ennek egy kis
részrendszere érdekel minket, amely a kdrnyezetével egyliitt adja a teljes zart rendszert.
Ekkor a teljes rendszer allapota a két részrendszer tenzori szorzatterében van, és kifejthetd
a részrendszer (S) valamely [v;) és a kérnyezet (£) |v;) ortonormalt bazisaban, azaz

W) =" cij i) vg) -
ij

A norméltsag miatt itt 3, le;j|? = 1. El6fordulhat, hogy |¥) a két részrendszer S és €
egy-egy tiszta allapotanak tenzori szorzata: |¥) = |¢) 5 |¢) ¢, azaz egy Gn. szorzat allapot.
De 4ltalaban nem ez a helyzet, olyankor Gsszefonodott allapotrol beszéliink.

A teljes zart rendszer tiszta allapotanak stiriségoperatora:
(O] = D7 eij 1) [ug) D e ol (uil -
ij kl

Altalaban a kérnyezet részletei nem érdekesek, ekkor kiatlagolunk a kdrnyezet allapotaira,
azaz képezziik a parcialis spurt a kdvetkezGképpen:

Tre (JUYY]) = Z(Un [ TN vn) ZZZ% Chot Ong Ont |thi)X(or| =
n o ij
= chzn Ckn |wl wk' - QS
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Redukalt stirtisé

Redukalt strtiségoperator

05 =) CincChy [ViXvl
n ik
mar csak az S részrendszerre jellemz§ Ggynevezett redukalt slirtiségoperator, amely
altalaban nem irhaté6 [¢)¢| alakba, mert ehhez az kellene, hogy [¢p) = >, a; |);) miatt
|dX | = Dk asa} [WiXebgl-ban asaf =37, cinc},, teljesiiljén minden i-re és k-ra, ami n? db
foltétel teljesiilését kivanja az n db ismeretlenre az a;-kre, és ezeket nem lehet egyszerre
teljesiteni. Igy altaldban redukalt stirtiségmatrix keverék.

5.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy a redukalt stiriségmatrix akkor és csak akkor
jellemez tiszta allapotot, ha a kiindulé allapot nem Gsszefonodott.

A rendszer és kOrnyezet egy Osszefonddottsagi mértékének egyik lehetséges jellemz&je a
redukalt stirtiségmatrixbol megkaphaté linearis entropia:

Sp=1-—"Tr%.

Egy masik lehet&ség az Neumann entrépia (Shannon entropia):
Sy = —Trogslogbs = — Y _pilogpi,
i

amelyben p;-k a gg sajatértékei, és amely szintén 0, ha gg tiszta, egyébként viszont pozitiv.
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Kétallapoti rendszer

Példa: Kétallapotu rendszer

A klasszikus optikabol ismert példa a polarizalatlan vagy csak részben polarizalt fény, ahol
nincs teljesen meghatarozott polarizacios allapot.

Kvantumos jelleg: polarizalt fotonrél beszéliink, a polarizaciés allapotot egyetlen részecskére
vonatkoztatjuk.

4

5.2. abra: Fotonok polarizaciojat vizsgilva az (1) izzolampa (2) teljesen véletlen polarizacio-
val bocsat ki fotonokat, amelyek stirtiség operatorat p = 1/2 |ny)}n4|+1/2 |n_)}n_| médon
reprezentalhatjuk. Egy fligg6legesen beallitott (3) polarizatoron athaladva a foton fiiggslege-
sen polarizalt tiszta allapotba keriil, melynek allapotat a p = |n4)ny| stirtiségoperator irja
le. Itt |n4) a vizszintes és fiiggdleges polarizacios iranyhoz tartozo bazist jeloli.
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Példa: Kétallapotu rendszer

Specialis reprezentansa az tugynevezett kvantumbitnek, azaz egy olyan fizikai objektumnak,
amelynek tiszta allapotai egy kétdimenezidés komplex Hilbert tér elemeivel — pontosabban
sugaraival egyeznek meg. Két bazisvektor: |+) és |—).

Fotonok polarizacioja esetén rendszerint a pozitiv illetve negativ helicitast fotonallapotokat
valasztjuk, de lehetnek ezek pl. a fliggdleges és a vizszintes polarizacios irdnyok is.

Feles spin, mint kétallapott rendszer esetén pedig valamely fizikai mennyiség (pl. magneses
mez6) altal kijelolt irdnyba mutatoé impulzusnyomaték vetiilet |+) illetve |—) sajatallapotai,
rendszerint ezt valasztjuk z iranynak, azaz S, |£) = :I:% |£).

Az dnadjungalt stiriségoperator altalanos alakja ebben a kétdimenzids térben:

0= o4+ [N+ + o—— [=X=|+ 04— [+X=| + 0+ | =X+,

ahol az nadjungaltsig miatt o4 4 és o—— valos, o4— = 0* | tovabba o4+ +0-—-=1a
spurra vonatkozo kik6tés miatt.

Vezessiik be a o4+ — 0—— = 83, €8 04— + 0—+ = s1, (04— — 0—4) = s2, jeloléseket, akkor
egyszertien lathatéan a ¢ matrixa a |+), |—) bazisban

_1 1+ s3 S1 — 182 _1 o .
9_5(81+i82 1 s azaz 9—5(]1+s-¢7),

ahol & a harom Pauli matrixbol képzett vektort jelenti.
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Kétallapoti rendszer

Példa: Kétallapotu rendszer

Magat a ¢ operatort pedig irhatjuk a ¢ = %(]1 + 6 - (6)) alakba is, ahol & a Pauli
matrixoknak megfelel6 operatorokat jelsli, vagyis

61 = [+N=|+[=X+], G2=—i([+N=[—|=X+D, &3 =]+ +|—|-X-].
Lathatoan Trg = 1 mig Trg? = 1 (1 + s? + s2 + s2) = (1 + s2), ahol
52 ::s%—ﬁ—s%—i—sg <1

mig det o :%(1 — 52) amib6l

1
Tro? = 5(1+1—401etg):1—2cletg

és ez invaridns mennyiség.
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Kétallapoti rendszer

Példa: Kétallapotu rendszer

Az egyes s;-k a megfelel§ iranyokban mért polarizacié fokok, ezek lényegében a klasszikus
optikabol is ismert Stokes paraméterek, itt azonban ezek egyetlen fotonra vannak

vonatkoztatva. Az
\/s2+s2+s2=s (5.2)

invaridns mennyiség pedig a polarizacié foka.

5.2. Feladat: Keressiik meg a p matrixadnak sajatértékeit és sajatvektorait. ]

A megfelel§ két sajatvektor |n4) és |n_) adja meg azt a 6 = [ny)}ny| — [n—)}n_|-e,
amelynek a polarizacidja éppen s.

Az s = 0 esetben a foton teljesen polarizalatlan, az allapot a polarizacié szempontjabol
maximalisan kevert, mig az s = 1 tiszta allapotot jelent, a foton teljesen polarizalt.

o-t diagonalizalva a sajatértékek éppen %(1—&- s) és %(1— s) = a slirliségoperator bazistol

fiiggetleniil | 6 = s op + (1 — s) opr | alakba irhato, ahol

@ o = %]l a teljesen kevert allapot stirtiségoperatora,

@ op pedig olyan, amelyiknek a determinansa 0, azaz teljesen polarizalt.
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Kétallapoti rendszer

Példa: Kétallapotu rendszer

2=|ny) 2= |ny)
op
P . -
y y
z=|n_) z2=|n_)

5.3. abra: Ketallapott rendszer esetén a ¢ keverék allapot egy egységsugara gémb (Bloch-
gbmb) segitségével szemléltethets. Az els6 abran a gdmb felszinét elérs (piros) §p polarizacio
fok vektor egy op teljesen polarizalt (tiszta) allapotot ir le. A masodik &bran az § (kék)
polarizacié fok vektor mar nem éri el a gomb felszinét, ez egy ¢ keverék allapotot ir le. A
harmadik abran az origdban 1évé (z6ld) pont a teljesen kevert ppr = % 1 allapotot szemlélteti.

Ervényes tovabba, hogy 6 = s op + (1 — 8) our
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Példa: Termikus allapot

A gyakorlatban el6forduld allapotok nagyon sokszor az Ggynevezett termikus allapotok,
amelyek egy a kornyezetével termikus egyensulyban 1év6 médusban alakulnak ki.

A termikus rendszer energiat cserélhet a kdrnyezetével = nem lehet zart = a
kvantumallapota csak stirliségoperatorral irhaté le.

A termikus allapotrol a statisztikus fizikdban levezetik, hogy ebben a rendszer
energiadllapotainak bettltési valdszintiségeit a Boltzmann-faktor adja meg, tovabba, hogy a
nemdiagonélis elemek altal reprezentalt koherencidk az egyensuly elérése soran eltiinnek.

Tehat ha a rendszer most az elektromégneses mez§ egy modusa, amely a kérnyezetével
(beleértve ebbe a t6bbi modust is) 7" hdmérsékleten termikus egyensilyban van, akkor a
modus allapotat leird stirtiségoperator alakja:

o0
6= pu Ininl,
n=0

abol ( /2)/
e—hw n+1/2)/kT e
pn = T’ 7 = Z e—ﬁw(n+l/2)/kT.
n=0

Maésképpen ezt tgy is irhatjuk, hogy

e—lw(atat+1/2)/kT
Z

0=
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Termikus &allapot

Példa: Termikus allapot

Az allapottsszeget ki tudjuk szamitani

o0

_ Z o—hw(nt1/2)/kT _ ~hw/2kT _1 ’ o e /KT < q
— 11—z
n=0
igy
pn = (1 —x)z™.
A fotonszam varhato értéke:
o0 o0 d (oo}
o U _ n_
<n>—Tr(gn)—ann—(1fz)an =1-2z)z EZQE
n=0 n=0 n=0
(1-2) d ( 1 (1-2) 1 x e hw/kT 1
=1l-z)z— =z(l—-=x = = = .
dr \1—-=z (1-2)2 1-2 1—e Ww/kT  cho/kT _q

ez egy specialis Bose-Einstein eloszlas, ahol a kémiai potencial p = 0.
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Példa: Termikus allapot

Ko&vetkezmény a Planck térvény.
Egy foton energidja hw: tehat az atlagos energia egy mdédusban e"“j%

A moédusok szama, térfogategységben w?-el aranyos, a statisztikus fizikaban vagy a
szilardtestfizikdban tanult allapotstirtiség szdmitashoz hasonldé meggondolas szerint a

2
modussiirtiség g(w)dw = —F— dw, azaz

w3 dw

wr(w) dw = fw (7)) g(w) = Br2 ehw/kT _ 1

A fontiek alapjan a termikus allapot stiriiségoperatora az alabbi alakba is irhato:

o= (1 _ 6—hw/kT)e—hwaTa/kT

A pp = (1 — x)z™ valészintiségekben szerepls « = e~ "/kT_t ki szokés fejezni az (n) = —&—

Gsszefiiggésbél. Ez utobbi szerint x = %&), s igy

pn = (1-a)a" = =
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Termikus &allapot

Példa: Termikus allapot

A fotonszam szoérasanak kiszamitéasa:

o0

<ﬁ2>:Tréf7, ip l—mi [n(n—1) +n]z™
n=0 n=0 n=0
(1—x)<zf+ )Zz

Itt mint lattuk —ddx g™ =0z 1)27 és dzz Pomort = ?1(1,;;2 = (1,290)3‘
Eszerint
2 T 22 T
.92 9 A\ 2 ~
—(1— = =2 + .
(A*) =(1—a)z (1—x)3+(1—;r:) (1—x)2+(1—x) ()" 4 (n)
Igy
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Példa: Termikus allapot

Mint lattuk a koherens allapot esetén (An)2 = (A), ami a Poisson-eloszlasra jellemzs. Mivel
a termikus 4llapotra a fotonszadm szérdsnégyzete nagyobb mint a varhato értéke:

(AR)?
()

>1

a termikus 4llapot fotonszameloszlasat szuper-Poissoninak nevezziik.

Koherens allapot (n) =2 Termikus allapot (n) = 2 Szamallapot (n) = 2
I I I
0.8 : 1 0.8 : 1 0.8F : 1
. 0.6] 1 Lo6f 1 Lo6f |
S 04f 1 Soaf 1 Soaf 1
0.2 1 0.2 1 0.2 1
Ommmmmg*++** Oﬂmmmmmmﬁ**.; ol Ll , . \7
0 2 4 6 g8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

n n n

5.4.abra: A koherens, a termikus és a szam allapotok fotonszam eloszlasanak Ssszehasonli-
tasa. Mind a h&rom allapot esetén a fotonszam varhatoértéke 2.
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Ellen6rz6 kérdések

Ellensrzs kérdések

6000000000

Milyen allapotokat kell stirtiségoperatorral megadni?

Mi a stirtiségoperator altalanos definicioja?

Mik a stirtiségoperator tulajdonsagai?

Hogyan szamitjuk ki egy operator varhato értékét a sirtiségoperatorral?
Mi a redukalt stirtiségoperator fogalma és mikor hasznaljuk?

Hogyan jellemezziik egy foton altalanos polarizacios allapotat?

Mi egy modus termikus allapotanak sidrtiségoperatora?

Milyen eloszlast kovet a fotonszam termikus allapotban?

Mennyi a fotonszdm varhato értéke és szérasa termikus allapotban?

Mit értiink azon, hogy a termikus allapot szuper-Poisson tipust allapot?
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