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Bevezetés

Bevezetés

Ebben a fejezetben harom olyan effektust targyalunk, amelyek a mez§ nullaponti
energidjanak, vagy masképpen a vakuumfluktuacioknak tulajdonithatok.

@ Az els6 ezek koziil egy gerjesztett atomi allapot spontan lebomlasa szabad térben,
vagyis a spontan emisszioé. Ennek sordn az atomi energia dtadodik az atomot koriilvevs
mez§ energiajava, ahol kulcsszerepet jatszik az a tény, hogy a Jaynes—Cummings—Paul-
modellel szemben folytonosan sok olyan mez6 médus veheti at az energiat, amely az
atomi dtmenettel rezonancidban van.

@ A masodik ilyen jelenség a Lamb-féle eltolodas, amelynek megfigyelése és értelmezése
kulcsszerepet jatszott a mez6 kvantumos elméletének megsziiletésében. Ez a jelenség az
atomban az s tipust elektronpalyak energidjanak megndvekedése a gdmbszimmetridt
nem mutato, de egyébként azonos energiaju atomi allapotokhoz képest, ami a mez6
moddusainak vakuumallapotaival valoé kdlcsonhatéas kovetkezménye.

@ A harmadik jelenség a Casimir-effektus, amely szerint két elektromosan semleges par-
huzamos vezet lemez koz6tt vikuumban egy vonzderd 1ép f6l.
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A spontan emiss

Emlékeztets a JCP modellre

A Jaynes—Cummings—Paul-modellben az egymastol hwo tavolsagra 16v6 két energianivos
atom egyetlen w korfrekvenciaji modussal hat kéleson.

@ Ha a modus kezdeti allapota a vakuum, és az atom alapallapotban van, akkor nem
térténik semmi.

@ Ha viszont a vakuumba helyezett atom a gerjesztett dllapotban van, tehat Ce o(0) = 1,
C4,1(0) = 0, akkor az |e,n = 0) allapotbol indulva a csatolt rendszer a

Q Q
Ce,o0(t) = cos 7015; Cyg,1(t) = —i sin 7015

képleteknek megfeleléen az Qo vikuum Rabi-korfrekvencidval meghatarozott modon
elindul az alapallapot felé.

Ez egyetlen modus esetén reverzibilis folyamat, az atom vissza is veszi az energiat a mezGtol.
Ezzel szemben a szabad térben 1év6 gerjesztett atom irreverzibilis moédon veszti el azt a hwo

energiat, amit egy alkalmas gerjesztéssel belé taplaltunk, és ennek idébeli lefolyasa
exponencialis. A tovabbiakban ezt a folyamatot fogjuk vizsgélni.
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A spontin emisszi6

Megoldas a Fermi-féle aranyszaballyal

Elemi perturbacios kozelitést alkalmazva: mint a félklasszikus eljards soran az
abszorpcidhoz, illetve az indukalt emisszidhoz vezet6 meggondolasnal.

Tekintsiik egyetlen médusra az altalanos megoldast, amelynek alakja Schrodinger-képben:

|W(t)g = Z (Ce,n(t) e~ Hwetnw)t le,n) + Cy i1 (t) e~ Hwg+(n+1w)t lg,n + 1)) )

n
A gyorsan valtozo exponencialisokat a |W(t)), = e?Hot/h |W(t))g transzformacioval a

kolcsonhatasi képbe valo attéréssel kikiiszoboljiik, és a Ce,1(0) =1, Cg,1(0) =0
kezd6allapotbol inditjuk a megoldast.

Ekkor az allapot mindig ebben az altérben marad:
[U(t)); = Ce,0(t) le;0) + Cg,1(t) |9, 1) -
Az egyiitthatokra pedig a Schrédinger-egyenletb6l az alabbi egyenletrendszer adédik:
Ceo(t) = 4% e Cy (b), (12.1)

. (9 .
Cyn(t) = _2'70 e o(t). (12.2)
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A spontin emisszi6

Megoldas a Fermi-féle aranyszaballyal

Szabad térben azonban, mar sok olyan kiilonb6z6 iranya k hullamvektorral megadott
modus van, amelynek w = c|k| frekvenciaja kozel esik az atomi atmenethez tartozé wo Bohr
frekvencidhoz, azaz amelyekre A = wp — w K wop.

A mez6 vakuum amplitidéjanak megfelels Rabi-frekvencia is fiigg az w-tol: Qg = % S’Z“"/.

Az egyiitthatokra vonatkozd egyenletrendszert tetszéleges A-ra a perturbiciészamitas elsd
kozelitésében oldjuk meg. A (12.2) mésodik egyenlet bal oldalara a 0-ik kézelitésben
érvényes Ce o(t) = 1-et irunk, majd integraljuk ezt az egyenletet:

1 QO eiiAt -1
C;,;(t) =5 T A

Ez els6 rendben az aldbbi d4tmeneti valészintiségre vezet:

e | = 28 et Atz
ol 1 (a2

Ezt az egyetlen A esetére kapott eredményt most 6sszegezziik az 6sszes modusra.
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A spontin emisszi6

Megoldas a Fermi-féle aranyszaballyal

2
A térfogategységben a modusok stiriségének frekvenciafiiggése: g(w) = 5.
A mez6 polarizacids irdnyanak a kérdésével egyelére nem térddve, az Gsszes modus altal

befolyasolt valoszintiséget az alabbi integral adja

725111 [(wo — w)t/2] ) dw
Py = [ S0 = g0

A sin [(,uo w)t/2]
[t(wo—w)/2]?
értékeire csak az wo — w = 0 koriil ad relevians jarulékot az integralhoz. Pontosabban,
sin®[(wo—w)t/2] _
[(wo—w)/2]2
Fermi-féle aranyszabalynak neveziink),

tényez§ gyorsan valtozo6 fliggvény, de a megfigyelési idStartamok tipikus

hasznaljuk a lim;—s oo = 27mté(wo — w) képletet, amibdl, (s ez az, amit
Pe—)g = 7ot,
ahol a spontan emisszié gyorsasadganak vo mértéke (rataja):

Q2 (wo)

70 =7m———g(wo).

Ez az eredmény mutatja, hogy a vo a deS’—el aranyos, de nem veszi figyelembe az atomi
dipélmomentum és a mezd vektora kozotti szog lehetséges irdnyait, tovabba azt foltételezi,
hogy a gerjesztett atomi allapot valoszintisége végig kozel marad az 1-hez, ami
nyilvanval6an nem érvényes.
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A spontin emisszi6

A spontan emisszié Weisskopf—Wigner elmélete

12.1. abra: Victor Frederick Weisskopf (1908 - 2002) osztrak-amerikai fizikus.
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A spontin emisszi6

A spontan emisszié Weisskopf—Wigner elmélete

Egyetlen atom és sok modus kolcsonhatasat a kdvetkez6 Hamilton-operatorral modelleziink:

_thsa ag—&——og—l—hZ(Q* lo_ +an9cr+) , (12.3)

ahol s az Osszes lehetséges moduson végigfutd index, és az utolsé kdlcsdnhatasi tagot a
forgdéhullami kézelitésben adtuk meg, amelyben Qg az s-edik moédus vakuum
Rabi-frekvencidja.

A probléma id6fiiggé megoldasat a

() = Cero(t) e 2 e, {0}>+ch{1} ) el (F =)t g, (1.}) (12.4)

alakban keressiik, a Ce 0(0) = 1 kezdeti foltétellel, ahol az els§ tagban szerepld |e, {0}) az az
indulé allapot, amikor az atom gerjesztett és minden modus a vakuum allapotban van. A
masik tagban szerepl§ |g, {1s}) vektorok viszont az alapéllapott atom és a mezd egy
altalanos egyfotonos allapotanak szorzatat jelentik.
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A spontin emisszi6

A spontan emisszié Weisskopf—Wigner elmélete

Trjuk be ezt a |¥(t)) -t a (12.3) Hamilton-operatornak megfelelé Schrédinger-egyenletbe,
majd a szokdsos médon vetitsiik a kapott eredményt az |e, {0}) illetve a |g, {1s})
vektorokra, ekkor az egyiitthatokra az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

Ceo0(t) = ﬂZQ Cy 1,y (t)eH@smwo)t, (12.5)
Cy (1, (t) = =i QF e =20t o (). (12.6)

Integraljuk formélisan a (12.6) egyenletet és helyettesitsiik vissza (12.5)-be.
Igy a Ce,0(t)-re egy integrodifferencislegyenletet kapunk:

. t . i
Ceo(t) = —Z|QS|2/ e~ Hws—wo)(t=t) o o(¢') dt’. (12.7)

s to

Eszerint az egyenlet szerint C. o(t) derivaltjat a ¢t idSpontban annak korabbi
id6pillanatokban vett értékei hatdroztak meg, azaz az egyenlet id6ben nemlokalis.

A mez6 és az atom kozotti csatolasra jellemzs Qs — Q(w, 8) = (e| D |g) £, /h belst szorzat
fligg ws = w-t6l, azaz a moédus frekvenciajatol és a moédus polarizacios irdnya és az atomi
dipolus altal bezart szogtol.
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A spontin emisszi6

A spontan emisszié Weisskopf—Wigner elmélete

Legyen a moédus k hullamvektoranak irdnya a Z irdny, £, két polarizacios irdnya az € = &,

és € = &y, mig az (e| D |g) atmeneti dipélmomentum mutasson a 0 és ¢ polar és
azimutszogekkel jellemzett irdnyba. Ekkor

d? d?
[{e| D g) Eul? = = £2 sin? 0 (sin® ¢ + cos? ¢) = = E2sin? 0,

ahol kihasznaltuk, hogy az &4tmeneti dipélmomentum nagysdga a két polarizicidés iranyra
azomnos.

Abra: A k vektor a D vektor és a két polari-
zAciOs irdny e, illetve €' térbeli helyzete.

Benedict Mihaly
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A spontin emisszi6

A spontan emisszié Weisskopf—Wigner elmélete

A sokmoédust tér kvantaladsanal hasznalt formalizmus szerint egy nagyméret(i térfogatba
zart mez6 esetén a modusokra valé >y f(k) dsszegzés helyére a V/(27)3 [ f(k)d®k alaki
integral 1ép.

Itt a |k| =w/c helyett rendszerint az w valtozot hasznéaljuk, a modusok irdnya szerint pedig
a 0 és ¢ szerinti szokasos gdmbi valtozokban kell integralni.

Megjegyzés: Ha az integrandus a k irdnyatol illetve a polarizacidot6l nem fiigg, akkor ez
egyszeriien a V térfogatban talalhaté modusok Vg(w)dw = Vw?/c3m2dw siirtiségével szorzott
fliggvény integralasat jelenti, amely mar a szdgek szerint ki van integréalva, esetiinkben
azonban nem ez a helyzet.

Tgy a Ceo(t)-re vonatkozé egyenlet:

e} ™ 2T t . ,
Coo(t) = —L/ / / 1w, 0)? w? dwsin@dfde | e~ @—w0)E=t)C (') dt,
' (2m)3c® Jo  Jo Jo to ’

sin 0

d d | b
ahol  |Q(w,0)] = ~&usinf = - 2;:1}

Az iranyok (0 és ¢) szerinti integralas eredménye 27 - 4/3 = 87/3, és igy

. 2 oo t . ,
Ceo(t) = LS”/ w2 dw/ emilw—wo)t—t) o o (¢') dt’.
0

to

T 8n3eBR2 3 2€0
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A spontin emisszi6

A spontan emisszié Weisskopf—Wigner elmélete

Most kihasznaljuk, hogy Ceo(t') az e~ iw=wo)(t=t") _hoy képest lassan valtozo fliggvény az
el6forduld w-k tulnyomd tobbségére, igy azt a t idépontbeli értékével helyettesitve kivissziik
az integrél jel elé. A megmaradt exponencidlis id§ szerinti integraljat a

t

) 1
lim emilw—wo) (b=t gy — wé(w —wo) — P
t—o0 to w — wo

képlettel szamithatjuk ki, amelynek eredményében a Dirac-delta éppen azt jelenti, hogy a
moédusok frekvenciai koziil lényegében csak az wo rezonans frekvencia jatszik szerepet,
éppen az amelynél e~ (@ —w0)t viltozasa lassi. A masodik tag amelyben a P a féértéket
jelenti, egy frekvenciaeltolodast eredményez, amely kapcsolatba hozhaté a Lamb féle
eltolédassal. Itt csak a valos részt figyelembe véve, az eredmény

Ce0(t) = = Cen®),

ahol
1 4 d%wd

- dreo 3 hicB

Y0

a spontan emisszidt jellemzd allando.
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A spontin emisszi6

A spontan emisszié Weisskopf—Wigner elmélete

Tehat

1 4dPuwd
" dmeg 3 hed

Ceo(t) = —% o(t), ahol Yo

A Weisskopf-Wigner féle elmélet irreverzibilis és exponencidlis lecsengésii
spontan emissziot mutat, itt nincs foléledés mint a
Jaynes—Cummings—Paul-modellbél kovetkezs dinamikiban, ahol csupan egy
moédusnak adja &t az energidt az atom, és azt abbol vissza is tudja nyerni.

A szabad térben azoknak a folyamatoknak az amplitudoéi, amelyek ezt a
visszanyerést irjak le a sok kiilonb6z6 modusfrekvencia miatt destruktive
interferalnak ezért a visszatérés nem lehetséges.
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A Lamb-eltol6déas

A Lamb-eltolodas: Bevezetés

A mez6 kvantumos természetének egy masik megnyilvanulasa a Lamb-féle eltolodas.

fgy nevezziik azt a kicsiny energiakiilénbséget, amely bizonyos atomi nivok kozétt lép o1, és
amelyet az atom relativisztikus kvantummechanikija nem magyardz,meg mert az az atom
kérnyezetét jelents elektromagneses vakuum fluktuéciéinak tulajdonithatd.

A relativisztikus kvantummechanika szerint a H atom két azonos j = 1/2 kvantumszdmhoz
tartozd allapota a 2S; /o és 2Py /5 azonos energidjiak. 1947-ben Lamb és Retherford
mikrohullami médszerrel kb. 1 GHz-nek megfelel6 energiakiilonbséget mértek a két
energianivo kozott, amelynek magyarazatat a kvatumelektrodinamika segitségével
ugyanabban az évben H. Bethe adta meg.

Mi itt egy kevésbé egzakt, de joval egyszertibb meggondolasra tamaszkodva mutatjuk meg a
Lamb-eltolddas eredetét. Ez a gondolatmenet T. Weltontol szarmazik.
Megjegyzés: Az egzakt eredmény és annak levezetése megtalalhato [1]:
‘ V. B. Bereszteckij, E. M. Lifsic, L. M. Pitajevszkij:
Relativisztikus kvantumelmélet , Tankdnyvkiadd, Budapest 1979.
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Willis Lamb

12.3. 4bra: Willis Eugene Lamb, Jr. (1913 - 2008) amerikai fizikus. (1955-ben
fizikai Nobel-dijat nyert a rola elnevezett Lamb-eltolodas kimutatésaért).
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Az elektron potencialis energidja sorbafejtve

Az elektron potencidlis energidja az ep t6ltésti mag terében

2
1 €5

\% or)=———"—
(r+4r) 4meg |r + Or|

ahol a dr amiatt 1ép {61, mert a mez6 vakuumfluktuacioi befolyasoljak az elektron helyzetét,
beleértve a magtol meért térbeli tavolsagat is. A V(r + dr) potencialis energiat sorba fejtve
kapjuk, hogy

V(r—l—ér)—V(r):5r~VV+%(6r~V)2V+... .

Az elsérendii tag atlaga eltiinik, mert a vakuumfluktuaciok izotrép volta miatt (dr), . = 0.
A maéasodrendii tag részletesebb alakja

l(érV)QV—lz&c-(SmiV
2 T2 > B T R

amelybdl atlagolas utan, ismét a (dz;) = 0 miatt, csak a ,diagonalis”

72(5 2’9‘/ 7<(5 )2y V2V

rész marad meg.
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A masodrendii tag kiszamitasa

Egy |n, ¢, my) atomi sajatallapotban a korrekcité mértéke elsé rendben igy

1
AE = 2 ((00)) (n, &, me| V2V [, € me)

2
Tekintettel arra, hogy VQ% = —4mes(r), ahol §(r) a Dirac-delta, a korrekci6
eg 1 2
AE = 76 <(6r) > <n7ev m@' 5(1‘) |nve’ mé> .
€0

Mivel a stacionarius allapotok koordinata hullamfiiggvényei az ¢ = 0-nak megfelel§ s
allapotok kivételével a Dirac-delta szingularitdsdnak helyén vagyis az origoban elttinnek,
ezért a fonti varhato érték csak az s allapotokban lesz nullatol kiillonbodzs, és azokra

1
('I’L, 070| 6(") |n7 07 0> = W)n,O,O(T’ = O)‘Q = —33
m™3ag
az eredmény, ahol ag a Bohr sugar. Lathatéan minél kisebb az n f6kvantumszam ez az
eltolodas anndl nagyobb, és az s allapotokra pozitiv, mig a p allapotokon nem jelentkezik,
eszerint az energiavaltozés
1 2
AE = — ((6r)%) —2
6eg

343"
™meag
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A masodrendii tag kiszamitasa

Most vizsgaljuk meg a {(ér)?) atlagot. Ha ez egy —eg t5ltésti elektron és annak mozgasat a
vakuum térer6sség hatasara létrejovs klasszikus mozgéasnak tekintjiik, akkor a
mozgésegyenlet

d2(5r)w _ _6705 efiwt
dt2 - w k)
és ennek megoldasa

_ _©o —iwt
(or), = W&”e .

Az atlagos négyzetes eltérés egy modus hatasara

o
€0

(61)2

l\)

w4

1/2
és figyelembe véve az £, = (2?:\)) vakuum amplitidot, osszes modus hatasara

bekovetkezs energiaeltolodas

hck

AE =
660 7Tn3a3 Z m2k4c4 2e9V

ahol k = |k| = w/c, és V egy nagyméretii normalasi térfogat, amely a mez8 modusait és a
kisméret® atomot tartalmazza.
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Osszegzés a modusokra

Az Osszegzés helyett integralunk a modusokra, a V térfogatban talalhaté modusok szamara
vonatkozé modussiiriség Vg(w)dw = Vw?/c3n?dw képletét hasznalva. Igy a kiszamitando
energiaeltolodas

g L ¢ 2 hw w?do 2 h ( 1 e3)2(5>2/1d
= — — — == - — —dw.
246(2) 7rn3a8 m?2 w4 312 ¢ 3 7rn3a8 4meq he me w

2
Itt 47360 % = a a Sommerfeld-féle finomstruktara allando, % = A. pedig az elektron

redukalt (27-vel osztott) Compton-hullaimhossza.

Az integraciés hatarok elsg latasra a 0 és co kozott veenddk, igy azonban az eredmény
logaritmikusan divergens lenne a frekvenciaspektrum mindkét végén.

Természetes levagas:

2 2
@ Az n fkvantumszamhoz tartozd |En| = ™73— energiaju allapothoz tartozéd wp =
2 2
|Enl/h = 555 korfrekvencia a Bohr-elmélet szerint az elektron szdgsebességének a
fele.

@ Kézenfekvd a foltételezés, hogy ennél kisebb korfrekvencidkra a t6ltés nem reagal. A fol-
s6 levagasi hatart pedig az elektron nyugalmi energidjanak megfelels az we. = mc?/h =
¢/Ae Compton-kérfrekvencia adja, ettdl kezdve ugyanis a nemrelativisztikus dinamika
amigy is érvényét veszti.
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A Lamb-eltolodas

Igy az eredmény:

2n?
o®)\1n —
«@

2 2
b etz e =2 N

AE ==
3mnad

wp  3mnia}

Ha itt még figyelembe vessziik az ag = (h/mc)/a = A./a kapcsolatot, akkor a

eredményt kapjuk.

Az n = 2 esetén a 2S; , allapot energiaja koriilbeliil ennyivel adodott
magasabbnak mint a 2P, /, allapoté, amit a két nivo kozotti

energiakiilonbségnek megfelels frekvencia AE/(2nh) ~ 1 GHz-es abszorpcio
kimutataséaval sikeriilt megmérnie Lambnek.
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A Casimir-effektus

A Casimir-effektus: Bevezetés

Ebben a szakaszban egy harmadik érdekes effektust targyalunk, amely szintén
az elektroméagneses vakuummal kapcsolatos.

H.B. G. Casimir 1948-ban mutatott ra arra, hogy /
két tokéletes vezets-, de toltéssel nem bird sik ko-

zOtt vakuumban is vonzé erd 1ép fol.

Ennek szemléletes oka, hogy a sikok kozott az

elektromégneses vakuum moédusstruktiraja maés
lesz mint sikok nélkiil és ez egy vonzbéer6hoz vezet.

22 / 30
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A Casimir-effektus

A mezG6 négyzetes hasab alaki dobozban

Tekintsiink egy négyzetes hasdb alakt dobozt, amelynek méretei L, = Ly, = L, és L. = d.

Ha az elektromos térerdsségre minden falon 0 értékd érints irdnyd hatarfoltételt frunk el6,
az a megfelel6 E; ~ cos(lmx/L) sin(mmy/L)sin(nrz/d) stb. modusfiiggvényekben
eléforduld [, m,n nemnegativ egész szamokbdl a modus korfrekvencidjara:

12 m2  n2\ Y2
“”m":”(ﬁ+ﬁ+d7> :

Megjegyzés: Az [, m,n szamok koziil egyszerre csak egyikiik lehet 0.

A pozitiv szdmharmasok két polarizacids iranyd modust jelentenek, viszont ha a hdrom
szam koziil az egyik 0, akkor csak egy polarizacios modus lehetséges.

A doboz esetén a nullaponti energia:

’ 1
EO(d) = Zlmn 2 (Ehwlmn) )

ahol a 2-es tényez6 a modusonkénti két fiiggetlen polarizcios irany miatt 1ép f6l. A vessz6
pedig arra utal, hogy ha az egészek koziil valamelyik 0, akkor csak egy polarizaciés moédus
lehetséges, igy a 2-es szorzé nem lép fol.
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A Casimir-effektus

Hendrik Casimir

12.4. abra: Hendrik Brugt Gerhard Casimir (1909 - 2000), holland fizikus.
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A Casimir-effektus

A két lemez alkotta rendszer potenciilis energiaja

mm

Tth. L > d, s ekkor az | és m szerinti 6sszegzés integralassal helyettesithetd a T]rf = kg,
T = ky és az ennek megfelels Y5, = [ %dkw, >om

=/ %dk@h képletek szerint:
hCL2 > oo 71-2”2 1/2

Eo(d) = Z/ dkz/ dky (k§+k§+ - ) .

Ezzel szemben, ha szabad térben vagyunk, akkor d tetszélegesen nagy lehet, és akkor

ugyanez a helyettesités az n szerinti 0sszegzéssel is megtehetd, a
formulakkal. Eszerint a d = oo esetre

n

N = ke, 68 3, = [ Lk
heL? d [°° > > 2, 2 gn1/2
— ;/0 dk:z/o dky/o dkz (k2 +k; +k2) /7.

A fonti eredmények mindkét esetben divergensek, de a kiilonbséget végessé tudjuk tenni. Az

Ey(o0) =

U(d) = Eo(d) — Eo(o0)
mennyiséget azonosithatjuk a két lemez alkotta rendszer potencialis energiajaval, amelyre
1
U(d) = -=< Z/dkz/dky (k2 v+ > f/dkz/dky dhs (K2 + k2 + k2)?
T
0 0 0 0

0
Benedict Mihaly
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A Casimir-effektus

Levagas a potencialis energiaban

Hengerkoordinatak az ke, ky stkon: k* = k2 + k2 és ¢ = arctan(ky/kz). Ahol ke, ky > 0
miatt csak 0 és m/2 kozott kell integralni. Ezt a ¢ szerinti integralast mar elvégezve:

1/2 oo 00
L
U(a) = "7 /kdk (k:2 ”d" ) dr — ﬂ/kdk/dkz (k2 +k2)"/% d
s
0 0

Most az els6 tagban emeljiik ki az n egylitthatdjat a gyok aldl és végezzik el a
w = (d?/72)k? helyettesitést, mig a masodik tagban ezen tiilmenden a % = %kz
valtozocserét is. Ekkor

(oo} oo
hLQ 2
U(d) = 04 % Z/(w+n2)1/2dw—/d§/0 (w+2%)""% dw
"0 0

Ezek az integralok divergensek. Casimir azonban ramutatott arra, hogy a frekvencidk
fizikailag valéjaban nem lehetnek végtelenek, mert nagyon révid hullamhosszakra a lemezek
nem képeznek akadalyt szamukra. Ezért levagast alkalmazott, azaz egy olyan — kdzelebbrél
nem meghatarozott — f(w/w.) fliggvénnyel szorozta az integrandusokat, amely w/w. < 1
esetén nem befolyasolja az eredményt, azaz f(w/w:) =1, (tehat a derivaltjai eltiinnek a 0
kozelében), viszont w/w. — oo esetén elegendGen gyorsan nulldhoz tart.
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A Casimir-effektus

Becslés sorfejtéssel: Euler-McLaurin-képlet
Vezessiik be ezutan az
F(u) := /Ooo dw (w + u2)1/2 f (ﬂ_c(w + u2)1/2/wc)
jelolést. Figyelembe véve, hogy az n = 0 moédushoz csak egy polarizacios irdny tartozik:

cL? 72 > oo
U(d):hf dg|:;F(0)+ZF(n)—/O F(z)dz:|

A zardjelben szerepl§ kifejezést az ugynevezett Euler—-McLaurin-képlettel lehet megbecsiilni,
amely szerint

N N 1
;F(n)—/o F(z)dz m 5 (F(N) = F(0)) + Z

(F(Qk:fl)(N) _ F(Zkfl)(o)) ,

ahol a By, egylitthatok az tgynevezett Bernoulli-szamok: By =1, By = 1/2, By = 1/6,
B3 =0, By = —1/30,.. .és a kozelités annal jobb minél tovibb megyiink az &sszegzésben,
azaz minél nagyobb a p.
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simir-effektus

A Casimir-erd

Ha itt NV > Ny, akkor a fliggvényérték és a derivaltak értékei a fols6 hataron eltiinnek,
tovabba egyszertien megmutathatoan F’(u) = —2u?, tehat F'(0) = 0, mig F'"’(u) = —4, a
magasabb derivaltak pedig elttinnek. Igy az eredmény

hel? 72 1 hel? 72
4 d324-30 720 d3°

U(d) =

A feliiletegységre hat6 er§, azaz a vakuum energiatdl szarmazé P nyomés a potencialis
energia d szerinti negativ derivaltja osztva L2-el, amibél

he w2

240 d*

a Casimir-erének nevezett nyomas.

Egymastol 1 um tévolsagban 1évS lemezek esetén ez a nyomés 1,3 x 1075 N/cm2.

Az effektus létezését kisérletileg el6szdr 1958-ban M. Sparnaay mutatta ki, 2002-ben G.
Ruoso és munkatéarsai pontosabb kisérleti eljarassal az elmélettel kb. 15%-os hibahataron
beliili egyezést mértek.
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A Casimir-erd

Det w?hr )Z( 100 pm

SE 8441

12.5. 4bra: A Casimir effektus mérésérdl késziilt kép az ,Astronomy Picture of
the Day” honlapon.
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Ellen6rz6 kérdések

Ellenérzé kérdések

o
2]
o
o
o
o
o
o
o
@

Mi a spontdn emisszi6 jelensége, és miért nem magyarazza azt a félklasszikus elmélet?
Mi a kiilonbség a gerjesztett allapot — alapallapot dtmenet soran a JCP modell és a
spontan emisszid kozott?

Milyen értelemben pontosabb a Weisskopf-Wigner elmélet az egyszerd perturbativ meg-
oldasnal?

Milyen mennyiségek hatarozzadk meg egy dtmenethez tartoz6 spontan emisszié valdszi-
niiségét?

Mit neveziink Lamb-féle eltolodasnak, mekkora ennek nagysagrendje a finomszerkezet-
hez képest?

Hogyan magyarazza a vakuumfluktuacié a Lamb-féle eltolodast?

Miért csak az s &llapotok esetén jelentkezik az eltolédas?

Mit neveziink Casimir-effektusnak?

Milyen két energia kiillénbségét kell figyelembe venni a Casimir-effektus nagysaganak
kiszamitasahoz?

Hogyan szarmaztathato a Casimir energidbél a lemezekre haté nyomas?
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