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Bevezetés

Bevezetés

A Jaynes—Cummings-modell (JC-modell) vagy helyesebben Jaynes—Cummings—Paul-modell
(JCP-modell) az atomok és a mez6 kolecsonhatasanak elvileg legegyszertibb modellje.

Csak egyetlen atomot tekintiink egy allbhullamu {ireg-
ben, és foltessziik, hogy az atomnak csak két kiva-
lasztott stacionédrius allapota kozotti egyetlen &tme-
net jatszik szerepet, az, amelyik az iliregben kialakuld
diszkrét allohullamok koéziil az egyikkel rezonidns mo-
don koélcsonhatasba tud 1épni.

A JCP-modell nemtrivialis kvantumos mozgasegyen-
lete egzaktul megoldhato.

[3 E.T. Jaynes, F. W.Cummings Proc. IEEE, 51,
89 (1963)

w
. ° A
AR '
le)
[8 . Paul, Annalen der Physik, 466, 411 (1963) wo

Az 1980-as évek masodik felétsl kezdve sikeriilt olyan
kisérleteket végezni, ahol ezt a modellrendszert tény-
legesen is megvalositottak.

ﬁ D. Meschede, H. Walther, G. Miiller, Phys Rev.
Lett. 54, 551 (1985)
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E. T. Jaynes

10.1. dbra: Edwin Thompson Jaynes (1922 - 1998) amerikai fizikus.
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n klasszikus mezGben

Kétnivos atom klasszikus mezében

Tekintsiik a mez6t és az azzal kolcsonhatasban 1évé atomot, amelynek csak két stacionarius
allapota k6zotti tmenetet vizsgdlunk. Az atomok t6bbi nivojaval és az atom mint egész
tomegkdzépponti mozgasaval itt nem foglalkozunk, ezek figyelembevételérsl a kisérletek
elemzésénél lesz sz6.

A feladat félklasszikus valtozata: az atomot kvantummechanikailag, a mez6t viszont
klasszikusan kezeljitk (optikai Rabi-probléma)

A Rabi-probléma, azaz a klasszikus mez6 hatasara végbemend atomi kvantumos dinamika
vizsgalata modot ad majd arra, hogy ezt kdvetfen ra tudjunk viladgitani a mez8 kvantumos
tulajdonsagaibol szarmazoé 1ényeges kiilonbségekre a klasszikus valtozattal szemben.

Egyetlen atom esetén legyen a két stacionarius allapot egyike |e) a folsG, gerjesztett, a masik
pedig a |g) az also, az alapallapot, a koztiik 1év6 energiakiilonbség pedig fuwg.

Ezek tehat az atomi Hamilton operator sajatallapotai a

hwo hUJO
Hole) = ecle) = T|€)7 Holg) = ¢4 |9>:—T|9>

sajatértékegyenletnek megfelelGen, ahol az energia nulla szintjét az atomban a két
figyelembe vett atomi energianivé e. és €4 szamtani kdzepénél vessziik fol. |e) és |g)
egymasra ortogonalis és normaltnak tekintjiik Gket.
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Kétnivos atom klasszikus mez&ben

Kétnivos atom kolesonhatasa a klasszikus mezdével
Foltessziik, hogy az atom kolcsdnhat az ebben a pontban klasszikusnak tekintett

E(t) = Eg coswt
linearisan polaros monokromatikus mezgvel, amely az atom méretein beliil nem fiigg a
helyt6l. Ez nagyon jo kozelitéssel érvényes, mert

@ az a atomi méret, amely nagysagrendileg a Bohr-sugarnak felel meg, optikai frekvenciak
esetén altaladban harom nagységrenddel kisebb mint a mez§ A = 27¢/w hullamhossza.

@ Rydberg-atomokat mikrohulldmt mezében vizsgilva, az a atomi méret ugyan harom
nagysagrenddel nagyobb mint a Bohr-sugar, &m a A itt mar a cm-es tartomanyba esik.

Ilyenkor az atom-mez6 kdlcsénhatast megadd operator alakja

K = —DFEgcoswt |,

ahol D az atomi dipélusmomentum operatora.

Fol fogjuk tenni, hogy a mez§ korfrekvencidja kozel esik az atomi dtmenet frekvencidjahoz:

wo —w =: A € wo (10.1)

Ahol a A-t elhangolasnak nevezziik.
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Kétnivos atom klasszikus mez&ben

A kétnivos atom Schrodinger-egyenlete

Az atomra vonatkozé id&fiiggs Schrodinger-egyenlet:

nB2O) _ (41, 1 1cay) ey
”’w — (Ho — DE coswt) | (1)) |. (10.2)

A megoldast keressiik a két stacionarius allapot idéfiiggd szuperpozicidjaként:

‘\I/(t» — bg(t) efiAt/Zefiegt/ﬁ |g> + be(t) 61At/267ieﬁt/h |€> — (103)
= by(£) A2 [g) 4 b (1) 32T o),

ahol a Hp-nak megfeleld e *ae)!/" gtaciondrius fazisfaktorokat és az elhangolas felét

tartalmazo tovabbi eT?2/2 fazisszorzokat célszeriien levalasztottuk az id6fiiggs
egylitthatokbol. A kolecsdnhatasbol szarmazo idéfliggs amplitadokat itt be(g)-vel jeldltiik.

Megoldas keresése: frjuk be a |[¥(t)) eme alakjat a (10.2) Schrédinger-egyenletbe, majd
képezziik annak skalaris szorzatat balrél (g|-vel, illetve (e|-vel.
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Kétnivos atom klasszikus mez&ben

Diferencial egyenlet az id6fiiggs amplitidokra

Vegyiik figyelembe a szamitas soran

@ Hj sajatértékegyenletét és az (e|g) = 0 ortogonalitasi relaciot.
@ hogy a D operator paratlan (tértiikrozéskor eljelet valt), s igy az atomi nivok kozotti
diagonalis matrixelemei eltinnek (Laporte-szabaly).

Igy a D operator matrixelemei, mivel mind |g), mind |e) hatérozott paritasi:

0={(e[Dle) =(g|Dlg),
d:=(e|Dlg), d*={g|Dle). (10.4)

@ aforgohullam-kézelitést (rotating wave approximation: RWA): azaz hagyjuk el a coswt =
(et 4-e~%t) /2 beirasa utan folleps az w+wp korfrekvenciaval valtozd két Ggynevezett
antirezonans tagot. Ezek egy id6 szerinti integralas soran nagy nevezdével jelentkeznek,
és igy elhanyagolhatok az wgp — w = A frekvenciaval torténd valtozashoz képest.

fgy az idéfiiggs amplitudokra kapjuk, hogy

A Qr
by = z;bg + sze,

. A Q

be = =i be +z7rbg,

d
ahol Q, = £Eo az un. klasszikus rezonans Rabi-frekvencia.
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us mezGben

[. Rabi

10.2. abra: Isidor Isaac Rabi (1898- 1988) amerikai fizikus .
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Kétnivos atom klasszikus mez&ben

Az idé6tiiggs amplitudokra vonatkozo egyenlet megoldésa

A (10.5 10.6) egyenletrendszernek a
Az amplitadoékra vonatkozo egyenlet

. A *
kezdeti foltételhez tartozd megoldéasa by = iEbg + ifbe,
. A Q
. A Qx - _i= "
by = i by + i be, (10.5) be = —igbe T hy.
. A Q
be = —nge + z?rbg, (10.6)

ahol Q=1/19r|24+ A2 a (nemrezonans) Rabi-frekvencia.

A megoldasbol lathato, hogy a fols§ nivo betdltottségének valoszintisége

|be|2 = 7IQT‘2 sin2 g = 2]

1
= A — (1 — cos ),

2 Q24+ A22
2
ami 0 és m‘%ﬁ kéz6tt oszcillal Q kirfrekvenciaval.

Megfigyelés: Pontos rezonancia esetén w = wp, A = 0, a f6ls§ nivo populacidja eléri az 1
értéket, az atom periodikusan Q, korfrekvenciaval teljesen invertalodik.
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n klasszikus mezGben

A megoldés elemzése, korlatok

Q2 1
be|? = ‘;, 1— Ot
I el ‘Qr|2 +A2 2( cos )

Egy allandd amplitidoja kiils6 mezében, pontos rezonancia esetén

@ az Oty = 7 foltételt teljesits t idGtartamig tarté impulzus éppen invertilja az atomot,
ezért ezt m impulzusnak nevezziik.
@ az Q,tor = 27 egyenldség teljeslilése esetén viszont az alapallapotbél induld atom tor
id6 mulva visszakeriil az alapallapotba.
® at,;y = 7/(2Qr) tgynevezett m/2 impulzus az eredetileg akar az alsé akar a f6ls6
stacionarius allapotban 1év6 atomot a két energiasajatallapot egyenls silya szuperpo-
ziciojaba viszi.
A font targyalt Rabi-megoldas atomok optikai gerjesztéseinél csak akkor érvényes, ha az
atom és a mezs kolcsonhatasa koherens, azaz teljesiil az alabbi két foltétel:

@ Az atomi allapotok a populaciéit a folyamatra jellemzs Q! nagysagrendi id6tartamon
beliil egyéb relaxacios folyamatok (pl. spontan emisszio, {itkdzések) nem valtoztathat-
jak meg

@ Ez alatt az id6tartam alatt a (10.3) kifejtésben az |e) és |g) egyiitthatoinak egymashoz
viszonyitott fazisa sem valtozhat meg més ok miatt (pl. litk6zések) mint amit a (10.5,
10.6) egyenletek elGirnak.

Ez az utobbi el6iras az, ami konnyebben sériil, és igy nehezebb teljesiteni.
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m kvantumos mez&ben

Kétnivos atom kvantumos mezében

Tekintsiik a mez6t és az azzal kolcsonhatasban 1évé atomot, amelynek csak két stacionarius
allapota k6zotti atmenetet vizsgalunk. Az atomok t6bbi nivojaval és az atom mint egész
tomegkozépponti mozgasaval itt nem foglalkozunk, ezek figyelembevételérsl a kisérletek
elemzésénél lesz szo6.

A feladat kvantumos valtozata: Mind az atomot mind a mez&t kvantummechanikailag
irjuk le. EZ Jaynes—Cummings—Paul-modell (JCP).

A rendszer Hamilton-operatora most is
H=Hy+ K,

ahol Ho = H, + Hy az egymastol fliggetlen atom és a mez6 Hamilton-operatordnak Gsszege,
mig K a kolcstnhatasi operator a két részrendszer kozott.

A kovetkezGkben levezetjiik, hogy a keresett Hamilton operator alakja:

Tw 19/
H= 700'3 + hwata + 70(0'+a+0'_aT) .
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m kvantumos mez&ben

Az egymastol fliggetlen atom és mezd

Vezessiik be a o4 = |e)(g|, o— = |g)e| definicidval az atomi léptets operatorokat, amibdl
cilg) =le), oile) =0, illetve o_lg)=0, a_|e) = |g),
és legyen o3 = |e)e|—|g)Xg| a folsg illetve az also allapotra valé projekciok kiildnbsége.

Megjegyzés: a fénti o), operatorok a spin elméletébdl ismert Pauli operatorok (métrixok)
félcserélési relacidinak tesznek eleget.

Az energia nulla szintjét az atomban a két figyelembe vett atomi energianivé szdmtani
kozepénél vessziik f6l = az atomi Hamilton-operator alakja Hy, = hWTOO'f;, amelynek

sajatallapotai |e) és |g), :tm’7° sajatértékekkel.
A mez6 Hamilton-operatorat, minthogy az most a foltételezés szerint egyetlen modusbol all

Hy = fiwata alakba frjuk, ahol a fw/2 alapallapoti energiat — minthogy az konstans —
elhagyjuk.

Ezek szerint az egymastoél fiiggetlen atom és mez6 Hamilton operatora:

hew
Hy = 7003 + hwata

Hj sajatvektorait az atom és a mez$ energia-sajatallapotainak (tenzor)szorzataiboél kapjuk.

Holen) = (2 4 imo)jen, Holgr) = (=22 + ) g}
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Kétnivos atom kvantumos mezGben

Az atom és a mezd kolesonhatasa

Vizsgaljuk most a K kolcsonhatasi operatort. Ez az el6zdekhez hasonléan K = —DE alaka,

ahol a D atomi diplolus-operator. Ennek alakja az |e), |g) bazisvektorokkal a (10.4)
matrixelemeknek megfelelGen

D = dle)g| +d" |g)el = doy +d* o_.
A tovabbiakban itt is foltessziik, hogy d = d*.

Az egyetlen — X irdnyban polarizaltnak foltételezett — modus elektromos térerésség
operatorat vegyiik az alabbi alaktnak:

hw
E = (a+al) | —=sinkz = Esinkz(a + al)
eV

Tfh. a mez6 hullamhosszanal joval kisebb méretii atom a moédus duzzadé helyénél hat azzal
koleson, azaz ahol |sinkz| = 1. A szamolas egyszertibben kezelhet§ a sinkz = —1
valasztassal, tehat ha a k&lcsénhatasi operator alakja

K ==& (dor +d* o_)(a+al)|
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Kétnivos atom kvantumos mezGben

Kozelités a K kolecsonhatési operatorban (RWA)

‘ K =&(doy +d*o_)(a+ah) ‘

A mez6 operatorainak idéfiiggését szabad térben a harmonikus id6fejlédés adja:

a(t) = a(O)efi“’t, al (t) = af (O)ei“’t,

Hasonloan egyszertien megmutathaté, hogy a H, = E;O o3 atomi Hamilton operator

hatasara a o4+ léptet6 operatorok idéfiiggése Heisenberg-képben:

o4 (t) = o4 (0)erwot,

A K-beli szorzat kifejtésénél ennek megfelelen az operatorszorzatok kozelitSleg a

opa~ eTHwo—w)t o_al ~emHwomw)t (10.7)

o_a~ e Hwotw)t oral ~ etlwotw)t (10.8)

képleteknek megfelel§en valtoznak idében.

A masodik sor antirezonans tagjait elhanyagolhatjuk: rezonins vagy kozel rezonans
esetben a masodik sorban szerepl§ tagok sokkal gyorsabban valtoznak mint az els§ kettd, és
egy formalis integralasnél a nevez6ben megjelend +(wo + w) tényez6k a masodik sor
szorzatait elhanyagolhatova teszik az els6 sor tagjaihoz képest.
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m kvantumos mez&ben

A Jaynes—Cummings—Paul modell Hamilton operatora

Az elhanyagolt tagok jelentése:

o_a: az atom a fols6 nivordl az alsora keriil mikoézben fotont nyel el,
oral: az atom gerjesztését és azzal egyidejiileg egy foton kibocsatast irja le.
Ezek a folyamatok az elemi értelmezésben nem 6rzik az energiat, ezért valoszintiségiik joval

kisebb mint az els6 két tag altal leirt gerjesztés fotonabszorpcidval illetve legerjesztés
fotonemisszi6val.

2dE,
Vezessiik be az un. vikuum Rabi frekvenciat: 0

=: Q.

Mint lattuk a mezd vakuum allapotdban az elektromos térerdsségnek nincs hatarozott
értéke, csupan a varhato értéke tiinik el. A szords nagysaga ugyanakkor éppen &psinkz.

Tth. a d 4tmeneti dip6lusmomentum valds, igy a Hamilton operator alakja:

hw hQ
H= 7003 + hwata + TO(O‘+G,+O'_CLT) .

Ez a Jaynes—Cummings—Paul modell Hamilton operatora.
ﬁﬂo (

Megjegyezés: mas konvenciéval a kélcsénhatasi tagot az ¢
szoktak frni.

o_at — o1a) alakba is
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Rezonéans eset, kollapszus és foléledés

Megoldas egzakt rezonancia esetén

Egzakt rezonancia esetén (wo = w):

@ Az le,n) és |g,n+ 1) allapotok a Ho operator e, = hwg (% +n) kétszer degeneralt
sajatértékéhez tartozo sajatvektorai.

@ Egy tovabbi sajatallapot a |g,0) alapallapot, amelynek energiaja —h%, és ez nem
degeneralt.
@ EDbbdl az alapallapotbo6l a kdlcstnhatési operdtor nem visz ki, mivel

Kg,0) = 0.

@ Ezen tilmenden a K kolcstonhatasi operator a font emlitett degeneralt allapotokat egy-
masba transzformalja,

h h)
Kle,n) = =2 (ora+o-al)len) = =2 vVnt1lgn+1),

hQ hQ
Klgn+1)==2(ora+oa)lgn+1)==2Vat1len).

Osszefoglalva: ha a rendszer kezdetben a Hy valamelyik ilyen e,, = fiwg (n+1/2)
sajatértékéhez tartozd — az |e,n) és |g,n + 1) altal kifeszitett — sajatalterében volt, akkor
ebben a kétdimenzios altérben is marad.
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Rezonéans eset, kollapszus és foléledés

Megoldés az €,-hez tartozé sajataltérben

Az el6z6ek szerint a Schrodinger egyenlet megoldasa a fonti kétdimenzios térben kereshetd a
[(t)); = Ce(t) e;n) + Cy(t) |9, + 1)

alakban, ahol a kdlcsdnhatasi képet, azaz a |¥(t)); = eHot/7|W(t)) 4 allapotvektort
hasznaljuk.
o1v (1),

ot

Beirva ezt a th = K |¥(t)); Schrodinger-egyenletbe (klcsdnhatéasi kép):

hQo

ih (c‘*e le, n) + Cy(2) |g,n+1>) =T (Ce) VT lgn+ 1)+ Cy(t) Va+ 1 |e,n)).

Szorozzunk balrol (e, n|-nel, illetve (g,n + 1|-el, igy a két egyiitthatéra a

) Qn Qn
Ce fz—\/n+ Cy=—i 709, C’g—fl—\/ C’e—fi7C’e

differencialegyenlet-rendszert nyerjiik, ahol bevezettiik az Q, = Qov/n + 1 jelolést.

A megoldas analog a klasszikus Rabi-problémaval, az ottani 2, = %Eo helyett itt
Qn = Qov/n + 1 szerepel:

Q Q
Ce,n(t) = Ce,n(0) cos Tnt —iCy,n+1(0) sin THt

Qnt Oy,
Cgn+1(t) = Cg,nt1(0) cos - iCe,n(0) sin 7t (10.9)
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Rezonéns ese

A megoldés elemzése

Mint emlitettiik, az alapallapotbo6l nem torténik dtmenet. Viszont az |e,n = 0) allapotbol
indulva, azaz amikor kezdetben a mez§ vakuumallapotban az atom pedig a gerjesztett
allapotaban van, tehat Ce 0(0) =1 és Cy,1(0) = 0, akkor a csatolt rendszer a

Q Q
Ce,0(t) = cos 70t, Cy,1(t) = —isin 7015

képleteknek megfelel6en Qg korfrekvenciaval oszcillal a gerjesztett és az alapallapot kozott,
mikdzben a mezd fotonszama 0 és 1 kozott valtozik.

A megfelel6 valoszintiségek

Q 1 Q 1
P.(t) = cos? = —(1 + cos Qot), Py (t) = sin? 0= —(1 — cos Qot).
2 2 2 2
Ez a folyamat egy ,reverzibilis spontan emisszi®
@ Az atom elGszér, t = w/Qo idStartam alatt a vikuumba emittélja a fotont, amit néha
ebben az esetben is szokas spontan emisszionak nevezni.
@ Ezutan egy tjabb 7/Qo id6tartam mulva azt Gjra abszorbealja, ezért Qo neve a vakuum
Rabi frekvencija.

A két folyamat kozotti kiilonbség az atomot koriilvevé mez6 modusstruktirajaban van.
Szemben az iiregbe zart atommal, a szabadon 4116 atom nagyon sok — az wo dtmeneti
frekvenciajaval megegyez6 frekvenciaja — modusnak adhatja at az energiat, emiatt az nem
tud visszakeriilni az egyetlen kitiintetett szabadsagi fokra: az atom gerjesztett allapotaba.
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Rezonéns ese

A megoldés elemzése

Ha a rendszer az |e, 0) kezddallapotbdl indul, akkor t, /o = 7/(2Q0) id6 milva az allapota:

-
V2

Kisérletileg is megvalosithato, hogy az atom éppen a jelzett w/2Q¢ id6tartamig tartézkodjék
az liregben = kvantumos /2 impulzus.

19 (e, 0) —ilg,1)).

Ekkor az atom és a mezd lathatdéan egy Osszefonddott allapotba keriil: a fonti |¥) nem
ifrhat6 az atom illetve a médus allapotanak szorzataként.

A mezén val6é athaladas utan az iireget elhagyo atom allapotat mérni lehet. Ha az |e), akkor
a mérési posztulatum szerint a mez8 éppen az |n = 0) allapotba keriil, mig ha az atomot a
lg) allapotban mérjiik, akkor ez a mez6t az |n = 1) egyfotonos allapotba viszi, s ez akkor
torténik, amikor az atom mar nincs is kézvetlen kélcsonhatasban a mezével. Ez a kisérlet
tehat az EPR paradoxon egy ténylegesen megvalositott valtozata.

Ha a kvantumos mddussal szemben a mez6t klasszikusan irjuk le, akkor kiilsé mez6
hidnyaban, azaz klasszikus vakuumban, nincs Rabi oszcillacié, amint az az el§z6 szakasz
eredményeibdl az Q, = 0 esetben azonnal latszik.

Itt természetesen foltettiik, hogy a rendszer zart, nincs veszteség, azaz a mez§ egyetlen
figyelembe vett moédusa megtartja a fotont, és az atom is csak ezzel a mddussal hat kolcson,
maés szabadsagi fokoknak nem ad 4t energiat.
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Rezonéans eset, kollapszus és foléledés

Megoldas tetszdleges tiszta kezdGallapotra

Megfigyelések:

@ A kezdetben szamaéllapotban 1év6 mez6 esetén a megoldas ugyanigy periodikus mint
a klasszikus esetben, pedig a mez6 szamallapotai igencsak tavol allnak attol amit egy
klasszikus mez6 jelent.

@ Ha a mez6 kezdetben koherens allapotban van, akkor a JCP-modell t6bb tekintetben
maésfajta eredményt ad, mint amit a klasszikus megoldés alapjan varnank.

@ Egy adott n-hez tartozd szdmaéillapotot mint kezddallapotot nem egyszerl elGallitani,
egy kisérletben a mezd induld allapota rendszerint termikus allapot vagy valamilyen
viszonylag kis a-hoz tartozé koherens allapot.

Az atomot és a mezSt kezdetben fiiggetlen:

Atomi allapot: [1(0)) ¢ = Cg(0) |g) + Cc(0) |e)
Mez6 modus allapota: [¥(0)); = Z Crn(0) |n)

Tetsz6leges tiszta kezd&allapot a fliggetlen allapotok szorzata:

[9(0)) = [4(0)}, @ [%(0 f—ZC 0)1g,n) + Ce(0) [e,n)} .

Ezt alkalmas Cp,(0) egyiitthatokkal kisérletileg is meg lehet valositani.
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Rezonéans eset, kollapszus és foléledés

Megoldas tetszdleges tiszta kezdGallapotra

A {Cy(0) |g,n) 4+ Ce(0) |e,n)} allapot idéfejlédését mar ismerjitk (10.9), (a |g,n) esetén a
korabbi |g,n + 1)-nél n helyett n — 1 frando). Ilyen modon a megfelel§ megoldas:

W) =>" { [Ce(O)Cn(O) cos % — iCy(0)Cy1(0) sin %] le) +

n

+ [—ice(O)cn_l(O) sin n

—1t Qp_1t

+ (00 0)cos P 1g) o,
ahol Q_1 = 0.
Legyen specidlisan ismét Cc(0) = 1, C4(0) = 0, ilyenkor:

U (t)) = ZC (0) cos \e n)y —iCrp4+1(0 )st lg,n+1).

Annak a P, valosziniiségét, hogy az atom az |e) allapotban van a modus allapotara valo
tekintet nélkiil az |e)(e] ® 1 operator varhaté értéke adja, ahol 1 a modus allapotterének
egységoperatora:

vn + 1Qpt 1
P = E |Cn (0)]2 cos? % = E |Cn(0)|25 (14 cosvn +1Qot) |
n n
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Rezonéans eset, kollapszus és foléledés

Kezdetben koherens allapotban 1évé modus esete

Vi 1Qot 1
Pe =3 [C0(0)[2 cos? % = 3 ICa (0 (1 + cos VAT 101) |
n n

Tfh. a mezé klasszikus: abban az értelemben, hogy azt kezdetben egy |a) koherens

2n
allapot irja le, és az ennek megfelels |Cp, (0)|2 = %640“2 Poisson-eloszlas varhato értéke,

vagyis az () = |a|? atlagos fotonszam, jéval nagyobb mint 1.

Ekkor az eloszlas szordsa a varhaté értékhez képest kicsi lesz: (n)'/2? < (n), s igy az
Gsszegben a sokféle ), koziil egyetlen, az n = (n)-hez tartozo lesz a dominans.

Ilyenkor Q) = /(n) + 1Q0 azonosithaté Q,-el a klasszikus rezonans Rabi-frekvenciaval, s
igy a kvantumos Rabi-oszcillaciok atmennek a klasszikusba.

Cummings-féle kollapszus: A fonti szummaban kiilonboz6, irracionélis ardnyd diszkrét
frekvencidkkal valtozo harmonikus jelek |Cy, |2-tel stilyozott 6sszege szerepel. Ez az Osszeg a
destruktiv interferencia miatt hamar 0-va valik.

Benedict Mihaly 10: A Jaynes—Cummings—Paul-model 23 / 33



Rezonéans eset, kollapszus és foléledés

Becslés a kollapszus idejére

Az 6sszegben azokhoz a diszkrét Rabi-frekvencidkhoz tartozd tagok jarulékai lesznek
jelentsek amelyekre n a szérasi tartoméanyon azaz az (n) + An és (n) — An intervallumon
beliilre esnek.

A Fourier-transzformacio tulajdonsagait (frekvencia-id6 hatarozatlansagi relacio) hasznélva,
az a tc idStartam amig az egyes frekvencidkhoz tartozé rezgések nem oltjak ki egymast
nagyjabol a

te(Qny+an — Qny—an) =7 (10.10)
egyenletbdl kaphatd meg.

Koherens kezdgéllapotnél azaz Poisson-eloszlasnal a fotonszdm szérdsa An = <n>1/2.
Vizsgiljuk az (n) > 1 esetet, amikor Q,y = Qo+/(n) + 1~ Qo+/(n). Sorfejtést hasznalva

Qnyran = Doy () = ()72 = Qo ()72 (1£1/ (n)"/ 2>1/2

Qo

1
~ Qo (n)1/? (u: 2<n>1/2> =Qo (n)/? % 5

Igy (10.10)-b6l tc =~ 7 Qg " és ez fiiggetlen (n)-t6l.
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Becslés a kollapszus idejére

Egy pontosabb, de joval bonyolultabb szamolas szerint a kollapszus soran a gerjesztett
allapot valészintiségének burkol6jat egy Gauss-fiiggvény adja meg:

1 eIt

P.= - cos(2|a|Q0t) |
2

1.0+ 1.0
P1) (@) P(D) (b)
0.8+ 0.8
0.6 06
0.4 0.4
0.2+ 0.2
0.0 ‘ ‘ 1 0.0 w w ‘ ‘

0 10 20 Q2030 0 2 1 6 Qa8

Qt SN

10.3. 4bra: Kollapszus és foléledés. A gerjesztett allapot valoszintisege P. mint az id6 fiigg-
vénye. Kezdetben az atom az |e) gerjesztett allapotban van, a mez6 kezdeti allapota pedig
az |a) koherens allapot, ahol a fotonszam véarhato értéke (n) = |2 = 15. Az (b) abran a
folyamat kezdete nagyobb félbontasban.
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Rezonéans eset, kollapszus és foléledés

Foléledés

1 e—19t?
P.=—-+ — cos(2|a|Qpt)

Joval kés6bb, 1980 koriil fedezték fol numerikus szimulacidkkal, hogy hosszabb id6 milva Pe
Ggynevezett foléledést is mutat.

A foléledés annak a kovetkezménye, hogy egy id6 miulva a szomszédos frekvenciaju rezgések
fazisa kozelitSleg éppen 27 valamilyen egész szamu t6bbszorosével kiilonbozik egymastol.
A kollapszusnal hasznalt egyszeri kozelités szerint erre olyan tp id6pontokban keriilhet sor,
amelyekre

tR(Q<n>+1 — Q(n)) ~ 27Tk‘,

ami nagyjabdl az alabbi id6pontokra vezet:
tr = (47/Q) )2k,  k=0,1,2....

A kisérletileg is megfigyelt foléledés egy joval erésebb bizonyiték a diszkrét
Rabi-frekvencidk, azaz a mezd diszkrét szerkezete mellett mint a kollapszus.

Megjegyzés: A mezd amplitadéjaban megjelené barmely folytonos eloszlasa esetén annak
szbrasa is irreverzibilis kollapszust eredményezne. A foléledés viszont nyilvanvaléan csak
diszkrét fazisok azaz diszkrét Rabi-frekvencidk esetén léphet fol.
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Rezonéans eset, kollapszus és foléledés

Foléledés

Animacio:

Ez az interaktiv animaci6 lézerrel gerjesztett kétallapotu rend-
szert mutat be. Kiilonb6z6 impulzus alak és hossz esetén
tanulmanyozhatjuk az alap és a gerjesztett allapot betoltottsé-

gének alakulasat. Tobbek kozott kiprobalhatjuk egy m vagy m/2

impulzus hatasat. (Lasd ellendrzd kérdések.)

http://www.itp.tu-berlin.de/menue/lehre/owl/quantenmechanik/zweiniveau/

parameter/en/
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Nemrezonéns eset, folruhdzott allapotok

A stacionarius allapotok megkeresésé

A JCP-modell egy masik modszerrel torténé megoldasa nemrezonans esetben:

@ Megkeressiik a teljes H sajatértékeit és sajatallapotait, amelyek idéfejlédése H szem-
pontjabol stacionarius.

@ Ezutan tetszSleges kezddallapot esetén, annak a H stacionérius allapotai szerinti kifej-
tésében a szuperpozicié6 minden tagjat az e—iet/h fazistényez6vel szorozva megkapjuk
a megoldast.

Keressiik meg tehat a JCP-féle

uw hQ
H= 7003 + hwata + 70(0'+a+a_aT)

Hamilton operator stacionarius allapotait 0igy, hogy az atomi &tmenet és a modus
korfrekvencidja kozotti elhangolas nem tiinik el, azaz A = wg — w # 0.

A Hy + K operator matrixa a Ho operator |e,n), |g,n + 1) ortogonalis sajatallapotaiban az
el6z6 pontban targyalt esethez hasonloan (az alapallapot kivételével) most is 2 X 2-es
blokkokra esik szét:

H —h wo /2 + nw 0 +§ 0 Qovn+1
n 0 —wo/2 4+ (n+ 1w 2 |Qovn+1 0

ahol az els6 matrix a Hp a masodik a K operator matrixa, az n-nel indexelt egyes
blokkokban.
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Nemrezonéns eset, folruhdzott allapotok

A sajatérték probléma megoldasa: folruhazott dllapotok

Figyelembe véve a A = wg — w elhangolast, kikiisz&bdlve wo-t, majd levalasztva egy az
egységmatrixszal aranyos tagot kapjuk, hogy

0 o— @+ 1/2)w 0 h +A Qovn+1
n 0 (n+1/2)w 2 |Q0vn+1 —-A

A H,, sajatértékeinek meghatarozasahoz nyilvan elegendd a fonti masodik matrix
diagonalizalasa. Ennek eredményeképpen a sajatértékek a fi/2 tényezst6l eltekintve a
—(A% = 7\2) — Q2(n + 1) = 0 egyenlet gydkei azaz a Hy sajatértékei:
1 1 2 2 1/ 2
ex(n) =hw(n+ 3 + Ehﬂn(A), ahol Qn(A):= (A% 4+ Q5(n+1))

és korabbi jelslésiink szerint Q, (A =0) =

A sajatvektorok az |e,n), |g,n + 1) alabbi linearis kombinécioi (,f6lruhazott” allapotok):
On
[4+,mn) = cos — 5 le, n)+51n lg,n + 1)
. On 9n
|—,m) :—sm?|e,n>+cosg|g,n+1> (10.11)

Q
ahol a 0, (Stiickelberg-sztg) a tan 6, = Kn Osszefiiggéssel definialt. A A = 0 esetben ez a

szbg éppen 0, = 7/2, és az (10.11) kifejezésben szerepls minden egyiitthat6 1/+/2.
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Nemrezonéns eset, folruhdzott allapotok

Az idé6fiiggés megadasa folruhézott allapotokkal

Legyen el8szdr a kezdé allapot specialisan éppen |V (0)) = |e,n):

Fejezziik ezt ki a teljes H sajatallapotaival, azaz a f6lruhazott allapotokkal. (10.11)-bél
azonnal lathatoan:

On On
|\II(O)> = |€, n) = cos E |+7n> —sin ? |_7n>

Ennek idéfejlédése
On ) e 0, ) .
le,n) — cos > |+, n) iep (n)t/h _ gip - |—,n) e—te—(n)t/n

Ha a mez8 kezd@allapota nem egy fotonszam sajatallapot, hanem egy tetsz6leges > Cy |n)
n

szuperpozicio de kikotjiik, hogy az atom a gerjesztett allapotabdl indul, akkor
[T(0)) =le) ® > Ch|n) =3 Cnle,n). Ennek minden tagja megint csak kifejezhets a

n n
folruhazott allapotokkal az el6z6 képletnek megfelelGen, és mint tudjuk az egyes
stacionarius allapotok egymastol fiiggetleniil a megfelels e~€t/h fazisfaktorral szorozva
fejlédnek idében. Igy

i 0 )
Crle,n) — Ch iep (n)t/h _ g 2™ , —ie_(n)t/h )
Z le, E (Cos |[4+,n)e sin 2 |—,n)e
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Nemrezonéns eset, folruhdzott allapotok

Az idé6fiiggés megadasa folruhézott allapotokkal

TetszSleges kezdS allapot esetén: végtelen Osszegként egzaktul folirhaté az
idé6fejlesztett allapot.

Egzakt rezonancia esete: A =0, azaz a 0, = Q,, esetet kell tekinteniink.
Ez esetben a korabbi formulaboél a kévetkezs adodik:

ZC’n le,n) —>Z %C’n (H—,n) e~ nt/2 _ |—,n) e“Q"t/Z) -

B (e s

A két eredmény azonossaga abbdl lathato, hogy a folruhazott allapotokat kifejezziik a
csupasz 4llapotokkal, s ez egzakt rezonancia esetén (|+,n) — |—,n))/V2 = |e,n), és
(|4+,m) + |-, n))/V2 = |g,n +1). Igy az eredmény

Qnt Qnt
ch\e n —>ZC {|e n) COST—z\g,n—i-l)smT} =
Qpt Qp_1t
:ZCn{|e,n)cosTfi\g,n>sin n21 }
n

megegyezésben az el6z6 pontban kapott megoldassal.
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Nemrezonéns eset, folruhdzott allapotok

JCP-modellen alapulé animacio

Animacio:

Ezen az interaktiv animacién a Jaynes-Cummings modellt tanul-
manyozhatjuk. A mezd és az atom esetén is kiilonb6z8 kezd6al-
lapotokat valaszthatunk. Allithatjuk a kolcsénhatas és az elhan-

golas mértékét. Illetve jatszhatunk az operator struktirajaval is.

Részletes leirast a Help link alatt talalunk.

http://wwwpub.zih.tu-dresden.de/ adebi/programming/jc/

Benedict Mihaly 10: A Jaynes—Cummings—Paul-model 32 / 33


http://wwwpub.zih.tu-dresden.de/~adebi/programming/jc/
http://wwwpub.zih.tu-dresden.de/~adebi/programming/jc/

Ellen6rz6 kérdések

Ellensrzs kérdések

o
2]
o
o
o
o
o
o
o

Milyen rendszert ir le a JCP modell és milyen egyszeriisitéseket tételez f617

Milyen feltételek indokoljak a két nivoju rezonans kozelitést?

Mit jelent az RWA rovidités?

Milyen mennyiségek hatarozzék meg a klasszikus rezonans Rabi frekvenciat és mi a
Rabi oszcillacio jelensége?

Egy kezdetben alapallapotban 1év& atom milyen allapotba jut egy 7 impulzus hatasara,
és mi torténik egy w/2 impulzus esetén?

Milyen tagokbdl all a JCP Hamilton operator?

Miben hasonlit és miben kiilénb6zik a klasszikus és a kvantumos Rabi probléma meg-
oldasa?

Mit neveziink kollapszusnak és foléledésnek, és mie ezen jelenségek szemléletes oka?

Mit neveziink csupasz illetve folruhazott allapotoknak?
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