Kockazati folyamatok

Szics Gabor

Szegedi Tudomanyegyetem
Bolyai Intézet, Sztochasztika Tanszék

Utolso frissités: 2017. marcius 8.



Tartalomjegyzék

1. Alapoz6 ismeretek

2.

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Osszetett eloszlasok, az osszetett Poisson-eloszlas . . . . . . . . .. ...
Az Osszetett Poisson-folyamat és fontosabb tulajdonsagai . . . . . . . ..
Fiiggvények és sorozatok konvolucioja . . . . . .. .. .. .. ...
A felgjitasi egyenlet . . . . . . .o
Véletlen valtozok momentumai . . . . . .. . ...

Kockazati folyamatok

2.1.
2.2,
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

Rizikofolyamatok . . . . . . .. ..o oo
A cs6dvalosziniiségre vonatkozo integralegyenlet . . . . . . . .. ... ..
A csGdvalosziniiség aszimptotikus viselkedése . . . . . . . . ... L.
A cs6dvaloszintiség kiemelkedd egyedi karok esetén . . . . . . . . ... L.
A Lundberg-kitevs becslése . . . . . .. .00
A cs6d silyossaganak elemzése . . . . . .. Lo

10
10
13
20



1. fejezet

Alapoz6 1smeretek

1.1. Osszetett eloszlasok, az Gsszetett Poisson-eloszlas

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy X véletlen valtozo Gsszetett eloszlasii, ha
léteznek Z, 7, Z,, . .. fiiggetlen és azonos eloszlasu valtozok, valamint egy t6liik fiiggetlen
nemnegativ egész értékd N valtozo, hogy az Sy=21+- - -+ Zy Osszeg eloszlasa megegyezik
X eloszlasaval.

Jegyezziik meg, hogy abbol, hogy az X valtozd Gsszetett eloszlasi, még nem kovetke-
zik, hogy 1 valoszintiséggel elGall fiiggetlen és azonos eloszlasu valtozoknak egy véletlen
tagszamu Osszegeként. Ennek egy oka lehet példaul az, hogy a valoszintiségi mezs, me-
lyen az X valtozo értelmezve van, nem elég gazdag, ami azt jelenti, hogy nem tartalmaz
elegendGen sok kimenetelt ahhoz, hogy a fenti egymaéstol fiiggetlen valtozokat megkonst-
rualhassuk rajta. Hazi feladat ilyen példat mutatni.

1.2. Definicié. Ha az X valtozo Osszetett eloszlast, és az N tagszam Poisson-eloszlast
kovet, akkor azt mondjuk, hogy az X valtozo 6sszetett Poisson-eloszlasi. A tovabbi-
akban az Gsszetett Poisson-eloszlasra az X ~ Po(\, F') jelolést fogjuk hasznalni, ahol a A
az N valtozo paramétere, és F'(x), v € R, a Z valtozo eloszlasfiiggvénye.

Hasonl6 meggondolasboél azt mondjuk, hogy az X valtozo 6sszetett negativ binomi-
alis eloszlast kovet, ha Osszetett eloszlast, és az N valtozo eloszlasa negativ binomidlis.

Az Osszetett Poisson-eloszlassal a hallgatoknak mar taladlkozniuk kellett a korabbi
félévek soran. Hazi feladat 4tismételni, hogy mi az a Panjer-rekurzio.

1.3. Definici6. Egy tetsz6leges eloszlasi X véletlen valtozora harom kiilénb6z6 gene-
ratorfiiggvényt szokis definialni.

e Karakterisztikus fiiggvény: ¢x(t) = E(e'Y).
e Momentumgeneral6 fiiggvény: Mx(t) = E(eY).

e Valo6szintiségi generatorfiiggvény: gx(t) = E(t¥).



1.1. Osszetett eloszlasok, az dsszetett Poisson-eloszlés

A generatorfiiggvények kozos jellemzGje, hogy ténylegesen nem az X véltozotol, ha-
nem csak a valtozo eloszlasatol fiiggnek. Tovabba, meg is hatérozzak az eloszlast, tehat
kiilénboz6 eloszlasu valtozoknak kiilonbozéek a generatorfiiggvényeik. A leghasznosabb
jellemzGjiik a multiplikativ tulajdonsag, ami azt jelenti, hogy fiiggetlen valtozok Gsszegé-
nek a generatorfiiggvénye felirhato, mint a kiilon-kiilon vett generatorfiiggvények szorzata.
Ertelmezési tartomany és értékkészlet szempontjabol viszont jelentds kiilonbségek vannak
a harom fiiggvény kozott:

o A karakterisztikus fliggvény tetsz6leges X valtozo esetén az egész valds egyenesen
értelmezett, de altalaban nem valés, hanem komplex értékd.

e A momentumgeneralo fliiggvény altalaban nem értelmezhets az egész valos egyene-
sen. Nemnegativ értékid X valtozo esetén a momentumgeneralo fiiggvény jol defini-
alt a negativ félegyenesen, tovabba 0 < Mx(t) <1, ha t <0.

e A valoszintiségi generatorfiiggvény altaldban szintén nem értelmezhets az egész va-
16s egyenesen. Nemnegativ értéki X valtozo esetén a fiiggvény jol definialt a [0,1)
intervallumon, és 0 < gx(¢t) <1, ha 0 <t < 1.

A kovetkez§ allitas az Gsszetett eloszlasok karakterisztikus és momentumgenerald fiigg-
vényével foglakozik, a rakévetkezd tétel pedig a varhato értékre és a szorasra ad formulat.

1.4. Allitas. Ha az X vdltozo Gsszetett eloszldst kivet, és X 2 Sy=21+---+Zy, akkor

ox(1) :gN((bZ(t)) és Mx(t) :gN(Mz(t)) , teR.

Bizonyitds. Csak a mésodik egyenl6séget bizonyitjuk, a karakterisztikus fiiggvényre vo-
natkozé azonossag ugyanigy vezethets le. TetszGleges t € R mellett a teljes varhato érték
tételével

Mx(t) = E(e"¥) =Y B[ F2 | N =n] P(N =n) =Y E[!?T )] P(N = n)
n=0

n=0

E(e#) - E(e)P(N =n) =Y [My(t)]"P(N = n) = gx (M(1))

n=0

[
K

i
o

ahol az utols6 lépésben azt hasznaltuk fel, hogy az N diszkrét valtozora
gn(t)=> t"P(N=mn), t>0. O
n=0

1.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy X dsszetett eloszldsu, és X 2 Syn=2Z1+--+2Zn.
(i) Wald elsé azonossdga. Ha E(N) és E(Z) véges, akkor E(X)=E(N)E(Z).
(i) Wald mdsodik azonossdga. Ha N és Z véges szdrdsiu, akkor

D*(X) = E(N)D*(Z)+ D*(N)(E(2)).
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1.1. Osszetett eloszlasok, az dsszetett Poisson-eloszlés

Bizonyitds. (i) A teljes varhato érték tételével

E(X):E(SN):iE[ZlJr---JrZN]N:n}P(N:n)

n=0

:iE[Zl+---+Zn]P(N=n) :inE(Z)P(N:n) =E(N)E(Z).

(ii) Teleszkopikus Gsszeget alkalamazva kapjuk, hogy

D(X) = B(X - B(X))* = B([Sy— NE(2)] + [NE(Z) - BN E(2)] )]

— E(Sy—NE(2))’+E(NE(Z)— E(N)E(Z))
+2E<[SN ~NE(Z)] [NE(Z) - E(N)E(Z)])

A teljes varhato érték tételével az elsd tag

E(Sy-NE(2)*=Y" [(SN ~NE(2))*|N = n] P(N =n)

n=0

=" E(S,—nE(2))*P(N =n) =Y _ D*(S,)P(N =n)

= i D*(Zy+-+++Z,)P(N =n) = i nD*(Z)P(N =n) = E(N)D*(Z).

Felhasznalva, hogy tetszéleges n esetén F(S, —nFE(Z)) =0, azonnal adodik, hogy

E([Sy - NE(2)] [NE(Z)- E(N)E(Z)))
=> E([SN—NE(Z)} [NE(Z)—E(N)E(Z)] |N = n) P(N =n)

n

Il
=)

M8

[nE(Z)— E(N)E(Z)]E(S,—nE(Z))P(N =n) =0,

Il
o

n

Ekkor az X valtozo szorasnégyzete

D*(X) = E(N)D*(Z)+E(N - E(N))*(E(Z))*+0,
amibd6l az bizonyitandé egyenlGség méar jon. O]

Ha az N valtozo A paraméteres Poisson-eloszlast kovet, akkor varhato értéke, szorés-
négyzete illetve valoszintiségi generatorfiiggvénye

E(N)=D*(N)=X & gyt)=eY  tel0,1].

Ekkor az 1.4 Allitasbol és az 1.5 Tételbsl azonnal jonnek a kovetkezs észrevételek.
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1.1. Osszetett eloszlasok, az dsszetett Poisson-eloszlés

1.6. Kovetkezmény. Ha X dsszetett Poisson-eloszldsiu valtozo, és X L Zi+- -+ 2y,
ahol az 0sszeq tagszdama X\ paraméteres Poisson, akkor az X wvdltozo varhato értéke, szo-
rasnégyzete, valamint karakterisztikus és momentumgenerdlo fiigguénye

E(X)=\E(Z), D*X)= /\(DQ(Z) +[E(2)] 2) ,

ox(t)=exp (\[oz()-1]),  Mx(t)=exp (A[Mz(H)-1])

Az sszetett Poisson-eloszlasok csaladja zart szamos miiveletekre. Az alfejezet tovabbi
részében ezzel kapcsolatban fogalmazunk meg allitasokat.

1.7. Allitdas. Ha X ~Po(\, F) és Y ~ Po(u,G), tovdbbd X ésY fiiggetlen egymdstdl,
akkor X +Y ~Po(A+pu, H), ahol

F(x)—i—ﬁG(x), reR.

H(z)

:m

Bizonyitds. Legyen most Z ~ F és V ~ G tetszbleges valtozo. Ekkor X és Y fiiggetlensége
miatt az 1.6. Kévetkezmény alkalmazasaval

Moy (£) = My (8)My (£) = exp (A[Mz(8) = 1] ) exp (u[ My (£) 1]
— e ()| 2+ 201y 0)-1])
:exp((A%—u)[M(t)—lD, teR.

Jegyezziik meg, hogy a H fiiggvény eloszlasfiiggvény, hiszen monoton né, mindenhol jobb-
rol folytonos, tovabba hatarértéke a plusz és a minus végtelenben 1 illetve 0. Ez azt jelenti,
hogy az allit4s igazolasdhoz elég annyit megmutatni, hogy az el6z6 formulaban definialt M
fiiggvény a H momentumgenerilé fliiggvénye. Viszont a momentumgenerald fiiggvények
definiciojaval

A 10
My(t) = = dH = — tJr —|——/ 4G
() / @ =137 [ e ar@ et [ e ac)
A 1%
= " My(t)+——My(t)=M(@1), teR,
- z(t) " v(t) (t)
és készen vagyunk. O]

Az el6z6 allitas szerint az X +Y valtozd eloszlasa felirhatd egy véletlen tagszamu
Osszegként, ahol az Osszeg tagszama A+ p paraméteres Poisson-eloszlast kovet, és az
Osszeg tagjainak H az eloszlasfiiggvénye. Felmeriilhet a kérdés, hogy mit mondhatunk az
Osszeg tipikus tagjarol, mit is fejez ki a H eloszlasfiiggvény. Az

X4Y = (Zi++2Zn)+ Vit -+ V)



1.1. Osszetett eloszlasok, az dsszetett Poisson-eloszlés

Osszeghez az X és az Y valtozd varhatoan A illetve p taggal jarul hozza. Heurisztiku-
san ez azt jelenti, hogy a teljes Osszeg egy véletlen tagjara rabokve ez a tag A/ (A + p)
valoszintiséggel lesz a Z;, és pu/(A+ p) valoszintseggel lesz a V; véltozok egyike. Tehat
heurisztikusan az X +Y 0Osszeg tipikus eleme az alabbi 6sszetett eloszlast kiveti:

W Z, N (A+p) valoszintiséggel,
LV, p/(A+p) valoszintséggel.

Kideriil, hogy ez a heurisztika helyes. Az el6z6 allitas szerint az X +Y 0Osszetett Poisson-
eloszlas tipikus tagjanak H az eloszlasfiiggvénye. Most viszont

PW<z)=P(W<z|W=2)PW=2)+P(W<z|W=V)P(W=V)

A
:pngA+M+RVgxh“ = H(x),

+

tehat a tipikus tagok azonos eloszladstiak a W valtozoval.

1.8. Kovetkezmény. Ha X ésY fiiggetlen Poisson-eloszldsi vdltozo rendre \ és p pa-
raméterrel, akkor X +Y Poisson-eloszldst kovet \+ p paraméterrel.

Bizonyitds. Vegylik észre, hogy az X valtozo felfoghato, mint egy olyan Osszeg, melynek
X tagja van, és a tagok determinisztikusan az 1 értéket veszik fel. Tehat, ha 4, jeloli az
1 pontban degeneralt eloszlast, akkor

X ~Po(\, d) és Y ~Po(u,d).

Ekkor az 1.7. Allitas értelmében X +Y ~ Po(A+p, 61), vagyik az X +Y valtozdé A\ +p
paraméteres Poisson-eloszlast kovet. O]

1.9. Definicié. Legyen N nemnegativ egész értéki véletlen valtozo, tovabba legyenek az
11, 1,,... ~Bernoulli(p) valtozok fiiggetlen egymastol és az N véletlen valtozotol. Ekkor
az M =1,+---+1y 6sszeget az N nemnegativ egész értékl valtozo p valoszintiség szerinti
ritkitasanak, az (M, N — M) part pedig a Bernoulli-felbontasanak nevezziik.

1.10. Definici6. Legyenek a Z1, Z,,...~ F és 11, 1o, ...~ Bernoulli(p) valtozok fiigget-
lenek egymastol és az N nemnegativ egész értéki véletlen valtozotol, és legyen

X221++ZN és YIZl]ll++ZN1N

Ekkor az Y valtozot az X Osszetett eloszlasi valtozo p valoszintség szerinti ritkitasanak,
az (Y, X —Y) part pedig a p szerinti Bernoulli-felbontasanak nevezziik.

Az N nemnegativ egész értékid valtozo Bernoulli-felbontasat gy lehet elképzelni, hogy
tekintiink egy N elemi halmazt, és a halmazbol az elemeket egymastol fliggetleniil rendre
1 —p valoszintiséggel kidobjuk. Ekkor a megmaradt elemek szama M, a kidobott elemek
szama N — M. Hasonlo6 a helyzet az Osszetett eloszlasok Bernoulli-felbontasanal, ahol az
X valtozot definialo Osszeg tagjait dobaljuk ki véletlenszertien az Gsszeghdl.
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1.1. Osszetett eloszlasok, az dsszetett Poisson-eloszlés

1.11. Allitas. Legyen X ~ Po(\, F), tovdbbd legyen Y az X wdltozd p szerinti ritkitdsa.
EkkorY ~Po(p\, F) és X—=Y ~Po((1—p)\, F), valamint Y és X =Y figgetlen eqgymdstdl.

Bizonyitds. A Bernoulli-felbontasban szerepld jeloléseknek megfelelGen reprezentaljuk az
X valtozot X =21+ - -+ Zy alakban, és legyen Y =711+ - -+ Zy1y. Vegyiik észre, hogy
a masodik Osszegben a Z111, Z51,, ... tagok fliggetlenek és azonos eloszlastak, tovabba
fiiggetlenek az N tagszamtol is, ami azt jelenti, hogy Y ~ Po(\, G), ahol G a Z1 valtozd
eloszlasfiiggvénye. Ekkor a teljes valoszintiség tételével

Gz)=P(Z1<z)=P(Z1<z|1=1)P(1=1)+P(Z1<z|1=0)P(1=0)
=P(Z <x)p+P(0<z)(1-p)=pF(z)+(1-p)lgzo -

A kapcsolatos momentumgeneral6 fiiggvény

MG(t):/Rede(x):p/Ret"”dF(x)—i—(l—p)/Remd]l{xzo}:pMF(t)+(1—p), tER.

Ekkor az 1.6. Kovetkezmény szerint az Y valtozdé momentumgeneralo fiiggvénye
My (t) = exp ()\[MG(t) - 1}) =exp ((p)\) [Mp(t)— 1}) : teR,

ami viszont azonos a Po(p\, F') 6sszetett Poisson-eloszlas momentumgeneralé fiiggvényé-
vel. Ebbdl azonnal jon, hogy Y ~ Po(pA, F).
Egyszeri algebraval adodik, hogy

X-Y=Z1(1-11)+---+Zn(1—1y).

Vegyiik észre, hogy a fenti 0sszegben az 1 —1,,1—1,,... valtozok fliggetlenek egymastol
és az X valtozotol, tovabba azonosan 1 —p paraméteres Bernoulli-eloszlast kévetnek. Ez
azt jelenti, hogy az X —Y az X valtozonak egy 1 —p valdsziniiség szerinti ritkitasa, és
a bizonyitas eddigi eredményeit alkalmazva kapjuk, hogy X —Y ~ Po((1—p)A, F). Ez
egyben azt is jelenti, hogy az X —Y valtoz6 momentumgeneral6 fliggvénye

My_y(t) = exp ((1—p)/\[MF(t) —1}) . teR.

Mar csak az maradt hétra, hogy megmutassuk az Y és az X —Y valtozo fiiggetlenségét.
Ehez sziikségiink lesz a két valtozd egyiittes momentumgenerdlé fiiggvényére, ami az

MY7X,y<S, t) = E(€8Y+t(X7Y)) s S,t eR s

formulaval definialhat6. A karakterisztikus fiiggvények elméletével analog moédon bebizo-
nyithato, hogy két véletlen valtozo pontosan akkor fiiggetlen egymastol, ha az egyiittes
momentumgeneralo fiiggvényiik el6all, mint a kiilon-kiilén vett momentumgeneralo fiigg-
vények szorzata. Tehat, a jelen bizonyitdsban a fiiggetlenséghez elég azt megmutatni,



1.1. Osszetett eloszlasok, az dsszetett Poisson-eloszlés

hogy My x_y(s,t) =My (s)Mx_y(t) minden s,t € R értékre. Induljunk ki a bizonyitando
egyenléség bal oldalabol:

My x_y(5,1) = E(exp [sY—i—t(X —Y)D

= B(exp [s(Zi11 44 Zn) +HZ (1= 1) -+ Zx (1= 1x)) |)
= B(exp [1(Z[shi+ (1= 1))+ + Zy [sTx+ (1~ 1] ) )

= E(exp [1W]) = Mw(1),

ahol a
W =2 [sli+t(1—1y)] +- -+ Zy[sly +t(1—1y)]

valtozo szintén Gsszetett Poisson-eloszlast. A W valtozot definialld Gsszegben az altalanos
tag eloszlasfiiggvénye

H(z) = P(Z[s]l +(1-1)] < x)
— P(Z[sll+t(1—ll)] <z|l= 1>P(IL - 1)+P<Z[sﬂ+t(1—ﬂ)} <z|1 :O)P(Il —0)
= P(Zs <x)p+P(Zt <z)(1-p)=pFez(x)+(1-p)Fiz(zr), TER,

amibdl az altalanos tag momentumgeneralo fliggvénye

Mu(r) = [ e dttte) =p [ o dbate)+(1-p) [ o dalo

= pMz(7) + (1= p) Myz(7) = pE(eD?) + (1—p) E (%)
=pMz(sT)+(1—p)Mz(tT), TER.

Ekkor az Osszetett Poisson-eloszlasok momentumgeneralé fiiggvényével
Myx v (s,8) = My (1) =exp (A[My(1) = 1] ) =exp (A[pMz(s) + (1 - p) Mz (1)~ 1])
= exp (p/\ [My(s)— 1}) exp ((1 —p)A[M4(t)— 1}) = My (s)Mx_y(t), s,t eR,

amivel a fiiggetlenséget is sikeriilt bebizonyitani. O]

1.12. Kovetkezmény. Legyen N Poisson-eloszldasu vdltozd N paraméterrel, tovdibbd le-
gyen M az N wvdltozo p valdsziniséq szerinti ritkitisa. Ekkor M és N—M Poisson-eloszldst
kovet rendre pA és (1 —p)A paraméterrel, tovabbd a két valtozo figgetlen egymdstdl.

Bizonyitds. A levezetés ugyanazon az észrevételen alapul, mint az 1.8. Kévetkezmény
bizonyitasa, azon, hogy a Poisson-eloszlasok felfoghatoak Gsszetett Poisson-eloszlasként.
A részleteket az olvaséra bizzuk. O

1.13. Allitas. Legyen Z, Zy, Zs, ...~F és N~Po()) fiiggetlen véletlen vdltozd. Rigzitsiink
egy tetszdleges BEB Borel-halmazt, és legyen A={Z € B} valamint p=P(Z€B). Tekintsiik
tovdbbd az

X221++ZN éS Y:Zl]l{ZleB}+"'+ZN1{ZNEB}-
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1.1. Osszetett eloszlasok, az dsszetett Poisson-eloszlés

vdltozokat, és az
Fralz)=P(Z <z |A), Fpa(z)=P(Z<z|A), reR,
feltételes eloszldsfiigguényeket. Ekkor
YwPo(p)\,FZ|A) és X—YwPo((l—p)/\,FZVl),
tovdbbd Y és X —Y fiiggetlen eqymdstdl.

Bizonyitds. A levezetés tobb 1épésbél all, a gondolatmenet az 1.11. Allitas bizonyitasaban
bemutatott utat kéveti. Az Y valtozé definiciojabol azonnal jon, hogy Y ~Po(A\, G), ahol
G a Zlzepy éltalanos tag eloszlésfiiggvénye, tehat

:P(ZIL{ZeB} <z|Ze B)P(Z € B)JrP(ZIl{ZeB} < w|Z€B)P(Z§ZB)
:P<Z§$|A)p+P(0§$)(1—P) =pFz14(x)+(1=p) Lz, reR.

A kapcsolatos momentumgeneralé fiiggvény

Mg(t):/ etsz(x):p/emdFZM(x)—F(l—p)/etzdﬂ{x>0}:pMFZA(t)+(1—p), teR,
R R R

amibdl az Y Gsszetett Poisson-eloszlast valtozé6 momentumgenerald fliggvénye
My (t) = exp ()\ [Me(t)— 1}) = exp (p)\ [MFZ\A@) — 1}) , teR.

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy Y ~ Po(pA, Fzj4).
A bizonyitas kovetkezd 1épéseként vegyiik észre, hogy

amibdl a bizonyitas eddigi eredményeit alkalmazva azonnal kévetkezik, hogy X —Y Gssze-
tett Poisson-eloszlast kdvet az allitdsban szereplé paraméterekkel.

Az utolso lépésben Y és X —Y fiiggetlenségét mutatjuk meg. A két valtozd egyiittes
momentumgeneral6 fiiggvénye

Myx v (s,1) = E(exp [sY +4(X ~Y)] )

- E<eXp [Zl (sYziey +tlizieny) + o+ Zn (5L (zyen) +ﬂ{ZNeB})D
=: E(1-exp[W]) = Mw(1),
ahol a W valtozd Osszetett Poisson-eloszlast kovet, és az altalanos tag eloszlasfiiggvénye
G(x) = P<Z(81{ZNeB} +tlzyen) < x)
- P(Z(sﬂ{ZNeB} FHlgen) <u|Z € B)P(Z € B)
+P(Z(311{ZNGB} Ftlgem) <z|Z€ B) P(Z € B)

=P(Zs<z|A)P(A)+P(Zt <z|A)P(A)
:pFZs|A(‘r)+<1_p>FZt|A(x)7 reR.
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1.3. Fiiggvények és sorozatok konvolucidja

A kapcsolatos momentumgeneral6 fiiggvény

Mo(r) = [ a6 =p [ e dFpao)+(1-p) [ o dFaale)
=pE(e"? [ A)+(1—p)E(e™ | A) = pMpr, , (75)+ (1 —p) Mg, (71),
amibl
My,x v (s,1) = My (1) = exp (A[Ma(1) 1]
— exp (p/\ (Mg, ,(s)— 1}) exp ((1 —p)A[ M, (1) - 1]) — My (s)Mx_y (1) .

Ebbél viszont Y és X —Y fiiggetlensége mar azonnal kévetkezik. O]

1.2. Az oOsszetett Poisson-folyamat és fontosabb tulaj-
donsagai

1.3. Fiiggvények és sorozatok konvolacidja

1.14. Definicib. Legyen ¢(x), G(z), x € R, valos értékid mérhets fliiggvény, és tegyiik
fel, hogy G cadlag (,continue a droite, limitée & gauche”, tehat mindenhol jobbrdl foly-
tonos, és mindenhol létezik baloldali hatéarértéke,) és korlatos valtozast minden véges
intervallumon. Ekkor a két fliggvény Stieltjes-konvoliciéja

(p*xG)(y /gby x)dG(x).

A konvoltci6 azon y € R pontokban van definidlva, ahol az integral létezik. A G fiiggvény
n-edik konvolacié hatvanya az n tényezés G* := G'x- - -x G konvolucio.

Az olvaso6 korabbi tanulméanyai soran talan méar talalkozott a kovetkezé tétellel, mely-
nek bizonyitdsat most mellGzziik:

1.15. Tétel. Ha X ésY fiiggetlen véletlen vdltozo rendre G(x) és H(x), v € R, eloszlds-
fliggvénnyel, akkor az X +Y dsszequdltozo eloszldsfigguénye (GxH)(z), © € R. Tovdbbd,
ha Xq,...,X, figgetlen és azonos eloszldsiu valtozo G eloszldsfiigguvénnyel, akkor Xq+
+- -+ X, eloszlasfigguénye G (x), z € R.

Ezen tétel két specialis esetével érdemes részletesebben foglalkozni. Ha az X és az Y
valtozo abszolut folytonos rendre g(z) és h(x) eloszlasfiiggvénnyel, akkor a Fubini-tétel
alkalmazasaval

(G H)( / Gly— ) dH(z) = / [/:g(t—x)dt}h(x)dx
// (t—x)h(z)dzdt ,

10



1.3. Fiiggvények és sorozatok konvolucidja

amibdl jon, hogy az X +Y 0Osszeg is abszolut folytonos

(gxh)(t) := /oog(t—x)h(x) dr , teR,

[e.9]

siirtiségfiiggvénnyel. Az g*h fiiggvényt g és h Lebesgue-konvoliciéjanak hivjuk.

A mésik fontos eset, mikor X és Y egész értékd valtozd. Ekkor az F' és a G eloszlas-
fiiggvény lépcsés fliggvény, mely az egész pontokban ugrik. Mivel ebben az esetben X +Y
is egész értéki valtozo, ugyanezt elmondhatjuk az F'xG konvoliciordl is. Legyen

pn=P(X=n)=F(n)—F(n—-1), ¢ =PY =n)=G(n)—G(n—-1), nez,

amibdl

:an, G(n):an, ner.
k=00

k=—o00

Ekkor a konvolicié definiciojat alkalmazva

(F*G)(n):/ F(n—z)dG(z)= Y F(n—k)[G(k)—G(k—1)]
—o© k=—00
9] n—k
= Z { pl]QkIZplQm
k=—o00 “l=—00 k,l€Z
k+1<n
és igy kapjuk, hogy
P(X+Y—n) (FxG)(n)—(F*G)(n Zpl%— an k Gk ner.
k,IEL k=—00
k+l=n

A kapott sorozatot a p és a g sorozatok konvoluciéjanak nevezziik:

(P*@)n an kG, neEL.

1.16. Allitds. Az aldbbiakban legyen ¢(z), ¥(z), G(x) és H(z), v € R, valds értéki
meérhetd fiigguény, €s teqyiik fel, hogy G és H cadlag és korldtos vdltozdsi minden véges
intervallumon. Ekkor a konvoliciora teljesiilnek az alabbi tulajdonsdgok.

(i) Disztributivitdas: Ha valamely pontban a ¢*G, ¢xH, v *G és v+ H konvolicidk
mindegyike létezik, akkor ebben a pontban tetszdleges a,b,c,d € R értékek esetén

(ap+b) % (cG+dH) = ac(¢*G) +ad(¢px H) +bc(y+G) +bd(px H) .

(ii) Kommutativitds és asszociativitds: Ha G és H elddll eloszldsfiggvényeknek véges
linedris kombindciojaban, akkor

GxH = H*G és (pxG)*H = px(G*H).

11



1.3. Fiiggvények és sorozatok konvolucidja

Bizonyitds. (i) Azonnal kovetkezik a Lebesgue-Stieltjes-integral elemi tulajdonsagaibol.
(i) Kezdjiik azzal az esettel, mikor G és H eloszlasfiiggvény. Ekkor létezik X és Y
fiiggetlen véletlen valtozo tgy, hogy X ~G és Y ~ H. Jegyezziik meg, hogy az 1.15. Tétel
szerint X +Y ~ G+ H és Y+ X ~ HxG. Mivel a két 0sszegviltozd azonos eloszlast,
(ennél tobb is igaz, 1 valosziniséggel egyenldek,) az eloszlasfiiggvényeiknek azonosnak
kell lennie, tehat Gx H = HxG.
Az asszociativitashoz vegyiik észre, hogy a varhato érték altalanos formulaja szerint

[ox (GxH)]( / Pp(t—x)d(GxH)(z)=Ep(t—(X+Y)), yeR.

Hasonl6 gondolatmenettel

() = (6+G)(0) = [ oly—2)dG(w) = Eoly—X).
amibdl X és Y fiiggetlensége miatt
6@—w=EMﬁ—w—X):EW@—@+XDPEWY:EV@—O‘H@HYzﬂ, t,yeR.

Ebbdl a teljes varhato érték tételével azonnal jon, hogy

o0 o0

[(¢*G)*H](t):(e*H)(t):/_ e(t—) dH<y):/_
= Eo(t—(Y+X)) = [ox(GxH)|(t), tER.

E@@—W+mezﬂdmw

o0

Tekintsiik most az altalanos esetet, mikor G' és H nem feltétleniil eloszlasfiiggvény, de

elgall . .
=) aGi(x),  H(z)=) dH(z), z€R,
k=1 =1

alakban, ahol az G|, és H,; fiiggvények mar eloszlasfiiggvények. Ekkor a disztributivitas és
az eloszlésfiiggvényekre mér bizonyitott kommutativitas alkalmazésaval

Gt = <z G) *<ZdZHl) SN ad (e ) =373 cuds (Hix G) = HAG.
k=1 =1 k=1 1=1 I=1 k=1
Az asszociativitas az altalanos esetre hasonloan igazolhato, ezt az olvaséra bizzuk. O]

A tovabbiakban vizsgaljuk azt az esetet, mikor ¢(x) = G(z) =0 minden x <0 esetén.
Vegyiik észre, hogy ekkor

(6xG)(y /w 7) dG(z) = / oy=ydo+ [ oty d6()

[0,y]

+/ 0dG(z) = | oly—2)dG(x), y>0,
(y,00) [0,y]
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1.4. A felujitasi egyenlet

és hasonldé meggondolasbol (¢pxG)(y) =0, ha y < 0. Ugyanigy adodik, hogy ha a g(x) és
a h(x), r € R, stirtiségfiiggvény eltiinik a negativ félegyenesen, akkor

<g*h><y>=/[0]g<y—x>h<x>dx, y>0, (g+h)(y) =0, =<0,

tovabba ha a p, és a q,, n € Z, sorozat olyan, hogy p, = ¢, =0 minden n <0 esetén, akkor
(P*@)n=> DPnibr, n=>0, (p*q)n=0, n<0.
k=0

Vegyiik észre, hogy a fentiekben Lebesgue—Stieltjes-integrallal dolgoztunk, ezért altalaban

oy — 1) G (z) # / "oly—2)dG@) = [ dly—a)dC(x).

[0,y] (0,y]

Ezzel szemben a klasszikus Lebesgue-mérték mar atommentes, és igy

—x)h(z)dr = —x)h(z)dx.
[ stw=amdr= [ gy—n

(0,9]

1.17. Allitas. Ha ¢ lokdlisan korldtos, (azaz korldtos minden véges intervallumon,) és
G cadlag és korldtos vdltozdsi a véges intervallumokon, tovdbbd ¢(z) = G(x) =0 minden
x <0 esetén, akkor a ¢pxG konvolicio jol definidlt a valds eqyenesen, és lokdlisan korldtos

fiigguény.
Bizonyitds. Most pxG=0 a negativ szdmok halmazan, ezért a konvolicio 1étezését és loka-

lis korlatossagat elég a pozitiv félegyenesen bizonyitani. Legyen ¢ > 0 tetszGleges rogzitett
érték, és jelolje Vio4(G) a G fiiggvény teljes valtozasat a [0,t] intervallumon. Ekkor

sup |(6%G) ()| = sup / oy — ) dG(z)
0<y<t 0<y<t [0,y]

< sup sup [6(y—)|Vioy(G) = sup [0(@)| V() < oo 0

0<y<t 0<z<y

1.4. A felujitasi egyenlet

Legyen Xy, Xy, ... fiiggetlen és azonos eloszlasu véltozo kozos G(x), © € R eloszlas-
fiiggvénnyel. Ekkor

T, =X;+ - +X,~G", n=12,...
Jelolje Ny, t > 0, a kapcesolatos felujitasi folyamatot, tehat legyen

Ny=max{n>0:T, <t}. t>0.
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1.4. A felujitasi egyenlet

A sztochasztikus folyamatok kurzuson lattuk, hogy ekkor a feldjitasi fiiggvény

m(t) = B(N;) = i Fr.(t) = i G™(t),  t>0.

alakban 4ll elé.

A kovetkezdkben egy integralegyenletet fogunk felirni a felajitasi fiiggvényre. Legyen
N;:=Nx,1+—1,t>0, mely nem mas, mint az Xo, X3, ... valtozok, mint felajitasok kozotti
idgk altal definialt felujitasi folyamat. Vegyiik észre, hogy most az N/, t > 0, folyamat
értékeit meghatarozzak az Xo, X3, ... sorozat értékei, tehat o(N/,t >0) Co(Xo, X3,...).
Viszont az Xy, X3, ... valtozok fiiggetlenek az X; valtozotol, amibdl kovetkezik, hogy az
N{, t >0, folyamat is fiiggetlen az X; valtozotol. Jegyezziik meg azt is, hogy mivel a két
folyamat esetében a feljitasok kozotti idsk eloszlasa azonos, (ezeknek mindkét esetben
G az eloszlasfiiggvénye,) tetsz6leges rogzitett ¢ >0 esetén az N, és az N] valtozo eloszlasa
is azonos, (miért?,) amibdl

m(t) = E(N;) = E(N]), t>0.
Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy tetszéleges rogzitett x > 0 esetén, ha t > x, akkor
E[N{|Xi=z] =E[1+N/_,|X;=2] =14+ E[N/_,] =14+m(t—x),
mig ha 0 <t <z, akkor
E[N| X, =z] =E[0] X;=2] =0.

Mivel X nemnegativ értéki valtozo, az G eloszlasfiiggvény konstans 0 a negativ félegye-
nesen. Ekkor a teljes varhato érték tételével kapjuk, hogy

m(t) = E(N,) = / E[N,| X, = 2] dG(z)

[0,00)

= 14+m(t—2)| dG(x 0dG(z
/MH (t-2)]dG(a)+ [ 0dG()

(t,00)

:G(t)—l—/[oﬂm(t—a:) dG(z) = G(t)+ (mxG)(t),  t>0.

Az m = G+m*G egyenletet az m felajitasi fliggvényre vonatkozo feltujitasi egyenletnek
nevezziik.

1.18. Definicié. Legyen a(t), t > 0, ismert valos értékd mérhetd fiiggvény. Ekkor az

At)y=a(t)+ [ A(t—2)dG(z) = (a+AxG)(t), t>0.

[0,¢]

fiiggvényegyenletet az A(t), t>0, fiiggvényre vonatkozo felajitasi egyenletnek nevezziik.
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1.4. A felujitasi egyenlet

1.19. Tétel. Ha a(t), t >0, lokdlisan korldtos figguény, akkor az
At) = a(t)+/ a(t—x)dm(x) = (a+axm)(t), t>0,
[0,¢]

figguény lokdlisan korldtos megolddsa a felujitdsi eqyenletnek, tovdbbd ez az egyetlen meg-
oldds a lokdlisan korldtos fligguények terében.

Bizonyitds. Mivel a tételben szerepld Gsszes fiiggvény konstans nulla a negativ félegyene-
sen, az allitast elég a nemnegativ szamok halmazén ellendrizni. az 1.17. Allitas szerint az
a*m konvolici6 jol definialt és lokalisan korlatos. Ekkor tetszéleges rogzitett to > 0 esetén

sup |(a+axm)(t)| < sup |a(t)|+ sup [(axm)(t)| < oo,
0<t<to 0<t<to 0<t<to
tehat a+axm is lokalisan korlatos.

A kovetkezkben azt fogjuk ellenérizni, hogy a4+ axm megoldas. Behelyettesités utan
a konvolicioé azonossagait alkalmazva kapjuk, hogy

a+(a+axm)xG=a+axG+ax (ZG*") *G =a+ax* <G+ G*") =a+axm.
n=1 n=2

(Jegyezziik meg, hogy a konvoluci6 disztributiv voltat mi csak eloszlasfiiggvények véges
linearis kombinaciojara bizonyitottuk. Hatératmenet segitségével megmutathatd, hogy
a jelen esetben ez a tulajdonsag eloszlasfiiggvények végtelen Gsszegére is alkalmazhato,
tehat a fenti atalakitas helyes volt.)

Végiil azt mutatjuk meg, hogy a megoldas egyértelmi. Tegyiik fel, hogy As(t), szin-
tén lokalisan korlatos megoldasa az egyenletnek, és legyen B(t) := A(t) — As(t), t > 0.
Felhasznalva, hogy A és As; megoldasa a felajitasi egyenletnek, kapjuk, hogy

B=A—-Ay=(a+A%G) - (a+Ay*xG) = (A—Ay)xG = BxG,

amibdl iteracioval B = BxG*™ minden n > 1 egészre. Vegyiik észre, hogy G*(t) — 0,
amint n — oo, hiszen a Y~ G*"(t) sor pontonként konvergens. Mivel a B fiiggvény
szintén lokalisan korlatos, kapjuk, hogy tetszdleges rogzitett ¢ > 0 pont esetén

]B(t)]:‘/[oﬂB(t—x) dG™"(x) §V[0,t](G*”) sup |B(x)|=G*"(t) sup |B(x)| —0,

0<x<t 0<z<t

amint n— o0, amib6l B(t)=0. Ez azt jelenti, hogy B konstans nulla a pozitiv félegyenesen,
és ezaltal Ao(t) = A(t) minden t > 0 pontban. Mivel a negativ szaimok halmazan mindkét
fiiggvény elttinik, kapjuk, hogy As = A, tehat A egyértelmi megoldasa az egyenletnek a
lokalisan korlatos fiiggvények terén. m

1.20. Példa. Az m(t), t>0, felajitasi fiiggvény esetében a=G. Mivel a felajitasi fiiggvény
elsall

m(t)=>_ G*"(t)
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1.4. A felujitasi egyenlet

alakban, kapjuk, hogy a tételben szereplé megoldas

A:G+G*m:G+ZG*(”“> —m.

n=1

Ez az eredmény nem meglepd, hiszen tudtuk, hogy m lokédlisan korlatos megoldasa a
felajitasi egyenletnek, és az el6z6 tétel szerint 6 az egyetlen ilyen megoldas. Eppen az lett
volna a kellemetlen, ha talalunk egy maésik lokalisan korlatos megoldast is.

Vegyiik észre, hogy a feltjitasi egyenlet atrendezésével

G(t)=m(t)— G(t—z)dm(t) = (m—G*m)(t), t>0.
[0.4]

1.21. Tétel. A felujitasi folyamatok esetében a G eloszldsfiigguény és az m felijitdsi
figguény kélcsondsen meghatdrozza egymdst.

Bizonyitds. Mivel
m(t) =Y _G™(t), t>0,
n=1

a G eloszlasfiiggvény meghatarozza az m feldjitasi fliggvényt. A tovabbiakban belatjuk,
hogy ez a kapcsolat forditva is teljesiil.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan H eloszlasfiiggvény, hogy a hozza kapcsolodo feldjitési

,,,,,,

korabbi eredmények szerint a G fiiggvényre G =m— G*m a pozitiv félegyenesen, amibgl

GxH = (m—G*m)*H:m*H—G*Z [t
n=1

=Hxm—Gx(m—H)=(H-G)xm+GxH,
és igy (H —G)xm =0 a nemnegativ szamok halmazan. Innen azonnal jon, hogy
H-G=(m—H*m)—(m—Gxm)=—(H-G)*m=0
a pozitiv félegyenesen, tehat H = G. n

1.22. Definici6. Azt mondjuk, hogy X racsos eloszlasi, ha létezik 0 > 0, mellyel az X
valtozo egy valoszintiséggel a {kd:k €Z} halmazba esik. A legnagyobb ilyen tulajdonsagi
0 értéket racsallandonak nevezziik.

1.23. Példa. Az egész értékii valtozok racsos eloszlasuak. A folytonos valtozok nem azok,
hiszen értékkészletiik nem megszamlalhato.

Legyen X récsos eloszlast, és az egyszertiség kedvéért nemnegativ egész értéki. Ekkor
a felujitasi folyamatot elég az egész idGpillanatokban vizsgalni. Legyen p, = P(X =n), és
rn,=m(n)—m(n—1), n=0,1,... Kapjuk, hogy

n

F)=>"pr, m@n)=> rm, n=01,...
k=0

k=0
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1.4. A felujitasi egyenlet

Ezt behelyettesitve a feltjitasi egyenletbe

n

m(n) = F(n) + /[ =) dF() = F(n) + Y=k =Y 3 ricam

k=0 k=0 1=k
amibdl .
k=0
1.24. Definici6é. Legyen a,, n =0,1,..., valés szamsorozat. Ekkor az
An:an—l—ZAn,kpk:(a—l—A*p)n, n=01,...,
k=0
egyenletet az A,,, n=0,1, ..., sorozatra vonatkozo diszkrét feltjitasi egyenletnek nevezziik.

1.25. Tétel. A diszkrét felujitdsi egyenletnek létezik egyértelmd megolddsa, mely
An:an+2an_krk:(a+a*r)n, n=0,1,...,
k=0
alakban dll eld.

Terjiink vissza az altalanos felajitasi egyenlethez. A kovetkez6kben azt fogjuk meg-
vizsgalni, hogy miként viselkedik aszimptotikusan a felajitasi egyenlet megoldasa. Ehez
sziikségiink lesz egy tételre, melyet nem bizonyitunk.

1.26. Tétel (Felujitasi tétel). Tegyiik fel, hogy P(X =0) < 1.

(i) Ha X nem rdcsos, akkor tetszdleges h >0 esetén

m(t+h)—m(t)—>m, t—00.

(ii) Ha X rdcsos, és 6 a rdicsdllandd, akkor h =nd, n € N, esetén az (i) konvergencia
érvényben marad.

A tovabbiakban legyen

mt)+1, >0,
M(t)::{o() t<0.

Ekkor a felujitasi egyenlet lokélisan korlatos megoldasa

A(t) = af(t) +/ a(t—z)dm(x) = /

[0,2] {0}

- / a(t—x) d]l{x>0}—|—/ a(t—z)dm(z) = / a(t—x)dM(x).
[0,] [0,t]

[0,¢]

a(t—x) d]l{xzo}—i-/ a(t—z)dm(x)
(0,¢]
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1.27. Tétel. Ha az X wdltozd nem rdcsos eloszldisi, és a(x), x > 0, elddll monoton
integralhato figguények véges Gsszegeként, akkor a feligitdsi egyenlet lokdlisan korldtos

megolddsdra
1

m/ﬂ a(x)dz, t— 0.

Bizonyitds. Legyen a(x) = 1.4 (x), x >0, a [c,d) intervallum indikétora, ahol 0 < ¢ < d.
Ha t > d, akkor

At) —

A(t):/[oﬂa(x)dM(a:):/ 1dM(z)=M({t—c)—M(t—d)=m(t—c)—m(t—d),

(t—d,t—]
amibdl az 1.26. Tétel alkalmazasaval
d—c 1

At) = m{t—c)=m(t—d) = =5 = s /Oooa(x)dm, oo

Ebbél azonnal kovetkezik, hogy az allitas igaz az

a(z) = Z by, d) () 5 x>0,
k=1

alakban felirhato lépcsés fliiggvényekre is, ahol by € R, 0 < ¢, < di, k=1,...,n. Ismert,
hogy ilyen fiiggvények segitségével minden integralhato fiiggvény tetszdélegesen kozelithe-
t6. Legyen most a,(t), t > 0, lépcsés fiiggvényeknek egy sorozata tugy, hogy

la,(t)] < |a(t)] és an(t) = a(t), n— oo, t>0.

Ekkor a fentiek szerint

1 o]
[ onar@) = g [Canmdn, oo,

tovabba a monoton konvergenciatétel alkalmazasaval tetszéleges rogzitett ¢ > 0 esetén

Aﬂan(m)dM(x)% a(z) dM(z), /Oooan($)dx—>/oooa(x)dx7 " o0

[0,¢]

Ebbdl mar heurisztikusan jon, hogy elegend&en nagy ¢ és n esetén

Alt) = /[0 RCLICE /[O ol dM(:c)zﬁ /O " () dxzﬁ /O " o) da.

A bizonyitas egy kis epszilonozassal tehetd precizzé, amit az olvaséra bizunk. O

1.28. Példa. A kovetkezGkben egy olyan probléméat fogunk targyalni, mely hasonlit az
el6z6 félévben vett buszmegallo paradoxonhoz (inspection paradox), de nem azonos vele.
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Legyen X, X5, ...>0 fiiggetlen és azonos eloszlast véletlen valtozo kozos G eloszlasfiigg-
vénnyel, és tegyiik fel, hogy P(X =0) < 1. Legyen a korabbiakhoz hasonl6an Ny, t >0, a
kapcsolatos felujitasi folyamat, és jelolje

T,=X,++X,, n=01,...,

az n-dik érkezési id6t. Ekkor egy rogzitett ¢ > 0 id6pont mellett a kovetkezd esemény
sorszama N;+ 1, és a kovetkezd esemény a Ty,1 > t idGpontban kovetketik be. Ez azt
jelenti, hogy a t id6ponttél szamolva R, :=Ty, 1 —t id6t kell varnunk a kdvetkezs esemény
bekovetkezéséig. Ezt rezidudlis, avagy hatralévs idének szokték nevezni. A feladat felirni
az A(t) := E(Ry), t > 0, fiiggvényt, tovabba meghatarozni a hatarértékét, amint ¢ — oo.

A munkank soran ismét sziikségiink lesz az N/:=Nx, 1+—1, >0, folyamatra. Korabban
méar meggondoltuk, hogy ez a folyamat az Xs, X3, ... valtozok, mint események kozotti
idgk altal definialt felajitasi folyamat, amibgl két dolog kovetkezik. Egyrészt az Ny, t >0,
folyamat fliggetlen az X; valtozotol. Masrészt a folyamat azonos eloszlasi az Ny, t > 0,
felujitasi folyamattal, amibél kévetketik, hogy az R, rezidudlis id6 azonos eloszlast az N}
folyamatra analog moédon bevezetett R; rezidualis idével, és igy

A(t)=E(R)) = E(R,)), t>0.

A kovetkezokben felirunk egy felajitasi egyenletet az A fliggvényre, hasonlé modszert
fogunk alkalmazni, mint az m felajitasi fiiggvényre vonatkoz6 egyenlet felirasakor. Tehat,
rogzitjik a t > 0 id6pont értékét, és alkalmazzuk a teljes varhato értékét, amibdl

A(t) = B(R,) = / E[R|X, = 2] dG(x).

[0,00)

Vegyiik észre, hogy ha x> t, akkor
E[R|X,=2]|=F[z—t|X, =] =x—t,
mig ha 0 < z < t, akkor
E[R|X1=2]|=F[R,_,|X1=2]|=F(R,_,) = A(t—z).

Kapjuk, hogy

A(t)_/(t @naG) s [ A-naE), 1z,

[0¢]

ami pontosan az A = a+ AxG felajitasi egyenlet az
at) _/ (1—1)dG(z), t>0,
(t,00)

determinisztikus fliggvénnyel.
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1.5. Véletlen valtozok momentumai

Megmutathato, hogy ha E(X) < oo, akkor az A és az a fliggvény lokalisan korlatos,
amibdl a feljitasi egyenlet megoldasara vonatkozo tételiink szerint A nem lehet maés,
mint az egyenlet egyetlen lokalisan korlatos megoldésa, azaz

At) = (a+a*m)(t):a(t)+/[(]t] a(t—x)dm(x), t>0,

ahol m(t), t >0, a kapcsolatos feljitasi fiiggvény. Természetesen ezzel a kifejezéssel ilyen
altalanos feltételek mellett nem sok mindent lehet kezdeni, de bizonyos esetekben az integ-
ralok értékei minden tovabbi nélkiil kiszamolhatoak. Az olvasora bizzuk azt megmutatni,
hogy a A > 0 intenzitast Poisson-folyamat esetében A(t) = 1/A, ¢t > 0. (Ez miért nem
meglepd eredmény ?7)

Tegyiik, hogy az X valtoz6 nem racsos eloszlast. Ebben az esetben a felajitasi egyenlet
megoldisanak aszimptotikus viselkedésére vonatkozo tételiink szerint

A(t)%ﬁ/oooa(x)dx, t—00.

A kés6bbiekben az 1.28. Példaban meg fogjuk mutatni, hogy a fenti integral értéke
E(X?)/2, amibdl
E(X?)

Alt)=FE(R — t :
(Hol talalkoztunk mar korabban ezzel a hatarértékkel?) Jegyezziik meg, hogy a Poisson-
folyamatra

1 2/X2  E(X?
E(R)=—= = t>0
(o) =5 2/ 2BE(X)’ =

tehat ebben az esetben a konvergencia trivialisan teljesiil.

1.29. Példa. Az el6z6 példa jeloléseit alkalmazva legyen
Ay(t):=P(R, >y), t,y>0.

Rogzitett y > 0 mellett irjunk fel egy feltjitasi egyenletet az A, fliggvényre, adjuk meg az
egyenlet egyetlen lokdlisan korldtos megoldasat, valamint hatarozzuk meg az A, fiiggvény
hatarértékét, amint t—o0. Tovabba, a Poisson-folyamat esetében irjuk fel az A, fiiggvényt
egy olyan egyszerid alakban, melybdl az R; valtozé eloszlasa mar leolvashato.

1.5. Véletlen valtozok momentumai

Legyen Z nemnegativ értéki véletlen valtozo F'(x), x€R, eloszlasfiiggvénnyel, p:R—R
pedig legyen mérhetd fiiggvény. Ebben az esetben a ¢(Z) valtozo varhato értéke

E¢(2) = ¢(x) dF(x)

[0,00)
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1.5. Véletlen valtozok momentumai

alakban irhato fel, ami egy Lebesgue-Stieltjes-integral. A tovabbi munkank soran tébbszor
is sziikségiink lesz egy olyan formulara, melynek segitségével ez az integral atirhato egy
konnyebben kezelhet6 improprius integréalba.

1.30. Tétel. Legyen Z nemnegativ értékd vdltozo F(x), x € R, eloszldsfiggvénnyel, to-
vabbd tekintsiink egqy ¢(x), x >0, valds értékd monoton és abszolit folytonos figguényt.

Ekkor -
Eé(Z) = 6(0)+ / ¢'(2)[1— F(2)] da.

amit ugy értink, hogy ha a kifejezés valamely oldala véges, akkor a mdsik oldal is véges,
és a két oldal egyenld. Tovdbbd, ha E¢(Z) véges, akkor

lim ¢(z)P(Z > ) = xh_{glo ¢'(z)[1—F(z)] =0.

T—r00

Bizonyitds. A ¢ fiiggvény abszolut folytonosagabol kivetkezik, hogy derivalhato, és
o) =00+ [ dayds, 220,
Jegyezziik meg tovabbé, hogy
/Q]l{KZ}dP—E]l{m<z}—P(oc<Z)—1—F(x), x>0.

Ekkor a Fubini-tétel alkalmazasaval
z
Egb(Z):/qu(Z) alP:/Q [¢(O)+/O ¢ () dx} dP
:h(O)%—/ﬁ/ﬂ Lipery¢'(z) do szh(O)—i—/O gzﬁ’(x)/QIL{KZ} dP dx
= h(0)+/ ¢ (x)[1—F(z)] dz.
0

Vegyiik észre, hogy a Fubini-tétel alkalmazasanal sziikség volt arra, hogy ¢ monoton
fiiggvény legyen, ugyanis ez garantalja azt, hogy ¢’ nem valt elGjelet a pozitiv félegyenesen.
Ezzel az els¢ allitast bebizonyitottuk. A masodik allitds azonnal kovetkezik abbol az
analizisbeli ténybdl, hogy egy fliggvény improprius integralja csak akkor lehet véges, ha
a fliggvénynek létezik és nulla a hatarértéke a végtelenben. O]

1.31. K6vetkezmény. Legyen Z nemnegativ értékd véletlen vdltozd F(x), x € R, elosz-
lasfiiggvénnyel.

(i) A Z vdltozé a > 0 rendd momentumdra

EZ“:a/Oooxa_l[l—F(x)} dx .
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1.5. Véletlen valtozok momentumai

Tovdbba, ha az o rendd momentum véges, akkor

lim z*P(Z > z) = lim *[1— F(z)] =0,

T—r00 T—r00

tehdt a P(Z > x) farokvaldsziniségek legaldbb polinomidlis rendben csengenek le a
végtelenben.

(il) A Z wvdltozé momentumgenerdld figguénye egy tetszdleges r € R pontban

My(r)=E(e"?) = 1—|—7”/ e [1—F(z)] dx.
0
Tovdbbd, ha a momentumgenerdlo figguény létezik valamely r > 0 pontban, akkor

xh_}lgoe P(Z > x) ::511_{10106 1—F(x)] =0,

azaz a farokvaldszinidségek legalabb exponencidlis rendben csengenek le.

1.32. Példa. A fenti eredmények segitségével mar meghatarozhatjuk azon integrélok
értékét, melyekkel az 1.28. Példaban talalkoztunk. Vegyiik észre, hogy az ott definialt
a(t), t >0, fiiggvényre

alt) = / (r—1)dG(z) = [ é(x)dC(z) = Bo(X),
(t,00) [0,00)
ahol

@) = [x—tr;:{ g’_t’ r=>t,

r<t.
Ekkor az 1.30. Tétel alkalmazéasaval

=00+ [ S-c@la=0+ [T10-cw]d,  tz0
0 t
az 1.28. Példaban megmutattuk, hogy az ott definialt A(t), t > 0, fiiggvényre

lim A(t) = ﬁ /OOO o(z) dz |

amennyiben létezik az E(X) varhato érték. Vegyiik észre, hogy a most az 1—G(x), © >0,
fiiggvény nemnegativ értéki, igy a Fubini-tétel és az 1.31. Kévetkezmény alkalmazasaval

/ dt—/ / 1 G(x d:l?dt / / 1 G(x dtd$
= ["al1-6) o= B0 2.

Tehat kapjuk, hogy a rezidualis id6k varhato értékére A(t) — E(X?)/(2E(X)), t — oc.
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2. fejezet

Kockazati folyamatok

2.1. Rizikéfolyamatok

A tovabbiakban egy biztositotarsasdgot fogunk modellezni, és arra keressiik a valaszt,
hogy a biztosité mekkora valoszintiséggel megy csédbe az id6k folyamén, tovabba milyen
siilyos lehet ez a cs6d. A modellben a kovetkezé feltevésekkel fogunk élni. A karesemények
bekovetkezési id6pontjat egy Ny, >0, szamlalo folyamat hatarozza meg, melyet karszam-
folyamatnak neveziink. A kiresemények bekovetkezése kozotti idot jelolje Xq, Xo, ...,
mely valtozok felajitasi folyamat esetén fliggetlenek és azonos eloszlastak. Az egyes ka-
rok nagysaga legyen 71, Z,, ... fliggetlen és azonos eloszlasi nemnegativ értékd valtozo,
mely valtozok fiiggetlenek a karszamfolyamattol. Ekkor a biztosito teljes kifizetése ¢ > 0

id6ponttal bezardlag
N

Sp=Y Zn=Zi+-+2y,,
n=0
melyet karértékfolyamatnak vagy roviden karfolyamatnak neveziink. Jeldlje P, t>0,
a biztosito [0, t] intervallumra es6 dijbevételét, mely a legtobb alkalmazasban determinisz-
tikus, valamint legyen u > 0 a tarsasag t6kéje a 0 id6pillanatban. Ekkor a biztosité pénze
a t > 0 idépontban
U =u+P—5;.

2.1. Definicié. Az U,, t > 0, sztochasztikus folyamatot rizik6folyamatnak nevezziik.
Ha az N;, t >0, szamlalo folyamat Poisson-folyamat, és a dijbevétel P, =ct, t >0, alakban
irhato fel valamilyen ¢ > 0 konstans segitségével, akkor klasszikus rizik6folyamatrél
beszéliink.

Terjedelmi okok miatt mi ezen a kurzuson csak a legfontosabb kérdéseket fogjuk meg-
véalaszolni, és azokat is csak a legegyszertibb esetben, klasszikus rizikofolyamat esetén. A
klasszikus rizikofolyamatnak elénye, hogy matematikailag konnyen kezelhets. Ez annak a
ténynek koszonhets, hogy a karok bekdvetkezési idGpontjait leird folyamat egy Poisson-
folyamat, ami felajitasi folyamat és Markov-lanc egyszerre. A modell gyakorlati alkalma-
zasét az is motivalja, hogy a klasszikus esetben az S;, t >0, karfolyamat &sszetett Poisson-
folyamat, és az Osszetett Poisson-folyamatok csalddja zart szaimos miiveletre. A klasszikus
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2.1. Rizikofolyamatok

eset hatranya, hogy nem minden esetben illeszkedik az empirikus adatokhoz. Példaul, rog-
zitett ¢ > 0 esetén a Poisson-folyamat tulajdonsagai szerint F(N;) = At = D?(N,), viszont
egyes biztositastipusoknéal statisztikailag megmutathato, hogy a karszam variancidja nem
egyenld a varhato értékkel. Tovabbi hatrany, hogy a modell nem vesz figyelembe szezona-
lis ingadozésokat, a karszamfolyamat intenzitasa id6tél és karszamtol fiiggetleniil allando.
Megjegyezziik, hogy a tovabbiakban bemutatott modszertanhoz hasonl6 eszkozokkel bi-
zonyos altaldsosabb modellek is kezelhetGek. A legkézenfekvébb megoldas az Ny, ¢ > 0,
folyamattol csak annyit megkdvetelni, hogy felajitasi folyamat legyen. Egy mésik irany
az, hogy a karszamfolyamatot egy inhomogén, tehat idében valtozo intenzitasu folytonos
ideji Markov-lanccal modellezziik. Ezen utébbi modszer tovabbi altalanositasa a Cox-
folyamatok alkalmazasa, amikor az alkalmazott Markov-lanc intenzitasat is véletlenitjiik.
Klasszikus rizik6folyamat esetén a kovetkezd jeloléseket fogjuk majd alkalmazni:

e a Poisson-folyamat intenzitasa: A > 0;

e az karesemények kozott eltelt id6: X1, Xo, ...~ G, ahol G(x) =1—e7**, 2> 0;

az egyedi karok nagysaga: 21,2y, ...~ F';

az egyedi karok nagysaganak varhato értéke: p= E(Z) > 0;

e az egységnyi idGintervallumra esé dijbevétel: ¢ > 0;

a biztosito kezdo6tskéje: u > 0.

Fontos megjegyezni, hogy a kockazati folyamatok témakdrében a biztositési termék, és
ezaltal a kareloszlas, a karszamfolyamat és a dijbevétel rogzitett. Egyetlen szabad valto-
zéval dolgozhatunk, az u kezd6téke fiiggvényében fogunk valaszolni kiilonféle kérdésekre.
A legfontosabb probléma a

U(u):=P(3t>0:U, <0) = P(a biztosité u kezdstskével indulva valaha cs6dbe megy)

csGdvaloszintiség leirasa, optimalis esetben explicit médon valé meghatarozasa. Latni fog-
juk, hogy az els6 lépések megtételénél inkabb a

®(u) :==1-V(u)=P(Vt>0:U; >0)

= P(a biztosité u kezdGtSkével sosem megy cs()’dbe)

fiiggvényt lesz érdemes hasznélni. A kovetkezd allitasban megfogalmazzuk a klasszikus
rizikofolyamat, illetve a ® és a U fiiggvény néhany fontos tulajdonsagat.

2.2. Allitas. Klasszikus rizikdfolyamat esetén teljestilnek az aldbbiak.

(i) Az Sy, t >0, kdrfolyamat és az U, t > 0, rizikdfolyamat fiiggetlen és staciondrius
novekményd.

(ii) A W figguény monoton csokkend, a ® figguény monoton novekvd, és mindkét figg-
vény cadlag a pozitiv félegyenesen.
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2.1. Rizikofolyamatok

(iii) A ®(u), u>0, figgvény abszolit folytonos, tehdt majdnem mindenhol derivdlhatd,
és

@(u):CI)(O)—I—/OUCD’(z)dz, u>0.

Bizonyitds. (i) Most az Sy, t > 0, karfolyamat Osszetett Poisson-folyamat, amir6l mér
megmutattuk, hogy fiiggetlen és stacionarius néveknényt. Az U, , t>0, folyamat fiiggetlen
és stacionarius névekménytisége ebbdl mar azonnal kévetkezik.

(ii) A monotonitas szemléletesen nyilvanvalo, de most adunk egy formélis bizonyitést
is. Jegyezziik meg, hogy a biztosit6 csak olyan idépillanatban mehet cs6dbe, amikor
karesemény torténik. Az n-dik karesemény idGpontjaban a biztosité pénze

ute(Xi++X,) = (Z1+ -+ Z,) =u+Yi+--- Y,
ahol Y,, := cX,, — Z,,. Bevezetve az
M:}gﬁ (Yi+---4Y,) € [~o0,)
altalanos értelemben vett valtozot, kapjuk, hogy

inf Uy = inf (u+Yi+---+Y,) =u+M.
t>0 n>1

Tehat annak a valoszintisége, hogy a biztositd u kezdGtskérsl indulva sosem megy csédbe

®(u) = P(inf U; > 0) = P(u+M > 0) = P(—M <u).

Tehat a @ fiiggvény nem més, mint a —M altalanos értelemben vett véletlen véltozd
eloszlasfiiggvény, amibdl mar kévetkezik, hogy ® monoton névekvs és cadlag. Mivel most
U(u)=1—P(u), u>0, a ¥ fiiggvény motonon csokkens és cadlag.

(iii) Ennek az allitasnak a bizonyitdsa mar nehezebb, ezért most mellgziik. O

Az alfejezet hatralevs részében azt fogjuk megmutatni, hogy a paraméterek bizonyos
értékei mellett a vizsgalt fiiggvények trivialisak. Ehez azonban sziikségiink lesz az alabbi
tételre.

2.3. Tétel. Legyen Y1,Ys, ... figgetlen és azonos eloszlasi viltozo E(Y) € [—o0, 00| vdr-
hato értékkel. Ekkor teljesiilnek az aldbbiak.

(i) Ha E(Y) >0, akkor 1 valdszindiséggel lim, oo (Y1+---+Y,) = +oo.
(ii) Ha E(Y) <0, akkor 1 valdsziniséggel lim,,_,oo(Y1+---+Y,) = —o0.
(iii) Ha E(Y)=0 és P(Y =0) <1, akkor 1 valdszintséggel
liminf(Y+---+Y,) = —00 és limsup(Yi+---+Y,) =+00.

n—oo n—o00
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2.2. A cs6dvaloszintiségre vonatkozé integralegyenlet

Jegyezziik meg, hogy a 2.3. Tétel (i) és (ii) pontja a nagy szamok erds torvényének
egy egyszer kovetkezménye. A (iii) pont lényegében azt mondja, hogy az els6 két allitas
megfordithato, tehat a tételbeli ,akkor” kifejezések helyére azt is irhatnénk, hogy ,akkor
és csak akkor”.

2.4. Tétel. Klasszikus rizikofolyamat esetén teljesiilnek az aldbbiak.

(1) Ha ¢ < A\, akkor ®(u) =0, u >0, tehdt tetszdlegesen nagy kezddtdkérdl is indulva
a biztosito 1 valosziniséggel csddbe megy.

(ii) Ha c> A, akkor a ®(00) :=lim, o P(u) hatdrértékre ®(oco) =1 majdnem biztosan.
Ez azt jelenti, hogy tetszdleges € > 0 esetén létezik uw > 0, hogy (u) >1—¢.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 bizonyitasban bevezetett jeloléseket, és vegyiik észre,

hogy az ott definialt Y, =cX,,—Z,, n=1,2, ... valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlastak
E(Y,) = cB(X,) = E(Z,) = 5 —n

varhato értékkel. Ha ¢ < Ay, akkor E(Y,) <0, amibdl a 2.3. Tétel szerint

M=infY, =—o00, m.b.

n>1
Ez azt jelenti, hogy tetszéleges u > 0 mellett

infU,=u+M = —o0, m.b.,
>0

amibgl mar kovetkezik, hogy ®(u) = 0.

Ezzel szemben, ha ¢ > A\, akkor a 2.3. Tétel ismételt alkalmazasaval Y, +---+Y, = o0
majdnem biztosan, amint n — oo, amibdl kovetkezik, hogy 1 valdszintiséggel M > —oo.
Tehat ebben az esetben a —M valtozd egy véges véletlen valtozo. Mivel a & fiiggvény
nem més, mint a —M eloszlasfiiggvénye, az allitas azonnal kovetkezik. O]

2.2. A cs6dvaloszintiségre vonatkozo integralegyenlet

A kovetkez6kben bebizonyitunk egy azonossagot a cséd elkeriilésének ®(u), u > 0,
valoszintiségére. [z az egyenlet lesz majd az az eszkoz, melynek segitségével allitasokat
fogalmazhatunk meg a cs6d valoszintiségére. a 2.5. Tételt a 2.6 és a 2.7. Allitas segitségével
fogjuk igazolni.

2.5. Tétel. A klasszikus rizikdfolyamatra bevezetett ®(u), u >0, fliggvény megolddsa a
kévetkezd integralegyenletnek::



2.2. A cs6dvaloszintiségre vonatkozé integralegyenlet

2.6. Allitas. Az "
I(u):/ P(u—=z)[1-F(z)] dz, u>0,
0

integralfiggvény jol definidlt, abszolut folytonos és a derivdltja

I'(w) = B(0)[1 - F(u)] +/Ou Flu—2)[1-F(z)]dz, u>0.
Bizonyitds. Legyen

flu,2):=®(u—2)[1-F(z)], u,z>0.

Mivel I(u fo (u, 2)dz és az f figgvény korlatos az els§ siknegyedben, az I fliggvény
jol deﬁnlalt

A kovetkez§ 1épésben az abszolat folytonossagot mutatjuk meg. Legyen € > 0 tetsz6-
leges érték. Mivel ® abszolat folytonos, létezik 6 > 0, hogy ha az [x;, ], v; > x; > 0,
1=1,..., k, tetsz6leges intervallumok hosszisagainak ¢sszege kisebb, mint ¢, akkor

Z!(I)yz P(a;)| <

Jegyezziik meg, hogy ekkor tetszGleges z > 0 esetén

is teljesiil. A fentieken tul legyen § < e. Ekkor

k

Z|I yi) — I (x; —Z /OyiQ)(yi—z)[l—F(z)} dz—/oxiq)(xi—z)[l—F(z)] dz
§Z/Oxi‘<1>(y—z)—®( i—2)|[1-F(z dz—I—Z/ 1—F(z)] dz

S/o Z‘@(yi—z)—q)(xi—z)‘[1—F(z)} dz—l—Z/. 1dz
gs/oo [1—-F(2)]dz+6 <ep+e,

amibdl mar kovetkezik, hogy az [ fiiggvény is abszolut folytonos.
Mar csak az maradt hatra, hogy meghatarozzuk az [ fiiggvény derivaltjat. Vezessiik
be a

Y
J(:c,y>:/ f,2)dz,  2y>0.
0
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2.2. A cs6dvaloszintiségre vonatkozé integralegyenlet

fiiggvényt, és jegyezziik meg, hogy

e = [ @i G = fe).

Legyen z(u), y(u), u>0, nemnegativ értéki és derivalhato fiiggvény. Ekkor a lancszabaly
értelmében

o (a(u) () = 2 (o), y(w0) G 0+ 5 (). ) S0

Mivel most teljesiil az I(u) = J(u,u) azonossag, az x(u) = y(u) = u, u > 0, fiiggvények
mellett a lancszabaly alkalmazasaval

dJ dJ dJ
I'(u) = —= = 14— 1

:/Ouf(u,z) dz+ f(u, u)
_ / ' (u—2)[1=F(2)] dz+@(u—u)[1 - F(u)].

0

Mivel & abszolut folytonos, a parcialis integralas formulajaval és az
/{0} O(u—2)dF(z) = P(u)F(0)
azonossagbol kapjuk, hogy
') = — / [1— F()]®(u—dz) + (0) [1 - F(w)]
(0,u]
=— {[1—F(u)]q>(u—u)— [1—F(0)}<D(u—0)—/(0 ]<I>(u—z)d[1—F(z)]
+®(0)[1—F(u)]
=®(u)— Su—2z)dF(z)— O(u—2z)dF(z
[ @)= [ au—z)are
= P(y) — O(u—2)dF(z).
= [ elu=2)ar()

]

2.7. Allitas. A klasszikus rizikdfolyamatra bevezetett ®(u), u > 0, fiigguény pontosan
akkor megolddsa a 2.5. Tétel integrdalegyenletének, ha a derivdltja

A A

(I)/(U)ZE(I)(U)_E/[O }fb(u—z)dF(z), u>0.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a ® fiiggvény kielégiti a 2.5. Tétel egyenletet. Ekkor

A
O(u) =2(0)+—1(u), u>0,
c
amibd6l az eddigiek szerint
A A A
(ID/(u):O—l——['(u):—q)(u)——/ O(u—2)dF(2), u>0,
¢ ¢ ¢ Jio

ami pontosan a 2.7. Allitas egyenlete. Visszafelé, tegyiik fel, hogy a ® fiiggvény derivaltja
olyan alakban all el6, ahogyan az az allitasban szerepel. Ekkor a 2.6. Allitas szerint

O(u) = @(O)+/Ou P'(2)dz= (ID(O)—Fé /0“ I'(z)dz= @(O)—f—il(u), u>0,

c
amib6l mar kévetkezik a bizonyitando. O]

Bizonyitds (2.5. Tétel). Megmutatjuk, hogy a ® fiiggvény derivaltja olyan alakban irhato
fel, amint ami a 2.7. Allitasban szerepel, amibsl mar kovetkezik a bizonyitando allitas.

Az allitas bizonyitasdhoz a ,kis megvaltozasok mddszerét” hasznéljuk, melyet Cramér
is alkalmazott. Adott u € R és ¢ > 0 értékek mellett legyen A;(u) az az esemény, hogy a
biztosité a t id6pontban u kezd6tSkérsl indulva sosem megy csédbe. A teljes valoszintiség
tételét alkalmazva

O(u) = P(Ao(u)) = P(Ao(u) | N, = O)P(Nt =0)
+P(A0(U) | Ny = 1)P(Nt = 1)+P(A0(U) | Ny > 2)P(Nt > 2)

A Poisson folyamat tulajdonsagai szerint t | 0 esetén
P(N;=0)=1-Xt+o(t), P(N;=1)=Xt+o(t), P(N;>2)=o0(t).
Ha a [0, t] intevallumon nem torténik karesemény, akkor
P(Ag(u) | Ny =0) = P(A(u+tct) | N, =0) = P(A(u+tct)) = D(u+tct),

ahol a masodik egyenlGség abbol kovetkezik, hogy a klasszikus rizikofolyamat fiiggetlen
fiiggetlen novekményti, mig a harmadik abbél, hogy a folyamat stacionarius novekményt.
Mivel az els6 karesemény Z; nagyséaga fiiggetlen az N;, t > 0, Poisson folyamattol, ezért

le|{Nt:1}(2)=P(Z1 §Z|Nt:1) :P(Z1§Z):F(Z), ZER.

Ebbdl a teljes valoszintiség tételét alkalmazva jon, hogy

P(Ag(u) | Ny = 1) = / P(Ao(u) | Ny = 1,2, = ) dFy ey (2)

[0,00)

%/ P(Af(u+tct—2)|Ny=1,2Z; =2) dF(z):/ O(utct—=z)dF(z),
[0,00)

[0,u+ct]

29
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ahol felhasznaltuk, hogy ®(u+ct—2) =0 ha z > u-+ct. (Jegyezziikk meg, hogy a fenti
formuldban a masodik lépésben elkévettiink egy hibat, ezért hasznaljuk a = jelet egyen-
16ség helyett. Itt nem részletezziik, de megmutathato, hogy ez a hiba a végeredmény
szempontjabol elhanyagolhato.) Tovabba, a valoszintiség elemi tulajdonsagai miatt a

P(Ag(u) [Ny =0),  P(Ap(w)| Ne=1),  P(Ao(u)|N,>2)

kifejezések korlatosak, amibél jon, hogy ezeket a o(t) taggal szorozva az eredmény szintén
o(t) lesz. Innen kapjuk, hogy

B(u) = (1—At)<1>(u+ct)+>\t/ B(ut et — 2) dF(2) +o(t)
[0,u+-ct]
Mivel a ®(u) fiiggvény derivalhato, vehetjiik az u pont koriili kéttaga Taylor sorfejtését,
amibdl

(I=A)P(u+ct) = (1= Xt) [®(u) + ctP' (u) +o(ct)] = P(u) + P’ (u) — A\tP(u) +o(t) .
Azonnal kovetkezik, hogy
O(u) = P(u)+ ctd'(u) — MNP (u)+ At / O(u+ct—z) dF (z)+o(t),
[0,u+-ct]

amibdgl atrendezéssel

A A t
®'(u) = —@(U)——@(u)/ O(u+ct—z) dF(z)—l—ﬁ.
¢ [0,u+ct] t

Cc

Ebbél t | 0 hatardtmenettel kapjuk az allitas egyenletét.

A tételre adunk egy egyszertibb és imméar matematikailag teljesen preciz bizonyitast is,
mely szintén a teljes valoszintiség tételére épiil. Mivel az els§ karesemény X; bekovetkezési
id6pontja és Z; nagyséiga fiiggetlen, a két valtozd egyiittes eloszlasfiiggvénye

H(z,x)=P(Z <z X, <z)=F(2)G(z),

ahol
Gl)=P(X,<x)=1—e, x>0.

Mivel a biztosité leghamarabb az X; id6pontban mehet csGdbe, a Fubini-tétellel kapjuk,
hogy

( )) (AXl (U‘I‘CXl Zl))
/ P(Ax,(u+cX1—21) | X1 =2, Z = z) H(dz, dx)
[0 x[0,00)

O(u+cr—z)dF(z)dG(x)
[0,00

)\e_’\x/ O(u+cx—2z)dF(z)dx.
[0,u+cx]

o0

Nh
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Ebbél y = u+ cx helyettesitéssel jon, hogy

q)(u):/ é6’\“/‘36_’\7‘//6/ O(y—2z)dF(z)dy.
u [0.9]

C

A ®(u) fiiggvényt derivalva, valamint az utolso lépésben az el6z6 formulat ujra felhasz-
nalva kapjuk, hogy

C C

A

_ _E/[O ]tb(u—z) dF(Z)“f’%(I)(u)v

<I>’(u) — _éeAu/Ce—)\u/c/[O ]q)(u_z) dF(Z)—l—/ %|:é€)\u/c:| e—Ay/c/[O ]q)(y_z) dF(2) dy
K7 u Y

ami pontosan a bizonyitand6 egyenlGség. O
2.8. Kovetkezmény. Klasszikus rizikdfolyamatra ¢ > Ay esetén ®(0) =1—A\u/c.
Bizonyitds. Tetsz6leges z > 0 rogzitett érték esetén

P(u—2)1cuy — P(00), U — 00,

tovabba -
/ [1-F(z)] dz=p < o00.
0

Ezekbél a majorans konvergenciatétel alkalmazasaval jon, hogy u — oo esetén

P(00) + P(u) = <1>(0)+%/0u d(u—2)[1-F(z)] dz

=®(0)+— /OOO D(u—2)lcy [1 - F(2)] dz

— ®(0)+ = /OOO ®(00)[1—F(2)] d=

azaz

A
®(00) = B(0) + 7”@(00) .
A 2.4. Tételben megmutattuk, hogy a ¢ > Ay esetben ®(c0) = 1, amibél

A
1:¢(o)+7’“‘-1,

vagyis ®(0) =1—Au/c. O
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2.9. Példa. A 2.5. Tétel egyenletét altalaban nehéz megoldani, de ha az egyedi karok
exponencialis eloszlast kovetnek, akkor a ®(u), u >0, fiiggvényre konnyen adhato explicit
formula. Mivel F(Z) = u, azonnal jon, hogy az exponenciélis eloszlas paramétere 1/,
vagyis

1
F(z)=1—e*/", dF(z) = —e #/" 2>0.
1
Ekkor a 2.7. Allitasbol v = u— 2 helyettesitéssel
A A 1
' (u) = =®(u) — —/ O (v) {—e_(“_”)/“} dv .
¢ ¢ Jo H

Derivalassal, majd az el6z6 egyenlet ismételt alkalmazasaval

O (u) = é<I>'(u) — [ A B (u)e~mW/m 1A

- q)(v)e—(u—v)/u dv}
¢ cp HCl Jo

by , A 1A ’ _ (1
=0 (u)_a¢(u)+;{z¢(u)—<b(w} = —R¥(u),

ahol R=1/pu—\/c> 0. Kétszeres integralassal jon, hogy megfelelgen vélasztott Dy, Do
konstansokkal
®(u) = Dye ™ 4 Dy, u>0.

A ®(0) = Au/c és a ®(o0) =1 peremfeltétel alkalmazéasaval kapjuk, hogy
A
Bu)=1-HeRu >0,
c

2.10. Tétel. Ha ¢ > Ay, akkor a V(u), u > 0, csddvaldsziniség megolddsa az aldbbi
fligguényegyenletnek :

U(u) = é/ [1-F(2)] dz—i—i/ U(u—2)[1-F(2)] dz.
CJu € Jo
Bizonyitds. Most
@(0)_1—A—“_1—3/ [1-F(2)] d=,
c ¢ Jo
igy a 2.5. Tételbdl értelmében
A [ A
O (u) = 1—;/ [1-F(2)] dz—i—z/ ®(u—2z)[1-F(z)] dz, u>0.
0 0
Mivel ¥(u) =1—®(u), u € R, adodik, hogy
U(u)=1—D(u) —%/ [1-F(2)] dz—%/ (1-W(u—2z))[1-F(2)] dz,
0 0

:%/OO [1-F(2)] dz—i—%/ou\ll(u—z)[l—F(z)] dz . O
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2.3. A cs6dvaloszintiség aszimptotikus viselkedése

Legyen M (r)=FE(e"?) a Zy, Zy, . . . karnagysagok kézés momentumgeneralo fiiggvénye,
és legyen

h(r):=M(r)—1= /Re”dF(z)—l.

Mivel a kdrnagysagok nemnegativak, a h fiiggvény létezik a negativ félegyenesen. Emellett
a fiiggvény konvex azon az intervallumon, ahol 1étezik, ezért a h(r)=cr/\ egyenletnek leg-
feljebb két megoldasa megoldésa lehet. Mivel most h(0) =0, a fenti egyenletnek legfeljebb
egy pozitiv gytke van.

2.11. Tétel (Cramér-Lundberg approximacio). Tegyik fel, hogy a

egyenletnek létezik pozitiv R megolddsa, tovdbbd tegyik fel, hogy a h fliggvény véges az R
pont valamely kornyezetében. Ekkor

: Ru _ C_)‘M
i e ) = SR =

Az R értéket Lundberg-kitevonek nevezziik.

A tétel gyakorlatilag azt allitja, hogy a cs6d valészintisége az u kezd6tdke fiiggvényében
assziptotikusan exponencialis, hiszen

C—AL g
W ~ u
W~ S =t

U — 00.
Bizonyitds. Mivel a momentumgeneral6 fiiggvény létezik az R pontban, az
M(R)=E(e"?) = /[ )eRZdF(z)
0,00
integral véges. Ekkor az 1.31. Kovetkezmeény (ii) pontja szerint
h(R)=M(R)—1= R/OO e [1-F(z)] dz,
0

amibdl a h fliggvény és az R érték definicioja miatt

1= ih(R) = é/OOOe]:iz[l—F(z)]dz.

Bzt azt jelenti, hogy a
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fiiggvény egy abszolit folytonos eloszlas siirtiségfiiggvénye, méghozza egy olyan eloszlésé,
mely a pozitiv félegyenesre van koncentralva. Legyen

6)= | 9@ do,

a kapcsolatos eloszlasfiiggvény, tovabba legyen & egy olyan valtozo, melynek G az elosz-
lasfiiggvénye. Legyen tovabba

C

a(u) = Zeft /00 [1-F(2)] d=, A(u) = ef™ WU (u) , ueR.
Ekkor a 2.10. Tétel fiiggvényegyenletébdl
e (1) = %eR” /00 [1-F(2)] d2+% /“ =2 (y — 2)elt? [1-F(2)] dz,
u 0
ami a bevezetett jelolésekkel az
A(u) = a(u) +/0u Alu—2)g(z) dz = a(u) —i—/ou Alu—2)dG(z)

felajitasi egyenletet adja. Mivel £ folytonos, nem lehet racsos eloszlasi, tovabba deriva-
lassal megmutathat6, hogy a monoton csékkend fiiggvény. Ekkor az 1.27. Tétel alkalma-

zasaval kapjuk, hogy
. 1 > Cy
hmAu:—/ a(z)dz = —
Jim A(u) E© J, (2)dz ==

ahol .
Ch = / a(z)dz  és  Cy=E().
0
A tovabbiakban meghatarozzuk C; és Cy értékét.

Mivel az M momentumgeneral6 fiiggvény véges az R pont egy kornyezetében, az M
fiiggvény derivalhato ebben a pontban, (miért?,) tovabba

oo > h'(R)=M'(R) = / zef* dF(2) = E¢(2),
[0,00)
a ¢(2) := zef* 2 >0, fiiggvénnyel. Kis szamolassal ellenérizhetd, hogy

¢/(Z) _ €RZ

o) = S

z>0.

<0,

kapjuk, hogy

Co=E(¢ o(z)[1- F(2)] dz
o /

) _
¢'(2)[1—
¢(Z)—¢(0)

/ F(z )}dz—gg 1 F(2)] d
- 2 [Eo1-t0] - S~
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Vegyiik észre, hogy a H(u):=0, u <0, és

H(u)::%/ou[l—F(z)}dz, u>0,

formulédkkal definialt fiiggvény eloszlasfiiggvény, hiszen monoton névekvs, cadlag (s6t,
abszolut folytonos), és a hatarértéke a két végtelenben 0 és 1. Ha 7 egy olyan véltozo,
melynek H az eloszlasfiiggvénye, akkor

E(e™) :/OOOeR“dH(u):/OOOeRZ%[l—F(z)} dz:%:i<oo,

amibdl az 1.31. Kovetkezmény (ii) pontjanak segitségével

/ / [1-F dzdu-—/ Re™[1—H(z)] du

CR|:/O e dH (u) - 1} 22{@ 1}2021;“'

Innen o \
li Ru‘l/ _ _1 _ C— AU
ulﬁrgo € (U) 02 /\h/(R) —c’
tehat az allitast bebizonyitottuk. O]

2.12. Példa. Ha az egyedi karok exponencialis eloszlast kovetnek 1/ paraméterrel, akkor

! W)= M) —1=" eyt L

(L—pr)?’ p

M(r)=E(e"”) =

1—pr’ 1—pr’

Ekkor a h(r)/r = c/\ egyenletnek van pozitiv megoldasa, ami

1 A
R=——-—.
iwooc
Vegyiik észre, hogy most R < 1/u, tehat a h fiiggvény létezik az R Lundberg-kitevs
valamely kérnyezetében. Behelyettesités utan kapjuk, hogy

W(R) = u(A—CMY,

amibdl \ \
C— Al —Ru K _Ru
U(u) ~ ——e =—e ",
(v) A(R)—c c
Jegyezziik meg, hogy exponencidlis eloszlds esetén nem csak aszimptotikus egyenlGség
van, hanem ennél t6bb is teljesiil. Nevezetesen, az el6z6 fejezet végén targyalt példabol

u— 00.

A
U(u) = 2 o—Ru : u>0.

Cc
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2.4. A cs6dvaloszintiség kiemelked6 egyedi karok esetén

Pareto-elvként vonult be a kdztudatba az az észrevétel, hogy bizonyos jelenségeknél a
kovetkezmények k%-a az okok (100-k)%-éara vezethets vissza. Maga Pareto erre 1906-ban
két példat adott. Egyrészt sok vallaltnal a bevétel 80%-a a vevsk 20%-4atol jon, masrészt
a foldbirtokok 80%-a a népesség 20%-anak kezében van. Erre a jelenségre Pareto azt a
magyarazatot adta, hogy a népességen peliil a jovedelem hatvanyeloszlast kovet, tehat ha
7 jeloli egy véletlenszertien valasztott ember vagyonat, akkor

P(Z=k)~ck™, kelt.

Innen megfelelg v > 1 esetén mar matematikai levezetéssel jon a Pareto-elv.

A Pareto-elv, tehat a nagy jovedelemkiilonbségek egy fontos kévetkezménye, hogy ha
véletlenszertien kivalasztunk néhany embert, akiknek a vagyona Zi, ..., Z, fiiggetlen és
azonos eloszlasu valtozo a fenti eloszlassal, akkor

I+ +Zy~max(Zy, ..., Zy),

tehat a csoport 6sszvagyona jol kovelithetd a leggaddagabb egyén vagyonaval. Fzt a je-
lenséget az élet més teriiletein is megfigyelhetjiik, bar nem feltétleniil a 80-20-as szabaly
formalyaban. Tipikus példak a telepiilésméretek, egyes nyersanyagok lelGhelyeinek (olaj-
mezGk, gyéméantbanyak) nagysaga, a termeészeti katasztrofak (erdétiiz, foldrengés) altal
okozott kar, és végiil, de nem utols6é sorban, bizonyos biztositastipusoknél az egyedi kar
nagysaga.

Napjainkban a Pareto-eloszlast az alabbi mdédon definialjuk.

2.13. Definici6. Egy nemnegativ értékd Z valtozé Pareto-eloszlast kévet a, A > 0 para-
méterekkel, ha eloszlasfiiggvénye illetve stirtiségfiiggvénye

A\ a\”
F(Z)_l—()\+z> s f(Z):m, 220

2.14. Allitas. Ha a Z wvdltozé Pareto-eloszldst kévet a és \ paraméterrel, akkor k-dik

momentuma

INa—k)
NGO

és a k-dik momentum nem létezik, ha k> a. Specidlisan, az eloszlds varhato értéke ponto-

san akkor véges, ha 1<a, és ekkor E(Z)=\/(a—1). Tovdbbd, a vdltozé momentumgenerdld

fliggvénye nem létezik a pozitiv félegyenesen, tehdt M(r) = oo, ha r > 0.

E(Z") = Nk keN,k<a,

Bizonyitds. A k-dik momentum

e 00 a+1
E(Zk):/o zkf(z)dz:%/o Zk{)\—)i\—zl dz .
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Az y = AA+2)7! helyettesitést alkalmazva

a [TA1—y F A e
E(Zk>:X/O |: (y ):| ya—’—lﬁdy:a/)\k/o ya k 1(1_y)kdy

Tekintsiik a
1 0o
B(a, p) :/ e (1—2)Vda, Ia) = / e " dr, a,>0.
0 0

formulakkal definialt beta- illetve gamma-fiiggvényt. A fliggvényekre vonatkozo ismert
Osszefiiggések szerint

B(a,ﬂ):%, [Na+1)=al'(a), L'(k)=(k-1).
Ekkor
Y B _ ulla=kIk+1) o, Tla—k)
E(Z") =aX'Bla—k,k+1) = aX Ta 1) = X! Ta)
Specidlisan, k£ =1 esetén, ha o > 1, akkor
MNa—-1) A

E(X) :)\(a—l)F(a—l) T a-1

A momentumgenerild fiiggvény tetszéleges r > 0 esetén

M) = [T e e =,

0

hiszen e"* f(z) — oo, amint z — o0. O

A tétel egyik fontos kdvetkezménye, hogy ha a 71, Zs, ... egyedi kdrok Pareto eloszlast
kovetnek, akkor a csGdvaloszintiség nem kozelithetd a Cramér-Lundberg approximéacio
segitségével, hiszen nincsen Lundberg-kitevs.

2.15. Allitas. Ha Z Pareto-eloszlist kévet a, A >0 paraméterekkel, akkor az In(1+Z/\)
vdltozo exponencidlis eloszldsu o paraméterrel.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy In(1+Z/)\) > 0, azaz a transzformalt valtozo eloszlasfiigg-
vénye 0 a negativ félegyenesen. Tovabba, tetszéleges y > 0 esetén

P(ln [1+§] gy) —P(Z<Ne—1)) =1 (#{M)aﬂ—e—%

Ez pedig pontosan az exponencidlis eloszlas eloszlasfiiggvénye. O]
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Legyen F(z), z€R, tetszdleges eloszlasfiiggvény, legyen 71, ..., Z, fiiggetlen és azonos
eloszlasu kozos F' eloszlasfiiggvénnyel, tovabba legyen

M, = max Z, .

1<k<n
Ekkor a valtozok Gsszegére
P(Zy+-+2Zy>2)=1-P(Z1+-+Z,<z) =1-F"(z), z€eR.

A valtozok fliggetlenségét alkalmazva a maximum eloszlasa

P(M, > z)= Z P(a Zy,...,Z, valtozok kdziil pontosan k darab nagyobb, mint z)
k=1
" /n
:Z (k>P(Z1>z,...,Zk>z,Zk+1Sz,...,anz)
k=1

-y (Z) 1= F(2)] P 2)
<nfl-F()] @)+ C1-F(2)]7,

ahol C' > 0 olyan valos szam, mely fiigg n értékétsl, de z-t6l mar nem. Tegyiik fel, hogy
F(z) <1 minden z > 0 esetén. Mivel z — oo mellett F/(z) - 1 és 1—F(z) — 0, kapjuk,

hogy
lim LM >2)
=00 n[1—F(2)]

2.16. Definicid. Tegyiik fel, hogy az F'(z), z€R, eloszlasfiiggvényre F'(0)=0, és F'(z)<1,
ha z > 0. Az eloszlasfiiggvény szubexponencidlis, ha tetszbleges n > 2 egész esetén

1-Fr(2)
lim ——— = —p,
e 1-F(z)

Ha az F eloszlasfiiggvény szubexponencidlis, akkor a fenti gondolatmenet szerint
P(Zv+-+Zy,>2) =1=F"(z) ~n[l = F(2)] ~ P(M, > z), zZ—00.
Tehat, ha z elég nagy, akkor
P(Zyv+-+Zy,>z) = P(M, > z).

Ez azt jelenti, hogy az 0sszeg eloszlasat alapvetGen a legnagyobb tag hatarozza meg, és
mellette a tobbi tag nagy valoszintiséggel elhanyagolhatd. A kovetkezs allitasban meg-
muttajuk, hogy ugyanez véletlen tagszam esetén is teljesiil.
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2.4. A cs6dvaloszintiség kiemelked6 egyedi karok esetén

2.17. Allitas. Legyen Z1,Zs, ...~ F fiiggetlen véletlen vdltozd, ahol F(z), z €R, szubex-
ponencidlis eloszlasfiiggvény. Legyen tovdbbd N a sorozattol fiiggetlen nemnegativ egész
értéki vdltozo, és tegyiik fel, hogy valamely € > 0 mellett

Zl+€ =k)<oo.
k=0

Ekkor az
S:=7Zi+--+2y, M::maX(Zl,...,ZN),

vdltozokra teljestil, hogy

P(S > 2)
1—F(2)

P(S > z)

R ST

—1, Z— 00.

A korabbiakban méar lattuk, hogy Pareto-eloszlas esetén a momentumgeneralo fiigg-
vény nem létezik sehol sem a pozitiv félegyenesen. Ennek az az oka, hogy tetszGleges
r>0 esetén e"*[1— F(z)] — oo, amint z — co. Ugyanis, ha a momentumgeneral6 fiiggvény
létezne barmely r > 0 pontban, akkor az 1.31. Koévetkezmény (ii) pontja szerint erre az
értékre e"*[1—F(2)]—0, z— 00, teljesiilne. Az ilyen tulajdonsagu eloszlasokat nehézfarka
eloszlasoknak nevezziik.

2.18. Definici6. Legyen F(z), z € R, egy nemnegativ értékii valtozo eloszlasfiiggvénye.
Az eloszlasfiiggvény nehézfarki, ha tetszéleges r > 0 esetén

e”[1-F(z)] = o, Z— 00.
2.19. Allitas. (i) Ha egy eloszldsfiigguény nehézfarki, akkor szubexponencidlis.
(ii) Ha az F eloszldsfiggvényre

1—F*2
lim (z)

S )
2—¥00 1—F(2) ’

akkor F  szubexponencidlis.

2.20. Tétel. Legyen N nemnegativ egész értéki vdltozd, leqgyen pr=P(N=k), k=0,1,...,
és tegyiik fel, hogy valamely € > 0 esetén

N(1+¢) Z pr(1+ 5
Legyen G(2), z € R, tetszdleges eloszldsfigguény, melyre G(0) =0, és legyen

:Zka*k(z), zeR.
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2.4. A cs6dvaloszintiség kiemelked6 egyedi karok esetén

(i) Ha G szubexponencidlis eloszldsfigguény, akkor

1-H(z)
M—gr — MW

(ii) Ha (%) teljesil, és valamely k > 2 esetén py > 0, akkor G szubexponencidlis.

(i) Ha G szubexponencidlis, és valamely k>1 esetén p,>0, akkor H is szubexponencidlis
eloszldsfiigguény.

Bizonyitds (2.17. Allitds). Ha H(z), z € R, jeldli az S véltozé eloszlasfiiggvényét, akkor
a teljes valdszintiiség tételével

H(z)=P(S<z2)=> P(Zi+ +Zy<z|N=k)P(N=k)
k=0

S P(Zy+- -+ 2, < 2) P(N = k) :iF*k(z)P(N:k).

k=0

Mivel most F' szubexponencialis eloszlasfiiggvény, a 2.20. Tétel (i) pontjabol kovetkezik,
hogy
. 1—H(2)
lim ———= =FE(N).
e 1-F(2) (V)

A masik allitasért vegyiik észre, hogy a valtozok fiiggetlenségét alkalmazva

P(M > z) =

NE

<
P(ZkH > 2, lrg%}% Z; <z, N> k)

Bl
Il
o

[
hE

P(Zypsr > z)P( max Z; < z)P(N > k)

1<j<k

B
Il
o

=P(Z1>2)Y P(Zy<2)"P(N>k).
k=0

Ekkor a monoton konvergenciatételt és az 1.31. Kovetkezmény (i) pontjat alkalmazva

P(M > z)

SVET] ZP(Z1<Z> P(N > k) —>21PN>I<;) BE(N), - o00.

A jelen allitas méar igazolt részébdl

P(S>z) P(S>z) P(Z>z) 1
= E(N)——
P>z PZ>zpPoi>2  PWEmy 27
ami pontosan a bizonyitand6 konvergencia. O
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2.4. A cs6dvaloszintiség kiemelked6 egyedi karok esetén

2.21. Tétel (A cs6dvaloszintség aszimptotikus viselkedése). Legyen F'(z), z € R, a kdr-
nagysdgok kézos eloszlasfiigguénye, tegyiik fel, hogy A\ < c, és tekintsik az

Fo(x):%/ox[l—F(z)]dz, z>0.

Fo(x) =0, x <0, eloszldsfiggvényt. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
(i) Fo(z), © € R, szubezponencidlis eloszldsfiggvény.
(ii)) A Y(u), u>0, csddvaldsziniségre

. U(u) AL
lim = .
U—00 1—F0(u) c—>\,u

Jegyezziik meg, hogy ha Fy nehézfarka eloszlasfiiggvény, akkor tetszdleges >0 mellett

Ap

"W (u) ~ p—

e™[1—Fy(u)] — oo, U — 00,

tehat a Cramér-Lundberg approximacioval szemben most a csédvaloszintiség exponenci-
alisnal lassabb rendben cseng le.

Bizonyitds. A Au<c feltétel miatt a ®(u), u>0, fiiggvényre vonatkozo integralegyenletbdl

CID(u):1—7+%/U<I>(u—z)[1—F(z)}dz, u>0.

Vezessiik be az o = Ap/e < 1 értéket. Megmutatjuk, hogy ekkor
Ou)=(1-0) Y oFF™M W),  u>0.
k=0

Jelolje ®;(u) a fenti kifejezés jobb oldalat, és vegyiik észre, hogy a Fy fliggvény definicioja
szerint

[1—F(u)]du= pdFy(u).

A &, fiiggvényt az integralegyenlet bal oldalaba helyettesitve és a monoton konvergen-
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2.4. A cs6dvaloszintiség kiemelked6 egyedi karok esetén

clatételt alkalmazva

1—>\_N—|—2/u®1(u—z)[1—F(z)} dz

c

—(1_a)+%/0u [ (1—a iakng(u—z)l,udFo(z)

=(l-a)+a(l—a / lim Zakng(u—z) dFy(z)

K—o0

=(1-a)+a(l—a) hmz /F*k —z)dFy(z)

=(l-a)+a(l—a) Z o FF D ()

k=0

~(1-a) {1+§:akng(u)] = O, (u).

k=1

Tehat a &, fiiggvény kielégiti a ® fiiggvényre vonatkozo integralegyenletet. Itt ugyan nem
részletezziik, de analizisbeli eszkozokkel megmutathat6, hogy bizonyos fiiggvények kozott
az egyenlet megoldéasa egyértelmi, amib6l kapjuk, hogy ®(u) = ®1(u), u > 0.

Legyen N egy olyan valtozo, melynek eloszlasa

p=P(N=k)=(1—a)d*, k=0,]1,...

E(N)=Y kpr=Y k(1—a)o* = (1—04){2 (k+1)a Zak]

ool 2

Vegyiik észre, hogy a 2.20. Tételben ha G = F{, akkor
=(1-a)) o*F*(z), zeR.

Mivel most pr > minden k nemnegativ egész esetén, a bizonyitandé allitas kovetkezik
a 2.20. Tétel (i) és (ii) pontjabol. O
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2.5. A Lundberg-kitevé becslése

A kovetkez§ allitas segitséget nytjt a szubexponencidlis tulajdonsag leellenérzéséhez.

2.22. Allitas. Tekintsik az el6z6 tételben bevezetett jeldléseket. Ha az aldbbi feltételek
kézil valamelyik teljesil, akkor Fo(x), x € R, szubexponencidlis eloszldsfiigguény.

o Az F eloszldsfiigguényre
5 1—F(x) _
imsup ————= < 00
P TR (21)

o Az F eloszldsfiigguénynek létezik f striségfiggvénye, €és

. f(x)
1 I ACO RN
ST @)

2.23. Példa. Ha Z Pareto eloszlast kovet o > 1 és X' > 0 paraméterrel, akkor varhato
értéke = E(Z) = N /(a—1), valamint integralassal

)\/
N4x

Fo(x):l/; [1-F(2)] dzzl—[

Ju

a—1
} , z>0.

Jegyezziik meg, hogy Fy az a—1 és X paraméteres Pareto eloszlas eloszlasfiiggvénye, ami
nehézfarka eloszlas, tehat szubexponencialis. (A szubexponencidlis tulajdonsag a 2.22.
Allitas segitségével is belathato.) Ekkor

)\/j/ )\/ a—1
m ~Y
() c—Au(X+u> ’ vees

tehat a csédvaloszintiség polinomidlis rendben cseng le.

2.5. A Lundberg-kitevé becslése

A 2.11. Tétel garantalja, hogy bizonyos konnyen ellenérizhetd elméleti feltételek mel-
lett létezik az R Lundberg-kitevs. A nehézség az, hogy a valésdgban nem ismerjiik A
pontos értékét és a Z kareloszlas momentumgenerald fliggvényét, és emiatt R értékét
nem tudjuk elméleti iton meghatarozni. Rogzitett T > 0 mellett legyen

1 & 7, cr
GT(T):N—Tze —1—m, TGR,
k=1

és
cr cr , cr
g(r):h(r)—x:M(r)—l—X:E(e Z)—l——)\ .

Vegyiik észre, hogy Gr csak az { Ny > 0} eseményen van definidlva, de T'— oo esetén a
nagy szamok erds torénye miatt Np/T — . Ekkor

P(letezik T >0, hogy Ny >0) =1,
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2.5. A Lundberg-kitevé becslése

vagyis 1 valoszintiséggel teljesiil, hogy ha T elég nagy, akkor G 1étezik. Emellett
Gr(r)—g(r), T — o0, m.b.,
tovabba

rZ _EZ /
ZZke NT/T—>E(Ze) 3 g (r), T — oo m.b.

minden olyan r pontban, ahol az M momentumgeneral6 fiiggvény illetve annak derivalt-
ja létezik. Tehat G és G/ egy pontonként erdsen konzisztens becslése a g illetve a ¢’
fiiggvénynek.

Vegyiik észre, hogy G konvex fliggvények (véletlen tagszamu) osszegeként van defi-
nialva, tehat maga is konvex. Emellett

G(0) = ¢'(0) = M—X<O T — 0.

Mivel G1(0) =0, és tetszdlegesen rogzitett T'>0 esetén Gr(r) — oo amint r — oo, kapjuk,
hogy ha T elég nagy, akkor a Gr(r) = 0 egyenletnek pontosan egy pozitiv r = Ry gyoke
van. A célunk azt megmutatni, hogy Rr j6 becslése a Lundberg-kitevének.
2.24. Tétel. Tegyiik fel, hogy ¢ > A\ és P(Z =0) < 1, tovdbbd tegyiik fel, hogy létezik az
R Lundberg-kitevd, tehdt a h(r)/r =c/\ egyenletnek van pozitiv megolddsa.

(i) Ha h(r) véges az R valamely valamely kornyezetében, akkor a G (r)=0 egyenletnek
1-hez tarto valosziniséggel pontosan eqy pozitiv Ry megolddsa van, tovdbbd

Ry — R, T — o0, m.b.
(ii) Ha h(2R) < oo, akkor
VT(Rr—R) -2 N(0,0%), T — 00, ahol o=
A tétel (i) pontja azt allitja, hogy Rr aszimptotikusan jol definialt és erGsen konzisz-
tens becslése a Lundberg-kitevének. A (ii) segitségével konfidencia intervallumot szer-

keszthetiink az R értékre. Legyen ugyanis 0 < o < 1 tetszdleges, tovabba legyen z, € R
az az egyértelmd érték, melyre

a
P(N(0,1) < =1-——.
(N(0,1) <za) =13
Ekkor
ToO ToO
_2C < R< C ) =P -z 0 < —R)<
P(RT N R RT—i—ﬁ) P( a:aa_ﬁ(RT R)_xa(j)
—>P(—xa0§N(O,02)§xaa):P(—xQSN(O,l)gaja)zl—a,
tehat
ToO ToO
Rr——,Rr+—

egy aszimptotikusan 1—a megbizhatdsagi konfidencia intervallum az R Lundberg-kitevére. ||
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2.5. A Lundberg-kitevé becslése

Bizonyitds. (i) Az allitas elsG részét mar bizonyitottuk. Mivel ¢ konvex, tovabba 0 és
R a két zérohelye, a fiiggvény monoton né az R valamely kornyezetében. Legyen ¢ > 0
tetsz6leges olyan érték, melyre g monoton né az (R—e, R+¢) intervallumon. Mivel most
g(R) =0, és Gr konvergal a g fiiggvényhez, kapjuk, hogy

Gr(R—¢e) —» g(R—¢e) <0 Gr(R+¢) = g(R+¢) >0, T — o00.

Ebbél azonnal jon, hogy ha T elég nagy, akkor a G fiiggvény Ry gyoke az (R—e, R+¢)
intervallumba esik. Mivel ¢ tetszGlegesen kicsi pozitiv érték volt, kapjuk, hogy Ry — R
majdnem biztosan.

(i) A Gy fiiggvény létezik és konvex, és emiatt derivalhato az R pont elegendGen kicsi
kérnyezetében. A Lagrange-tétel értelmében ekkor létezik egy Ry érték R és Ry kozott,
melyre

Gr(Rr)—Gr(R)
Rr—R

Nyilvan Gp(Ry) =0 és Ry — R, tovabba megmutathato, hogy G% konvergal a ¢ fiigg-
vényhez azokban a pontokban, ahol g létezik. Ekkor g folytonossaga miatt

=Gy (Rr).

G0 — —Gr(ftr) = ~g(for) + g () ~ G (Br)] =~ (R)+0,

tehéat
o Gr(R)

g(R)
A tovabbiakban meghatarozzuk Gr(R) hatareloszlasat. Vegyiik észre, hogy a

\/TGT(R):\/NET\/]lV_TiT:[(eRZk—l—h(R)>—cR<Xk—§>}—cRT\;NKJTVT N%

formulaban a nagy szamok erds torvénye miatt Np/T — X amint T'— oco. Legyen £,6 > 0
tetszGleges érték. A Markov-egyenlGséget és az inspection paradox eredményét felhasz-
nalva

Rr—R

T — o0, m.b.

1\ _ E(T-Yy,) OE(X?) 6
— — |1 < = — .
P(T Yar > 5) STAR B(X) a7

Ekkor a valoszintiség szubadditiv tulajdonsaga miatt

P(T\;NETVT >5> < P({T—YNT > %} U {\/LN_T > 55})
< P(T—=Yn, >1/8)4+P(Np < (5¢)*) = 6/X.

Mivel § > 0 tetsz6legesen kicsi érték lehet, kapjuk, hogy

T-Y;
P(—NT>5)—>O, T — o0,
vV Nr
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azaz (T —Yn,)/v/ Nr sztochasztikusan konvergal nulldhoz. Ebbdl azonnal jon, hogy

T-Y, T 1
cr Nr i>cr0\/>:0, T — 0.
VNy V Ny A

A VTGr(R) valtozora adott formulaban az Gsszeg tagjai fiiggetlen és azonos eloszlasu
valtozok, melyek kozos varhato értéke 0. Mivel a Z;, kdrnagysag rendre fiiggetlen az Xy
exponencialis valtozotol, kapjuk, hogy a tagok kozos szérasnégyzete

D? [(eRZ ~ (R )) —cr(X—%)} - E(eRZ—1—h(R))2+(cR)2D2(X)
— B2 _2[14h(R)]| Ee™ + [14+h(R)]*+ (cR)*/\?

= [h(2R)+1] —2[1+h(R)] [L+h(R)] + [1+h(R)]* + h*(R)
— h(2R) = 2h(R) = h(2R) — 2R/ = ¢(2R).

Ekkor a Lévy-féle centralis hatareloszlas-tétel szerint

VTGr(R) — % (o,g(zR))—ozN(o,@).

Ebbél azonnal jon, hogy

“R) ~ — Gr(R) » o2 0
VT(Rr—R) \/Tg,(R) 24 N(0,0%), T — o0,

majdnem biztosan. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. O]
Természetesen a Lundberg-kitevét azért akartuk megbecsiilni, hogy ennek segitségével
kapjunk egy kozelitést a cséd valoszintségére. Legyen

cl' — ST
NrG(Rr)

—Rpu — C«Te—RTu )

\IIT (U) =

Ekkor tetszéleges rogzitett u > 0 mellett

c—57/T Rou , CTAM Ry

R s T Te R TS S V0 O L

T— o0, m.b.,

és a Cramér—Lundberg approximécios tétel szerint a jobb oldal aszimptotikusan egyenl a
U(u) csédvaloszintiséggel, amint u—o0. Ezen észrevételnél kicsivel tobbet allit a kovetkezd
tétel.

2.25. Tétel. Tegyiik fel, hogy létezik a Lundberg-kitevd és h(2R) véges, tovibbd legyen
u=u(T) = oo olyan mdédon, hogy u/\/T — @ € R. Ekkor

Ur(u) p

In
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2.6. A cs6d sulyossaganak elemzése

Ebben a fejezetben nem csupén azt vizsgéaljuk, hogy mekkora valoszintiséggel megy
cs6dbe a biztosito, hanem azt is, hogy a cs6d pillanataban mekkora az U, rizikofolyamat
értéke. Legyen

T,=inf{t >0:U, <0} € (0, 0]

a ¢s6d idGépontja, ha a biztositdé u > 0 kezdGtskével indul. Célunk a
\I](uvy>:P(TU<oouUTu2_y)7 U73/207
valészintiség vizsgalata. A fejezetben végig feltessziik, hogy ¢ > Ap.

2.26. Tétel. A V(u,y) figguény kielégiti a

A A [uty
W) =2 [ u—a)(-FE) a2 [T 0-FE)a, w0
0 u
integrdalegyenletet.

Vegyiik észre, hogy a definiciobol ¥ (u,y) — ¥(u) monoton névekedve, amint y — oc.
Ekkor a monoton Lebesgue lemmét alkalmazva a 2.26. Tétel egyenletére y — oo mellett
kapjuk, hogy

\If(u):i/ouqz(u—z)@—F(z))dH%/oo (1-F(z))dz,  u>0.

C

Ez pontosan a W(u) cs6dvaloszintiségre korabban levezetett egyenlet.

Bizonyitds. Jelolje X, az els6 karesemény idGpontjat és Z; az elsé kar nagysagat. A
fiiggetlenség miatt a két valtozd egyiittes eloszlasfiiggvénye

H(z,2)=P(Z1 <z, X1 <z)=F(2)(1—e ), x,2>0.

Jelolje tovabba A;(u,y) azt az eseményt, hogy a biztositd csédbe megy, ha a t > 0 id6-
pontban u >0 tékéje van, és a cséd pillanatdban a rizikofolyamat értéke nem kisebb, mint
—y, ahol y > 0. Ekkor a teljes valoszintiség tételével

(u,y) = P(AO(u7y>) = P(AX1 (u+cX; —Z1,y))
:/ P(Axl(U+CX1—Zl,y)|X1:$,21:Z) H(dz,d@
[0,00) x[0,00)

Z/OOO /wm)\ll(uwx—z,y) dF(2) dG(z)
/O ) Ae”l /[O o U (u+ca—z,y) dF(z)+ / WHyldF(z)Jr / N OdF(z)] da .

u+cx u+cr+y
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Ebb6l s = u+ cx helyettesités utan

0 s+y
U(u,y) :/ %e)‘“/ce_)‘s/c{/[o ]\If(s—z7y) dF(z)~|—/ 1dF(z)} ds

Ezen egyenlet segitségével megmutathato, hogy tetszéleges rogzitett y esetén W(u,y) ab-
szolit folytonos az u valtozoban. A fliggvény u szerint derivaltja

u+y
U (u,y) = —%em/ce_m/c{/[o | U(u—2z,y)dF(z) +/ 1 dF(z)}

CA[A oty
—l—/ - [—em/c} emAs/e {/ U(s—z,y)dF(z) —|—/ 1 dF(z)] ds
v CLC [0,s] s

A by u+y Y
:_/[(W]\I/(U—Z,y)d[l—F(Z)]—E/J 1dF(Z)+E‘I’(U,y).

C

A derivaltban parcialis integralassal
/[0 | U(u—z,y)d[1-F(2)] = /Ou\ll(u—z,y) d[1—F(2)] =¥ (u—0,y)F(0)
= {\I/(u—u,y) [1—F(u)] —¥(u—0,y)[1—F(0)] _/Ou [1—-F(2)] ¥(u—dz,y)
— U (u,y)F(0)
=U(0,y)[1—F(u)] —¥(u,y) —i—/o [1-F(2)] ¥ (u—2z,y)dz.

Jegyezziik meg, hogy a derivaltban kiesik a W(u,y) tag. Innen azonnal jon, hogy

W(u,y)— W(0,y) = /w y)dv= A\1!<oy>/u[1 Fv)] dv

// 1 F(z v—zydzdv——// 1dF(z

Az integralok felcserélésével kapjuk, hogy

// [1-F(z U—zydzdv—// [1—-F(2)]¥'(v—=z,y)dvdz

:/ [1-F(2)] [¥(u—z9)—V(0,y)] dz,

0

amibal

A u
‘I’<“’y):‘1’<0=y>+—/ U(u—zy)[1-F(z z——/ / 1dF (2
¢ Jo
Mivel u — oo esetén az Ag(u,y) események sz(ikiil rendszert alkotnak, a

V(00 y) = lim W(u,y) = lim P(A(u,y)) €[0,1]
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2.6. A cs6d sulyossaganak elemzése

hatéarérték létezik. Tovabba, megmutathato, hogy ha ¢> Ap, akkor W(oo, y) =0 tetszéleges
y > 0 mellett. Ha most u — oo, akkor a monoton Lebesgue tétel miatt

00 oo ruty
U(o0,y) = W(O,y)—l—%/o U (o0, y)[1—F(z)] dz—%/o / 1dF(z)dv
= \Il(O,y)—l—%\IJ(oo,y)u—%/ooo /v+y 1dF(z)dv,

vagyis

o|>/

/Ooo/ 1dF(z)dv = A/ [F(v+y) - F(v)] dv
%Uooo ds‘/yoo [1=F(s >]d5]=%/0y [1-F(s)] ds.

Hasonlé moédszerrel

/OU/UWMF(Z) dv:/ou [F(v+y)—F(v)] dv:/ou [1-F(s)] ds—/yu+y 1= F(s)] ds.

Visszahelyetteités utan

U (u,y) = +i/0 U(u—2z,y)[1-F(2)] dz—%/ou/vv+y1dp(z)dv

/[1 F(z)] dz+= /\Il(u—z,y)[l—F(z)}dz

_%UO [1-F(2)] dz_/yw [1—F(2)] dz]

zé/“ "N F(2)] dz+%/ouq;<u—z,y)[1—p(z)} dz,

c

ami pontosan a bizonyitando. O]
A fentiekben a kovetkezd allitast is bebizonyitottuk.

2.27. Allitas. Ha c > A\, akkor

U(0,y) = i/y [1-F(2)] d=.

¢ Jo
Specidlisan, y = oo mellett visszakapjuk az ismert W(0) = W (0,00) = Au/c egyenldséget.

A kovetkezo tétel azt allitja, hogy ha létezik az R Lundberg-kitevs, akkor a W(u,y)
fliggvény exponenciilis rendben cseng le, amint u — oc.
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2.6. A cs6d sulyossaganak elemzése

2.28. Tétel. Legyen ¢ > Au. Tegyiik fel, hogy a

egyenletnek létezik pozitiv R megolddsa, tovdbbd tegyik fel, hogy a h figgvény véges az R
pont valamely kérnyezetében. Ekkor

i e ) = Cyy) = T e L PN

tehdt W(u,y) ~ Cs(y)e ", u — co.
A tétel bizonyitasa hasonléan megy, mint a Cramér—Lundberg approximécio levezetése.

2.29. Példa. Legyenek az egyedi karok exponencialis eloszlastiak 1/u paraméterrel. A
korabbi példak szerint ekkor

1 A c\2
—z/u > /
F(z)=1-e , 22>0, R=———, h(R)__M<_/\,U> .

Direkt szdmolassal

/ / 1 F(z dz du = / eft [ue*“/“ — Me*(uw)/u] du

= M( _e—y/u) / e~ ey = Tﬂ(l _e—y/u) ,
0

amibdl \
Cs(y):—u(l—efy/”% y=0.
c
Kapjuk, hogy
A —y/u) o~ Ru _ —y/p
U(u,y) ~ —(1—e¥")e ™= (1—e ") U(u), u—o00, y=>0.
c

Vegyiik észre, hogy valoban a kordbbiaknak megfelelGen W(u,00) = W(u). Behelyettesi-
téssel konnyen ellenérizhets, hogy az el6z§ formula jobb oldala eleget tesz a 2.26. Tétel
egyenletének, ami azt jelenti, hogy exponencidlis eloszlas esetén nem csak aszimptotikus
egyenlgség all fenn, hanem

A
U(u,y) = ?ﬂe_R“(l—e_y/“) , u,y >0.
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