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Biomatematika és biostatisztika feladatok

Elemi fliggvények

A zart tartalyban tarolt gazok nyomasa fligg a hémérséklettsl. Egy tartalyban a
nyomas 20 °C hémérsékleten 10 000 Pascal, és a nyoméas 34 Pascallal n6 valah&dnyszor
a hémérséklet 1 fokkal emelkedik. Jelolje p(x) a tartalyban uralkod6 nyomast x °C
hémérséklet esetén. Irjuk fel formulaval és dbrazoljuk a p(x) fiiggvényt. Hany fokkal
kell megemelni a hdmérsékletet ahhoz, hogy a nyomés megduplédzédjon? Fejezziik
ki a hémérsékletet a nyomaés fiiggvényeként.

Lajos nyer a lotton 50 millié forintot, ezért felmond a munkahelyén, és elkezd tri
modon élni. Havonta 200 ezer forintot él fel a vagyonabol. Jelolje f(x) azt, hogy
mennyi pénze marad x honap elteltével millié forintban kifejezve. (Feltehets, hogy
a havi apanézst a honap folyaman nem nagyobb részletekben, hanem idGben egyen-
letesen kolti el.) Irjuk fel formulaval és abrazoljuk az f(z) fiiggvényt. Mennyi id6
alatt felez6dik meg a pénze elsé illetve masodik alkalommal? Fejezziik ki az eltelt
id6t a megmaradt pénz fliggvényeként.

Az orvosi diagnosztikdban tobb teriileten alkalmaznak radioaktiv anyagokat. Példaul
a pajzsmirigy vizsgalatahoz altalaban a 123-as tomegszami jod izotopot hasznaljak,
ugyanis ez jol beépiil a szovetekbe. Egy paciensnek 200 MBq aktivitasa injekciot
adnak be. A jod fizikai bomlasa miatt az aktivitas oranként 5,1 szazalékkal csokken.
Jelolje f(x) az aktivitast az injekcio utan x oréaval.

a. Irjuk fel formulaval és dbrazoljuk az f(z) fiiggvényt. Az egész x értékekre raj-
zoljuk be a fiiggvénygorbe érintGit, majd vazlatosan abrazoljuk a fiiggvény
derivaltjat. A derivalt értéke az xy = 10 pontban f’(10) = —6,2. Ennek segit-
ségével adjunk kozelitést az f(x) fiiggvényre az xo = 10 pont kis kornyezetében.

b. Mennyi id6 alatt csokken le az aktivitds az 1MBq értékre? Mennyi az izotop
felezési ideje? Fejezziik ki az eltelt id6t az aktivitas fiiggvényeként.

Egy baktériumtenyészetben kezdetben 1 mg mennyiség baktérium taldlhato, és a
baktériumok mennyisége 6ranként 10 szazalékkal né. Jelolje m(z) azt, hogy mekkora
tomegtd baktérium van a tenyészetben x ora elteltével.

a. Irjuk fel formuldval és Abrazoljuk az m(x) fiiggvényt. Az egész = értékekre raj-
zoljuk be a fliggvénygorbe érintGit, majd vazlatosan abrazoljuk a derivaltfiigg-
vényt. A derivalt értéke az xo = 4 pontban m’(4) = 0,14. Ennek segitségével
adjunk kozelitést az m(z) fiiggvényre az xy = 4 pont kis kornyezetében.

b. Mennyi id§ alatt duplazodik meg a baktériumok mennyisége? Fejezziik ki az
eltelt id6t a baktériumok mennyiségének fiiggvényeként.

A rédiokarbonos kormeghatérozas a 14-es tomegszamu szén atomokra épiil. Fz az
izotop radioaktiv, felezési ideje 5730 év. Tegyiik fel, hogy valamilyen szerves anyag
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1.6.

10 mg 1C atomot tartalmaz, és jelolje m(x) az izotop tomegét x év elteltével. frjuk
fel formulaval és abrazoljuk az m(z) fiiggvényt. A *C atomok mekkora hanyada
bomlik le egy évezred alatt? Fejezziik ki az eltelt id6t a megmaradt izotoép tomegének
fiiggvényeként.

Elemezziik az aldbbiakban abrazolt fiiggvényt: hatarozzuk meg a lokalis és globéalis
szélsGértékeket illetve az inflexids pontokat, tovabba adjuk meg, hogy mely inter-
vallumokon monoton novekvd illetve csokkend a fliggvény. Ezek alapjan hol milyen
elGjeli a fiiggvény derivaltja? Adjunk becslést a derivalt értékére a megadott z
pontban. Vazlatosan abrazoljuk is a derivaltfiiggvényt.

a.
Ty = ]_,5




%0:2

-3+

2. Fiiggvények derivalasa és integralasa

2.1. Az alabbi grafikonokon egy f fliggvény derivaltja lathato. Végezziink fiiggvényelem-
zést a derivalt segitségével. Olvassuk le a derivalt értékét az egész = helyeken, majd
abrazoljuk az érintémez&t. Vazlatosan rajzoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat.
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2.2. Derivéljuk le az alabbi f(x), x > 0, fiiggvényt. Szamoljuk ki a derivalt értékét
a megadott x pontokban, majd abrazoljuk koordinata-rendszerben az érint6mezét.
Hatarozzuk meg a derivalt zérohelyeit, és végezziink fiiggvényvizsgalatot. Vazlatosan
rajzoljuk fel az f fiiggvényt.

a. f(r)=e 2 —e™™ 1=0,05,1,1.5,2.
b. f(z)=—-23/3+22* -3z +2,2=0,1,2,3,4.

2.3. Derivaljuk le az alabbi f fiiggvényeket, majd adjuk meg a derivaltak egy primitiv
fiiggvényét. A kapott primitiv fiiggvény azonos a kiindulasi f fiiggvénnyel? Ha nem,
akkor mi ennek az oka?

a. flx)=1+xz+2%/2+2%/6

b. f(z) =vr+ o+

c. f(z)=2yx—3"+1In(z)+ €

d. f(z)=¢*+1g(x) —1/(22%) + 2°/5
e. f(z) =2" —4logyx — 1/(7/x) + 2

2.4. Legyen f(z) = e>*2 és g(x) = >, x > 0.

a. Mutassuk meg, hogy f(z) > g(x) > 0 minden x > 0 esetén. Hatarozzuk meg
a két fiiggvény egy-egy primitiv fliggvényét. Derivilassal ellenérizziik is le a
kapott eredményt.

b. Adjuk meg az f fiiggvény gorbéje alatti teriiletet az x = 0 és az x = 1 pontok
kozott. Hatarozzuk meg az f és a g fiiggvény gorbéje altal kozbezért teriiletet
is ezen pontok kozott.

2.5. Legyen f(z) = 2z +1)?¢és g(x) =1/(2z + 1), z > 0.

a. Mutassuk meg, hogy f(x) > g(x) > 0 minden x > 0 esetén. Hatarozzuk meg
a két fiiggvény egy-egy primitiv fiiggvényét. Derivilassal ellenérizziik is le a
kapott eredményt.

b. Adjuk meg az f fiiggvény gorbéje alatti teriiletet az x = 1 és az x = 2 pontok

kozott. Hatarozzuk meg az f és a g fiiggvény gorbéje altal kozbezért teriiletet
is ezen pontok kozott.

2.6. Jelolje m(x) valamely anyag grammban kifejezett mennyiségét a szervezetben az
x > 0 idépontban. A valtozasi sebességet az alabbi fliggvény irja le:

ot =241

ow) = m'(w) =

a. Hatarozzuk meg a v(z) egy primitiv fiiggvényét. Ennek segitségével adjuk meg
az m(x) figgvényt az m(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.



b. Hatarozzuk meg az atlagos valtozasi sebességet az x = 1 és az x = 3 pillanatok
kozott. Hogyan viselkedik az m fiiggvény az x = 1 pontban?

2.7. Jelolje m(z) a baktériumon mennyiségét egy tenyészetben az x > 0 idépontban. A
tenyészetben eredetileg m(0) = 10 milligramm baktérium talalhato, és a baktériu-
mon mennyiségének a valtozasi sebességét az alabbi fiiggvény irja le:

v(z) = m/(z) = ze™

Noéni vagy csokkenni fog a tenyészet méréte az idé milasaval? Hatarozzuk meg a
v(z) egy primitiv fliggvényét, majd ennek segitségével adjuk meg az m(z) fiiggvényt.
Hatarozzuk meg az atlagos valtozasi sebességet az x = 0 és az © = 2 pillanatok
kozott.

3. Kétvaltozos fiiggvények

3.1. Az alabbi grafikonokon egy-egy kétvaltozos f(z,y) fliggvény szintvonalas abraja
lathat6. Vazlatosan dbrazoljuk a fiiggvényt a megadott egyenesek mentén. Az egész
koordinataju pontokban rajzoljuk be a gradiensvektort. Hatdrozzuk meg a minimum-
és maximumhelyeket, valamint a nyeregpontokat. Mennyi ezekben a pontokban
a parcialis derivaltak értéke? Milyen elGjeliiek a parcialis derivaltak a megadott
(20, Yo) pontban? Merre kell elindulnunk ezen pontbol, ha el akarjuk érni a legktzelebbi
lokalis maximumot? Mi torténik, ha elengediink egy goly6t ebbdl a pontbol?

a. Egyenesek: x = 1 illetve y = 0, kezdSpont: (29, yo) = (0.5,0.2)
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3.2.

c. Egyenesek: x = 0 illetve y = 1, kezdSpont: (xg,y0) = (—0.4,—0.4)

2F

https://www.youtube.com/watch?v=XVih2KtzIDU

Irjuk fel formulaval illetve abrazoljuk grafikonon az alabbi f(z,v) fiiggvények z = 2
illetve y = 0 egyenes mentén vett metszeteit. Irjuk fel formulaval a szintvonalakat,
majd abrazoljuk a ¢ = —4, —2,0, 2, 4 szintekhez tartozo6 szintvonalakat. Hatarozzuk
meg a parcidlis derivaltakat. Szamoljuk ki és abrazoljuk a gradiensvektort az x,y =
—4,—-2,0,2,4, koordinataju pontokban. Hatarozzuk meg, hogy az f fiiggvénynek
hol van szélsGértéke illetve nyeregpontja.

a. f(r,y) =2z —y+1
b. f(z,y) =2y —vy
- flz,y

c. flz,y)=(@—-20°+(y—1)?

4. A Malthus-modell

4.1.

Legyen p(t) egy populacié mérete a t > 0 id6pontban. A populaciéban a szaporodasi
rata 3, ezért az egyedszamot a p/(t) = 2p(t) differencidlegyenlet irja le.

a. Abrazoljuk az egyenlet altal definialt iranymezét azon (t,p) racspontokban,
ahol t = 0,1,...,4 és p = —2,—1,0,1,2. Hatarozzuk meg az egyensulyi
helyzetet, és dontsiik el, hogy ez stabil vagy instabil. Vazlatosan abrazoljuk


https://www.youtube.com/watch?v=XVih2KtzIDU

4.2.

4.3.

4.4.

az egyenlet megoldasat a p(0) = —1, a p(0) = 0 illetve a p(0) = +1 kezdeti
feltétel mellett.

b. Oldjuk meg a differencidlegyenletet tetszéleges p(0) kezdeti feltétel mellett.
Mennyi id6 alatt duplazodik meg a populéacié egyedszama? Fiigg ez az id6 a
kezdeti feltételtol?

Egy sejttenyészetben jelolje p(t) a sejtek szamat a t > 0 id6pontban. A sejtek 0.5-0s
rataval pusztulnak el, a sejtek szamat a p/(t) = —0.5p(t) differencidlegyenlet irja le.

a. Abrazoljuk az egyenlet altal definialt iranymezét azon (t,p) racspontokban,
ahol t = 0,1,...,4 és p = —2,—1,0,1,2. Hatarozzuk meg az egyensulyi
helyzetet, és dontsiik el, hogy ez stabil vagy instabil. Vazlatosan abrazoljuk
az egyenlet megoldasat a p(0) = —2, a p(0) = 0 illetve a p(0) = +2 kezdeti
feltétel mellett.

b. Oldjuk meg a differencidlegyenletet tetszéleges p(0) kezdeti feltétel mellett.
Mennyi id6 alatt felezddik meg a sejtek szama? Fiigg ez az id§ a kezdeti
feltételtsl?

Egy halgazdasagban jelolje m(t) a halallomany tonnaban kifejezett tomegét ¢t > 0
honap elteltével. A halak szaporodéasi rataja 1, és havonta 4 tonna halat haldsznak
le az allomanybol. Emiatt a haldllomany tomegét az m/(t) = m(t) — 4 differencial-
egyenlettel irhatjuk le.

a. Abrazoljuk az egyenlet altal definidlt iranymez6t azon (¢, m) racspontokban,
aholt =0,1,...,4ésm =0,2,4,6,8. Hatarozzuk meg az egyensulyi helyzetet,
és dontsiik el, hogy ez stabil vagy instabil. Vazlatosan dbrazoljuk az egyenlet
megoldasat az m(0) = 3, az m(0) = 4 illetve az m(0) = 5 kezdeti feltétel
mellett.

b. Oldjuk meg a differencialegyenletet tetszéleges m(0) kezdeti feltétel mellett.
Ha kezdetben 3 tonna volt az dllomany mérete, akkor mennyi idé alatt hal ki
az allomany?

Legyen m(t) egy gyogyszer milligrammban kifejezett mennyisége egy péciens szer-
vezetében a kezelés kezdete utan t > 0 6raval. A gyogyszer orankénti kiiiriilési ratéja
0.2. A gyogyszert infuzioban adagoljuk a beteg szimara 1 mg/dra segességgel. Ezek
alapjan a gyogyszer mennyisége az m/(t) = —0.2m(t) + 1 differencidlegyenlettel
irhato le.

a. Abrazoljuk az egyenlet altal definialt irAnymez6t azon (¢,m) racspontokban,
ahol t = 0,1,...,4 és m = 0,2.5,5,7.5,10. Hatarozzuk meg az egyenstlyi
helyzetet, és dontsiik el, hogy ez stabil vagy instabil. Vazlatosan abrazoljuk az
egyenlet megoldasat az m(0) = 0, az m(0) = 5 illetve az m(0) = 10 kezdeti
feltétel mellett.



b. Oldjuk meg a differencidlegyenletet tetszéleges m(0) kezdeti feltétel mellett.
Ha a kezelés kezdetekor 1 mg gyogyszer volt a beteg szervezetében, akkor a
gyogyszer mennyisége mennyi id6 alatt éri el a 4 mg szintet?

5. A Verhulst-modell

5.1.

5.2.

5.3.

Egy populécio teriiletfoglalasat vizsgaljuk. Jelolje p(t) az elfoglalt teriilet teljes terii-
lethez viszonyitott ardnyat a ¢ > 0 id6pontban. Legyen a kolonizacios rata 5, az
eltartoképesség 1, a kihalasi rata pedig 3. Ekkor a populacié méretének a valtozasat
a p'(t) =5p(t)(1 — p(t)) — 3p(t) differencidlegyenlet irja le.

a. Abrazoljuk az egyenlet &ltal meghatdrozott érintémezét azon (t,p) pontok-
ban, ahol t,p = 0,0.2,...,1. Ezek alapjan vazlatosan abrazoljuk az egyenlet
megoldasat a p(0) = 0,0.2, ..., 1 kezdeti feltételek mellett. Hatarozzuk meg az
egyensilyi helyzeteket, és dontsiik el, hogy ezek stabilak vagy instabilak.

b. Adjuk meg a differencidlegyenlet formalis megoldasat tetszéleges p(0) kezdeti
feltétel mellett.

c. Jeldlje k a kolonizacios ratat, és tekintsiik a p/(t) = kp(t)(1—p(t))—3p(t) egyen-
letet. Mik azok a k > 0 értékek, amikor a populacio a p(0) kezdeti feltételtsl
fiiggetleniil mindenképpen kihal?

Valamilyen vadéallomény méretének a valtozasat vizsgaljuk, jelolje p(t) a populécio
nagysagat a t > 0 id6pontban. A kolonizacios rata 2, az eltartoképesség 5, és az
alloméanybol a vadaszok allapotfiiggd modon 4p(t) sebességgel 16nek ki egyedeket.
A folyamatot a p'(t) = 2p(t)(5 — p(t)) — 4p(t) differencidlegyenlet irja le.

a. Abrazoljuk az egyenlet altal meghatarozott érintémez6t azon (¢, p) pontokban,
aholt =0,1,...,4és p =0,1,...,5. Ezek alapjan vazlatosan abrazoljuk az
egyenlet megoldasat a p(0) = 0,1,...,5 kezdeti feltételek mellett. Adjuk meg
az egyensilyi helyzeteket, és dontsiik el, hogy ezek stabilak vagy instabilak.

b. Adjuk meg a differencidlegyenlet formalis megoldésat tetszéleges p(0) kezdeti
feltétel mellett.

c. Tegyiik fel, hogy a vadéaszok ap(t) sebességgel 16vik ki az egyedeket, ahol a > 0
rogzitett konstans. Tekintsiik a p/(t) = 2p(t)(5 — p(t)) — ap(t) egyenletet. Mik
azok az a értékek, amikor a populacio a p(0) kezdeti feltételtdl fiiggetleniil
mindenképpen kihal?

Egy sejtpopulacio novekedését vizsgaljuk, jelolje m(t) az Gssztomeget milligramm-
ban kifejezve t > 0 ora elteltével. Legyen a novekedési rata 4, az eltartoképesség
1, és a populaciobol idGegységenként 1 milligramm sejtet tavolitunk el. Ekkor a
folyamatot a p/(t) = 4p(t)(1 — p(t)) — 1 differencidlegyenlet irja le.

a. Abrazoljuk az egyenlet altal meghatarozott érintémezét azon (t,p) pontok-
ban, ahol t,p = 0,0.25,...,1. Ezek alapjan vazlatosan abrazoljuk az egyenlet
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megoldasat a p(0) = 0,0.25,...,1 kezdeti feltételek mellett. Adjuk meg az
egyensilyi helyzeteket, és dontsiik el, hogy ezek stabilak vagy instabilak.

b. Tegyiik fel, hogy idGegységenként a > 0 milligramm sejtet tavolitunk el, és
tekintsiik a p'(t) = 4(¢)(1 — p(t)) — a egyenletet. Mik azok az a > 0 értékek,
amikor a populacio a p(0) kezdeti feltételtdl fiiggetleniil mindenképpen kihal?

5.4. Jelolje m(t) egy orszag allamadossagat milliard petédkban ¢ év elteltével. Az adossag
alakulasat a kovetkezd egyenlettel modellezhetjiik: m/(t) = 0.1m(t)(m(t)—10)+1.6.
Abrazoljuk az egyenlet altal meghatarozott érintémezét azon (t, m) pontokban, ahol
t,m = 0,2,...,10. Ezek alapjan vazlatosan abrazoljuk az egyenlet megoldasat az
m(0) =0,2,...,10 kezdeti feltételek mellett. Adjuk meg az egyensilyi helyzeteket,
és dontsiik el, hogy ezek stabilak vagy instabilak.

6. A Lotka—Volterra-modell

Az alébbi feladatokban jelolje x(t) illetve y(t) két faj egyedszamét a ¢ idépontban. A pop-
ulaciok meéretét minden esetben egy egyenletrendszerrel irhatjuk fel. Minden feladatban
valaszoljunk a kovetkez6 kérdésekre:

a. Az egyes fajok szamara el6nyos, k6z6mbdos vagy hatranyos az interakcié? Hogyan nevez-
ziik ezt a kolesonhatast? Mondjunk példat ilyen tipusi interakciora.

b. Irjuk fel formulaval és abrazoljuk a nullklinakat, majd adjuk meg az egyenstlyi helyzeteket.
Hatarozzuk meg a nullklinak kozotti tartomanyokon a derivaltak elGjelét. Vazlatosan
abrazoljuk az irdnyvektorokat a nullklindkon és a nullklinak kézotti tartomanyokon. Ezek
segitségével kovetkeztessiink az egyensilyi helyzetek stabilitasi tulajdonsigaira. Hosszu
tavon mi lesz a populaciok sorsa?

6.1. 2’ =2z(2—xz), Yy =yB—y).

6.2. ' =2z(1—2x), vy =zy—y/2

6.3. 2’ =bzx(1 —x/2) —xy, ¢y =y(l—y/2)—uzy/l
64. ' =z(l—az+vy/4), ¢y =y(l—-y+2zx/2)

6.5. 2’ =bzx(l —z/4) —xy, ¢y =y2—z—y).
Végiil j6jjon valami nehezebb!

6.6. Tovabbra is jelolje x(t) és y(t) két faj egyedszamat a t id6pontban. A populaciok
méretét az alabbi egyenletrendszerrel irhatjuk fel, ahol a, b, k1, ko pozitiv paraméterek:

¥ =kzr(l—ar—y), ¢y =hky(l—xz-—"by).

A paraméterek fiiggvényében irjuk fel az egyensilyi helyzeteket, valamint hatéroz-
zuk meg ezen helyzetek tipusat.
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7. Valoszintiség, diszkrét valészintiségi valtozdék

7.1.

7.2,

7.3.

A biolégus szakos hallgatok ebben a félévben két kotelezGen valaszthatod kurzust
vehettek fel. A Sarkanyok élettana” cimii targyra a hallgatok 60, a ,Micimacko
anatomidja” cimi kurzusra a hallgatok 40 szazaléka jelentkezett. Mindkét kurzust
az évfolyam 24 szazaléka vette fel. Véletlenszerten kivalasztunk egy hallgatot.

a. Mennyi a valészintisége annak, hogy valasztott hallgaté a ,Sarkanyok élettana”
cimi targyat felvette, de a ,,Micimacké anatémidja” cimi kurzust nem? Mennyi
az esélye annak, hogy egyik kurzust sem vette fel?

b. Mennyi a valoszintisége annak, hogy a hallgaté felvette a ,,Sarkanyok élettana”
cimi targyat, ha tudjuk, hogy a masik kurzusra jelentkezett. Mennyi az esélye
annak, hogy felvette a sarkanyos targyat, ha azt tudjuk, hogy a Micimackoés
kurzust nem vette fel? A két kurzusra torténd jelentkezés egyméastol fiiggetlen,
vagy tapasztalhato kozottiik valamilyen kapcsolat?

Egy orszag lakossagat vizsgaljuk haj- és szemszin szempontjabol. Az orszagban az
emberek 30 szézaléka fekete, 50 szazaléka pedig barna haja, a tobbiek székék. A
barna szem aranya 60 szazalék, a tobbiek kék szemtiek. Tudjuk még, hogy egyarant
5 szézalék a szGke haju és barna szemt, illetve a fekete haju és kék szemii emberek
ardnya. Véletlenszertden kivalasztunk egy embert az orszaghol.

a. Mennyi a valoszintisége annak, hogy a kivalasztott ember sz6ke és kék szem?
Mennyi az esélye annak, hogy barna hajjal és barna szemmel rendelkezik?

b. Mennyi az esélye annak, hogy a kivalasztott ember fekete haji, ha tudom,
hogy barna a szeme? Mennyi ez a valoszintiség akkor, ha a kivalasztott ember
kék szemii? Hogyan hat a szem szine a fekete haj megjelenésére? Végezziik el
ugyanezt az elemzést a barna és a szGke hajra is. Mely események fiiggetlenek
egymastol? Fiiggetlen egyméastol a szem és a haj szine ugy altalaban?

c. Milyen ardnyban fordulnanak el6 a lehetséges hajszin-szemszin kombinaciok,
ha a két tényezd fiiggetlen lenne egymastol?

Egy borsopopulacioban a névények 70 szézalékanak piros, a maradéknak fehér a
virdga. Ugyanezen populicion beliil 60 szdzaléknak sarga a maghéja, mig a tb-
binek z6ld. Genetikabol ismert, hogy a borsd novénynél a virdg és a maghéj szine
egymastol fiiggetleniil 6roklgdik. Emiatt feltehetd, hogy a populéacion beliil a virag
és a maghéj szine két egymastol fiiggetlen tényezd.

a. A piros virdgu novények kozott milyen aranyban jelenik meg a séarga illetve a
z6ld maghéj? A sarga maghéjjal rendelkezs egyedek korében mennyi az aranya
a piros illetve a fehér viragu novényeknek? Ertelmezziik ezeket az aranyokat
feltételes valoszintiségként is.

b. Irjuk fel, hogy a 4 lehetséges virag-maghéj szinkombinacio milyen aranyban
fordul el6 a populaciéon beliil.
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7.4.

7.5.

Egy szerencsejatékban a jatékos 1000, 2000, 3000 vagy 5000 forintot nyerhet, ezen
nyeremények esélye 50, 30, 15 illetve 5 szazalék. Egyszer jatszuk ezt a jatékot, jelolje
€ a nyeremény Osszegét. [rjuk fel a & valtozo eloszlasat, varhato értékét és szorasat.
Mennyi a jaték ,igazsigos ara’”?

A biologiai kutatasok egyik 0j és fontos teriilete a sarkanyok vizsgalata. A tudosok
eddig 1, 3, 7 és 12 fejii sarkanyokat figyeltek meg, ezek aranya a populacion beliil 10,
40, 30 illetve 20 szazalék. Véletlenszertien kivalasztunk egy egyedet a populaciobdl,
és jelolje ¢ a fejek szaméat a valasztott egyednél. Adjuk meg a & valtozo eloszlasat,
varhato értékét és szorésat.

8. Folytonos valészintiségi valtozok

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

Jelblje € a napi kézéphSmérséklet egy véletlenszertien kivalasztott januéari napon. A
¢ egy folytonos valtozo, melynek striiségfiiggvénye f(z) = 1/20, ha —15 < x < 5, és
f(z) = 0 egyébként. Abrazoljuk a stirtiségfiiggvényt, és mutassuk meg, hogy a gorbe
alatti teriilet 1. Hatarozzuk meg a & valtozo értékkészletét. Mennyi annak az esélye,
hogy a & valtozd —10 és —2 kozé esik? Hatérozzuk meg a napi kdzéphdmeérséklet
varhato értékét és szorasat. Irjuk fel a & valtozo eloszlasfiiggvényét, majd adjuk meg
a mediant és a kvartiliseket.

A ¢ folytonos valoszintiségi valtozo siriségfiiggvénye fe(z) = 3v/x/2,ha 0 <z <1,
és fe(r) = 0 minden més x valés szamra. Mutassuk meg, hogy a gérbe alatti teriilet
1, és irjuk fel ¢ értékkészletét. Mi a P(0,5 < £ < 1,5) valoszintiség értéke? Adjuk
meg a valtozo varhato értékét és szorasat. Irjuk fel az eloszlasfiiggvényt, majd ez
alapjan hatarozzuk meg a 80%-os kvantilist.

Egy ¢ folytonos valoszintségi valtozé striségfiiggvénye fe(z) = /2, ha 0 <z <2,
és fe(r) = 0 minden més x valés szamra. Mutassuk meg, hogy a gérbe alatti teriilet
1, és irjuk fel ¢ értékkészletét. Mekkora valoszintiséggel vesz fel a valtozd 1,5-nél
nagyobb értéket? Mennyi az esélye, hogy a & valtozdé —1 és +1 kozé esik? Adjuk
meg a valtozo varhato értékét és szorasat. Irjuk fel az eloszlasfiiggvényt, majd ez
alapjan hatirozzuk meg a 40%-os kvantilist.

Az alabbi 4bran ¢ a standard normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye. Hatarozzuk meg,
hogy az fi, fo, f3, f1 stirtiségfiiggvények koziil melyik tartozik az aldbbi p varhato
értékkel és o szoréssal definidlt normaélis eloszlasokhoz. Adjuk meg a kimaradt
stirtiségfiiggvényhez tartozé varhato értéket és szorast is.

a. pu=2,0=05

b. u=20=1

c. u=0,0=2




8.5. Az IQ teszteket tgy allitjak 6ssze, hogy az eredmény a felnétt populéciéon beliil nor-
malis eloszlast kovessen 100 pont varhatd értékkel és 15 pont szorassal. A felndtt
népesség mekkora hanyadanak esik az I1Q pontszama 90 és 120 k6zé? A Mensa egy
nemzetkozi egyesiilet, ahol a belépés feltétele a legalabb 131 pontos I1Q. A népesség
hany szazaléka felel meg ennek a kévetelménynek? Adjunk meg egy olyan interval-
lumot, melyre teljesiil, hogy az emberek 95 szazalékanak ebbe az intervallumba esik
az 1Q pontszama.

8.6. Biolégusok azt vizsgaltdk, hogy a szavannan él6 majmok reggelente milyen eloszlas
szerint ébrednek fel, és masznak le a farél. A megfigyelések alapjan az ébredési id6
egy normaélis eloszlasu valoszintiségi valtoz6. A majmok atlagosan reggel 7 6rakor
kellnek fel, a szoras 0,75 6ra. A majmok mekkora hanyada kel fel 6 és 7 6ra kozott?
Es 8 ora utan? Adjunk meg egy olyan iddintervallumot, melyre teljesiil, hogy a
majmok 90 szazaléka ebben az idGintervallumban maszik le a farol. (Valos kutatas
alapjan.)

8.7. Legyen ¢ egy véletlenszertien kivalasztott felnGtt ember szisztolés vérnyomasa higany-
milliméterben (mmHg) kifejezve. A statisztikai adatok alapjan & egy-egy foldrajzi
teriileten lognormalis eloszlast kovet, ami azt jelenti, hogy az In £ valdszintiségi val-
toz6 normalis eloszlasu. A paraméterek orszagonként valtozoak, példaul az Egyestilt
Allamokban az In € valtozo6 varhaté értéke p = 4,78, szoérasa o = 0,16. (Forras: Na-
tional Health and Nutrition Examination Survey, 2006.) Az orvosi szakirodalom
a 140 mmHg feletti vérnyomést tekinti kdrosan magasnak. Ez az amerikai feln&tt
népesség mekkora hanyadat érinti? Az emberek mekkora hanyadanak esik a vérny-
omésa az egészségesnek tekintett tartomanyba, tehat 90 és 130 mmHg k6z¢? Adjunk
meg egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy a feln6tt népesség 95 szazaléka-
nak a szisztolés vérnyomasa ide esik.

9. Leir6 statisztikak és grafikonok

9.1. a. Olvassuk be a ,,Davis” adatsort a ,car” vagy a ,carData” csomaghol, és fussuk
at az adatsor leirasat! Kérdezziik le és értelmezziik a height” és a ,repwt” val-
tozora a kovetkezd leird statisztikakat: mintaatlag, korrigalt empirikus szoras,
standard hiba, IQR, minimum, maximum, median, alsé illetve fels§ kvartilis!
Mekkora a minta mérete és hany megfigyelés hianyzik az egyes valtozoknal?

b. Adjunk meg egy 95% megbizhatosagt konfidencia intervallumot a ,height”
valtozo varhato értékére. A Student-eloszlas tablazatabol ®199(1,97) = 0,975.

c. Abrazoljuk a height” valtozo boxplotjat és hisztogrammjat! Vegyiik észre,
hogy az egyik alany adatait elirtdk! Keressiik meg a hibas sort, és javitsuk ki
az adatokat!

d. Abrazoljuk a megfigyelt magassag-tomeg értékparokat koordinata rendszer-
ben! Abrazoljuk gy is a megfigyelt értékeket, hogy kiilonb6zé szinnel jelsljiik
a nemeket!
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e. Szamoljuk ki az adatsorban szerepld emberek testtomegindexét a kovetkezd

formulaval:

BMI — testtomeg (kg)

testmagassag®(m?2)’

Az a. ponthoz hasonléan kérdezziik le a ,BMI” valtoz6 leird statisztikéit, de
ezuttal nemenkénti bontasban. Abrazoljuk a ,BMI” valtozo hisztogrammjat és
boxplotjat is, szintén nemek szerinti bontasban.

f. Kérdezziik le a nemek szazalékos megoszlasat a mintaban! Abrazoljuk a nem
valtozot oszlop- és tortadiagrammal! Jol reprezentalja a felnGtt népességet ez
a statisztikai minta?

g. Dobjuk ki az adatsorbol a 180 cm feletti megfigyeléseket, az Gj adatsor neve
legyen ,Davis2”. Ezek utdn dobjuk ki a férfiakat, az adatsor neve maradjon
,Davis2”.

9.2. a. Olvassuk be a,Mroz” adatsort a ,car” vagy a ,carData” csomagbol, és fussuk at
az adatsor leirasat! Kérdezziik le és értelmezziik az ,age” valtozora a kivetkezs
leir6 statisztikakat: mintaatlag, korrigalt empirikus szoras, standard hiba, IQR,
minimum, maximum, median, 40%-os kvantilis! Mekkora a minta mérete és
hany megfigyelés hianyzik az ,age” valtozonal? Vegyiik fel az ,age” valtozo
boxplotjat és hisztogrammjat is!

b. Adjunk meg egy 90% megbizhatosagu konfidenciai intervallumot az ,age” vél-
toz6 varhato értékére. A Student-eloszlas tablazatabol $r55(1,65) = 0,95.

c. Abrazoljuk a megfigyeléseket az ,age” és az ,inc” valtozo altal meghatarozott
koordinata rendszerben! Abrazoljuk ugy is a megfigyelt értékeket, hogy a ,hc”
valtozo értékei szerint kiilonbozé szinnel abrézoljuk az embereket! Az abra
alapjan mitdl fiigg inkabb az ,inc” valtozo értéke: az ,age” valtozotol vagy a
,he” valtozotol?

d. Szamoljuk ki a gyerekek szaméat a kévetkezd formuléaval: children = k5 + k618.
Kérdezziik le, hogy a ,children” valtozora a mintadtlagot és a korrigalt em-
pirikus szorast az ,Ifp” valtozo értékei szerinti bontasban. Mit tapasztalunk?

e. Dobjuk ki az adatsorbdl a 30 év alatti embereket. Ezek utdn dobjuk ki azokat
a megfigyeléseket, ahol a ,wc” valtozo értéke ,no”. Az 1j adatsor neve legyen
.Morz2”.

10. A varhaté érték tesztelése
Az adatsorok az el6adas Coospace oldalardl vagy az elado oldalarol tolthetdek le.
10.1. Egy orvosi kisérlet keretei kozott két 0 kisérleti vérnyomascsokkenté gyogyszert

vizsgéltak magas vérnyomasos betegeken. Az eredmény a ,yernyom.txt” fajlban
talalhato. A valtozok:
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CSOPKOD: betegesoport kodja (0=hagyoményos gyogyszer, 1=1. kisérleti gyogy-
szer, 2=2. kisérleti gyogyszer)

CSOPNEV: betegcsoport neve, lasd CSOPKOD

SYS1: kezelés el6tti szisztolés vérnyoméas

SYS2: kezelés utani szisztolés vérnyomas

a. Adjunk becslést a SYS1 valtozo atlagos értékére és szorasara a teljes popula-
cioban! Mennyire pontos a populaciodtlagra kapott becslés? Vegyiik fel a SYS1
valtozé hisztogrammjat is! Vajon normaélis eloszlasbol szarmazik a minta?

b. Teszteljiik le azt a nullhipotézist, hogy a SYS1 valtozo teljes populacioban vett
atlagos értéke 165 Hgmm! Adjunk meg egy 95% megbizhatosagu konfidencia
intervallumot is a populacidatlagra!

c. Abrazoljuk a SYS1 valtozé boxplotjat és hisztogrammjat betegcsoportonkénti
bontasban! Lathato jelentds eltérés a vérnyomasértékek eloszlasa kozott?

d. Dobjuk ki az adatsorbél a kontroll csoport tagjait! Teszteljiik 10%-os szig-
nifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy a SYS1 valtoz6 varhato értéke
azonos a kiserletil és a kiserleti2 csoportban. Adjunk meg tovabba egy 90%
megbizhatdsdgu konfidencia intervallumot a varhaté értékek kiilonbségére! Ha
sziikséges, akkor elGtte teszteljiik le a szorasok egyenlGségét is. Ertelmezziik a
kapott eredményt. Mi ennek a jelent&sége a jelenlegi kisérlet keretei kozott?

e. A kiserletil betegcsoport tagjain teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy a SYS1
és a SYS2 valtozonak azonos a varhato értéke! Adjunk meg egy 95%-os konfi-
dencia intervallumot is a varhato értékek jiilonbségére. Ertelmezziik a kapott
eredmeényt!

f. Ismételjiik meg az el6z6 pont elemzését a kiserleti2 betegcsoporton.

10.2. Az irisz adatsor a matematikai statisztika egyik legismertebb adatsora, mellyel az
elmult 80 évben szamos statisztikai modszert illusztraltak. Az adatsor az ,irisza-
dat.txt” alloményban érhetd el, tovabba egy rovid ismertetd talalhato a Wikipedian.
Az adatsor 150 irisz (ndszirom) névényrél tartalmaz adatokat. A valtozok:

cseszehossz: szélelevél hossza (cm)
cseszeszel: csészelevél szélessége (cm)
sziromhossz: sziromlevél hossza (cm)
sziromszel: sziromlevél szélessége (cm)
faj: faj megnevezése

fajkod: lasd faj

a. Abrazoljuk a sziromszel valtozé hisztogrammjat! Vajon hany modusza van en-
nek az eloszlasnak? Mi ennek az oka? Mi a szokasos eljaras, ha statisztikdban
ilyen adatsorral taldlkozunk? Abréazoljuk a hisztogrammot fajonkénti bontés-
ban is!
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b. Adjunk becslést a sziromszel valtozo elméleti varhato értékére és elméleti szordsara
fajonkénti bontasban. Hogyan értelmezhets az elméleti varhato érték és az
elméleti szoras ebben a feladatban.

c. Dobjuk ki a ,setosa” és a ,versicolor” fajhoz tartozé novényeket. Teszteljiik le
azt a nullhipotézist, hogy a megmaradt novényeknél (,yirginica” faj) a szirom-
szel valtozo varhato értéke 2 cm. Adjunk meg egy 95% megbizhatésagu konfi-
dencia intervallumot is erre a varhato értékre.

d. Teszteljiik le azt a nullhipotézist, hogy a ,virginica” fajnél a sziromlevél atlagos
hossza azonos a csészelevél atlagos hosszaval!l (Sziikség esetén a szorasokat is
teszteljiik le!) Adjunk meg egy 95% megbizhatosagt konfidenciai intervallumot
a két populacioatlag eltérésére is!

e. Térjiink vissza a teljes adatsorhoz, majd dobjuk ki a ,setosa” fajhoz tartozo
novényeket! Teszteljiik le 10%-os szignifikancia szinten azt a nullhipotézist,
hogy a megmaradt két fajnél azonos a csészelevél atlagos szélessége! Adjunk
meg egy 90% megbizhatoségi konfidencia intervallumot is a populacicatlagok
kiilénbségére!

10.3. A ,UScars.txt” adatsorban t6bb, az amerikai piacon a ‘80-as években forgalmazott
autotipus fontosabb miiszaki paraméterei szerepelnek. A valtozok:

MODEL: gyart6 és modell

COUNTRY: melyik orszagbol vagy kontinensrol szdrmazik
COUNTRYCODE: lasd COUNTRY

VOL: utastér térfogata (koblab)

HP: teljesitmény (16erd)

MPG: fogyasztés (mérfold /gallon)

SP: végsebesség (mérfold /ora)

WT: teljes tomeg (100 font)

a. Adjunk becslést az amerikai piacon a ‘80-as években forgalmazott 6sszes autoti-
pus korében az atlagos fogyasztasra illetve a fogyasztas szorésara. Mennyire
pontos az atlagfogyasztasra adott becslés? Vegyiik fel az MPG véltozo hisz-
togrammjat is! Vajon normalis eloszlasbol szdrmazik a minta?

b. Teszteljiik le 10%-o0s szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy az MPG
valtozo elméleti varhato értéke 35! Adjunk meg egy 90% megbizhatosagn kon-
fidencia intervallumot is erre a varhat6 értékre!

c. Kérdezziik le az MPG valtozora a mintaatlagot és a korrigalt empirikus szorast
orszagonkénti bontasban. Dobjuk ki az adatsorbdl az europai autokat! Teszteljiik
le 10%-o0s szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy az amerikai és a japan
autok korében azonos az atlagfogyasztas! Adjunk meg egy 90% meghizhatosagu
konfidencia intervallumot is a két atlagfogyasztas kozotti kiilonbségre! (Sziik-
ség esetén a szordsok egyenlGségét is teszteljiik le!)
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11. ANOVA és linearis regresszio

Az adatsorok az eladas Coospace oldalarol vagy az el6ado oldalardl tolthetéek le. Az
adatsorok leirdsa megtaldlhato a 10. feladatsorban.

11.1. Nyissuk meg a ,vernyom.txt” adatsort, majd valaszoljunk az alabbi kérdésekre.

a. A harom betegcsoportot Gsszehasonlitva tapasztalhatd szignifikins eltérés a
SYS1 valtozo elméleti varhato értékei kozott? Vizsgéljuk meg ilyen modon
az elméleti szorésokat is! Ezek alapjan mit mondhatunk: homogén vagy nem
homogén a harom betegcsoport a kezelés el6tti vérnyomés szempontjabol?

b. Végezziik el az el6z6 pont elemzését a SYS2 valtozora is.

c. Zarjuk ki a vizsgalatbol a kiserletil és kisérleti2 csoportot. Becsiiljiik meg a
SYS1 és a SYS2 valtozo kozotti korrelacios egyiitthatod értékét. Ezek alapjan
milyen irdnyu és milyen erdsségi kapcsolat van a két valtozo kozott. Teszteljiik
azt a nullhipotézist, hogy a két valtozo fiiggetlen egymastol. Abrazoljuk is az
adatokat koordinata rendszerben (scatterplot)!

d. Az el6z6 pont folytatasaként végezziink lineéris regressziot a SYS1 és a SYS2
valtozo kozott. Irjuk fel a regresszios egyenes egyenletét! Mennyire jo az adatsor
illeszkedése a regresszos egyeneshez? Ezek alapjan jol alkalmazhaté a gyakor-
latban ez a regresszios modell? Vegyiik fel a regresszios egyenest az el6z6 pont
abrajaral

11.2. Nyissuk meg a ,UScars.txt” adatsort.

a. Teszteljiikk azt nullhipotézist, hogy a szarmazési orszag altal meghatarozott
kategoriakon beliil azonos a HP valtozo elméleti szorésa illetve elméleti varhato
értéke.

b. Abrazoljuk az autok miszaki paramétereit paronként koordinata-rendszerben
(scatterplot matrix). Mely valtozok kozott tapasztalhaté kapesolat, és milyen
irdnya a kapcsolat?

c. Becsiiljiik meg a HP és az SP valtozo elméleti korrelacios egyiitthatojat. Teszteljiik
azt a nullhipotézist, hogy a két valtozo fliggetlen egymastol. Adjunk meg
egy 95% megbizhatosagu konfidencia intervallumot is az elméleti korrelaciora.
Végezziink linearis regressziot a két valtozora. Adjuk meg a regresszios egyenes
egyenletét, illetve dbrazoljuk az egyenes a megfigylt értékekkel egyiitt. Men-
nyire jo az illeszkedés? Adjunk becslést egy olyan aut6 végsebességére, melynek
a motorja 80 loerds.

d. Végezziik el az el6z6 pont elemzését a HP és a VOL valtozéral

e. Adjunk becslést a HP segitségével az MPG valtozora MPG =~ a/HP + b alak-
ban! Ez egy szabélyos regresszi6? Mennyire jo a modell illeszkedése?

f. Adjunk becslést a HP segitségével az MPG valtozora MPG ~ exp(aHP + b)
alakban! A kapott eredmény egy szabalyos regresszids modell?
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12. Valo6szintiségek becslése és tesztelése

Az adatsorok az el6adas Coospace oldalarol vagy az el6ado oldalarol tolthetGek le.

12.1. Felmérést végeztek egy egyetemen. Azt kérdezték meg 1000 véletlenszertien kivalasz-
tott hallgatotol, hogy dohanyzik-e, illetve tart-e valamilyen haziallatot. A felmérés
eserménye a ,catsdogs.txt” adatsorban talalhato. A valtozok:

Gender, GenderCode: a hallgaté neme (M=1=férfi, F=0=ng)
Smokes, SmokesCode: dohanyzik-e (1=yes, 0=no)

CatsDogs: van-e kutydja vagy macskaja

Cats, Dogs: van-e kutydja/macskiaja (1=yes, 0=no)

a.

Abrazoljuk a Gender valtozot oszlopdiagramm segitségével. Adjunk becslést
a férfiak aranyara az egész egyetemen! Adjunk meg egy 95% megbizhatosagu
konfidencia intervallumot is erre az aranyra! Teszteljiik azt a nullhipotézist,
hogy az egyetemen azonos a férfi és néi hallgatok szama!

. Adjunk becslést a dohanyosok aranyara nemenkénti bontésban! Teszteljiik le

azt a nullhipotézist, hogy a férfiak és a nék azonos ardnyban dohanyoznak!
Adjunk meg egy 95% megbizhatoséagu konfidencia intervallumot is az aranyok
kiilénbségére!

. Adjunk becslést a kutyat illetve a macskat tarté hallgatok aranyara. Teszteljiik

le azt a nullhipotézist, hogy a hallgatok azonos aranyban tartanak kutyat il-
letve macskat! Adjunk meg egy 95% megbizhatosagi konfidencia intervallumot
is az aranyok kiilonbségére!

. Teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy a hazidllatok tartdsa nem hat a do-

hanyzasra! Pontosabban: a dohanyosok aranya megegyezik a CatsDogs valtozo
altal definialt részpopulaciokban.

. Abréazoljuk a CatsDogs valtozét kordiagramm segitségével! Adjunk becsést

arra, hogy a teljes populacion beliil a hallgatok milyen aranyban esnek a Cats-
Dogs valtozo altal definialt részcsoportokba! Teszteljiik azt a nullhipotézist,
hogy 5% tart kutyat és macskat is, 20% csak macskat, 20% csak kutyat, a
maradék pedig egyiket sem! Varhatéoan hany hallgatoé esik az egyes csopor-
tokba az 1000 f6s mintaban, ha a nullhipotézis igaz? Papiron szamoljuk ki a
x2-proba probastatisztikajaban a négy tagot. Ezek alapjin a nullhipotézisben
melyik ardnnyal 16ttiik a legjobban mellé?

Megoldasok

p(x) = 9320 + 34z, 294°C, z(p) = (p — 9320)/34.

@.2)] f(z) =50 — 0,2z, 125 honap illetve 62,5 honap, z(f) = 250 — 5f.
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@3] a. f(x) =200 -0,949%, az xy = 10 pont kis kornyezetében: f(zr) ~ 262 — 6,2z.
b. 101,2 éra, 13,2 ora, x(f) = loggg49(f/200) = —441g f + 101,22.

a. m(z) = 1,1%, az xg = 4 pont kis kérnyezetében: m(x) ~ 0.9 4+ 0,14x.
b. 7,27 6ra, x(m) = log, ; m = 24,16 1lg m.

L5 a. m(x) = 20 - 0,57/570 = 20 0,999887, 11,4%, x(m) = 1084, go9ss(x,/20).
b. 7,27 6ra, x(m) = log, ; m = 24,16 1lg m.

@6l a. f(1,5) ~ —2

x flx) | ['(=)
(—o0,—4) | - f
—4 min 0
(—4,-25) v +
—2.5 max. 0 15 ;
(-250) | N | - 4 -2 2
0 inflex. 0 i
0,24) | N\ | - ol N i
2,4 min. 0
(2,4, +00) ya +
b. f'(-1) ~ —0,8
x f@) | f'(=) /!
(—o0, —2) N +
-2 inflex. 0
(=200 | »~ | + N 08
0 max. 0 i
0,16) | N\ | — -3 -2 -1 !
1,6 min. 0
(1,6, 400) | 2 +

c. f'(2)~24
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x f(z)
(—o0, —1,6) Va
—1,6 max
(—1,6,-0,4) Ny
—0,4 min
(—0,4,1) Ve
1 inflex.
(1,2,5) a
2.5 max.
(2,5, 00) AW
z | fi@) | f(z)
0,1) | - N\
1 0 inflex.
(1L,4) | - N
4 0 min.
(4,4+00) | + N

b.
x f'(z) | flx)
(0,3) + f
3 0 inflex.
(3, +00) + ya
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s — ~ ~ -
v rwliw  alrw B
(0,1) o 0t ™~
1 0 max ; _85 1’/ N > T 4
4 0 min Z 0 » % L 2\/
(4,400) | + /! 5] 1 - o
20 /N~

a. f(0) =0, f'(x) = —2e72* + 5e 5%, zérohely: x = In(5/2)/3 ~ 0,31

f'(@) 033 [~ .
0 3 T fl@) | fle) ™ | \ N,
0.5|—0.33  (0,0.31) - Aozl - —
1 | -0.24 0.31 0 |max. ;| AN — — f
A5 01 031, 400) | = | N\ | \ AN
2 —0.04 0 + 1 1 >
0 0.31 1 2

b. f(0) =2, f'(z) = —2* + 4z — 3, zérbhelyek: x =1 és z = 3.

z | f'(x) x (
0] -3 (0,1) -
1 0 1 0
2| 1 (1,3) +
3 0 0.3 0
4 -3 (0.3, 100) | —
2.3 a. f’(m):1+$+x2/2
- f'(@) = 1/(2v/) +1/(3Va?) + 1/ (4Va?)
c. f’(a:)zl/\/_—?)“lni%—l—l/x

fl(z)=1/(zIn10) + 1/23 + 2*
fi(z)=2"In2 —4/(xIn3) — 1/(27V/z?)
2.4 a. f(z) = (e°)%e® > (e*)%e* > 0, [ f(x)dx =25, [ g(x)dx = e31/3
b. fo (r)dr = €512 /5 — 7012 /5 ~ 218
fo (2)]dx = [5142 /5 — P11 /3] — [50+2 /5 _ 30+ /3] a 201
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2.5l a. f(z) >1>g(x) >0, [ f(z)de = (22 +1)3/6, [ g(z)dx = (In(2z + 1))/2
b. fl P)dr = (2-24+13/6 — (2-1+1)3/6 ~ 16,3

f1 [f(z (2)]de = [(2:2+1)3/6—(In(2-2+1))/2] = [(2:1+1)3/6 — (In(2-1+1)) /2]
2.6] a. v( )1—2.27/1+£L‘ Jv(z) x—x—ln(l—i—xZ),
m(y +f x)dr = [y In(14+y*)]—[0—In(1+0?)] = 1+y—In(1+y?)

b. Megvaltozas. m(3) m(l) =2 —1In(10) + In(2) ~ 0,39

Atlagsebesség: [m(3) — m(l)]/[3 — 1]~ 0,195

Most m/(1) = 0, tehat az © = 1 helyen egy nevezetes pont van. Mivel m/(z) > 0

minden z-re, ezért az m fiiggvény monoton novekvd, azaz r = 1 egy inflexioés pont.
2.7 v(z) > 0, tehat a tenyészet mindvégig néni fog; [v(z)dr = —e " /2;

m(y) =m(0) + [/ m/(v)dr = 10+ [—e ¥V /2 + e /2] = 10,5 — eV /2

Megvéltozés: m(2) — m(0) = e® — e ~ 0,86;

Atlagsebesség: [m(2) — m(0)]/[2 — 0] ~ 0,43

BTl a. £,(0.5,0.2) >0, £,(0.5,0.2) ~ 0

2

f(z,0)

b. £,(0,0.6) ~ 0, £,(0,0.6) < 0
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-2 -1

c. f.(—04,-04) <0, f,(—0.4,-0.4) <0

[ 0% I

=

f(0,9)
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B.2] a. Metszetek: f(2,y) = —y+5, f(z,0) =2z + 1.
Szintvonalak: 2z —y 4+ 1 = ¢, amibdl y = 22 + (1 — ¢).
Parcidlis derivaltak: f, =2, f, = —1, Vf(z,y) = (2,-1).

Nevezetes pontok: a f, = 0, f, = 0 egyenletrendszernek nincs megoldasa, ezért
nincsen nevezetes pont.

f(2,y)

b. Metszetek: f(2,y) =y, f(x,0) = 0.

Szintvonalak: xy — y = ¢, amib6l y = ¢/(x — 1), ha ¢ # 0. A ¢ = 0 szinthez tartoz6
szintvonal specidlis, két egyenes alkotja: x =1 és y = 0.

Parcialis derivaltak: f, =y, f, =2 — 1, Vf(z,y) = (y,z — 1).

Nevezetes pontok: f, = 0, f, = 0 egyenletrendszernek egy megoldasa van, z = 1,
y = 0. A szintvonalas abra alapjan ez egy nyeregpont.

4 |
2 s
f,0)
4 2 2 4
—92 |
f(2’y) —4 ¢

c. Metszetek: f(2,y) = (y — 1)?, f(z,0) = (z — 2)* + 1.
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Szintvonalak: (z — 2)? + (y — 1)? = ¢, ami csak ¢ > 0 esetén értelmezhets, és ez egy
Ve sugart és (2,1) kozépponti korvonal.

Parcialis derivaltak: f, =2z —4, f, =2y —2, Vf(z,y) = (4o — 4,2y — 2).
Nevezetes pontok: a f, =0, f, = 0 egyenletrendszernek egy megoldasa van, x = 2,
y = 1. A szintvonalas abra alapjan ez egy minimumbhely.

]

-4 -2 0 2 4

4.1 Egyensilyi helyzet: p = 0, instabil. Formalis megoldas: p(t) = p(0)e*, t > 0.
Duplazasi id6: p(0)e*” = 2p(0), amibél T = (In2)/2 ~ 0.35.

ML A A A
LA L A A A
I A B I B
B B A
ad
T S T N S
T T T T T
S T T S T T T
sl BN SRR T T T T T TR B
o . e

[4.2] Egyenstlyi helyzet: p = 0, stabil. Formalis megoldas: p(t) = p(0)e=%5 ¢ > 0.
Felezési id6: p(0)e™ 05T = p(0)/2, amibsl T = —(In0.5)/0.5 ~ 1.39.
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M.3] Egyensulyi helyzet: m = 4, instabil. Formalis megoldas: m(t) = [m(0) — 4]e* + 4.
A megoldas a p(0) = 3 kezdeti feltétel mellett: m(t) = —e' + 4.

Kihalasi id

=N §

i

e

M.4] Egyensulyi helyzet: m = 5,

A 4 mg elérésének id6pontja:

6 —el' +4 =0, amib6l T = 1n4 ~ 1.39.

f

/ T B I B I
A A T S T B I I
F T R A A N A I A
L A N
W m m wm m w T ™m
O T T T T
TR
T T T T A
0 2 e s 8

stabil. Formalis megoldas: m(t) = [m(0) — 5]e %% + 5.
Megoldas az m(0) = 1 kezdeti feltétel mellett: m(t) = —4e %% + 5.

—4e702 + 5 =4 amib6l T = —1n0.25/0.2 ~ 6.93.
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(.1 a. Egyenstlyi helyzetek: p = 0, instabil; p = 0.4, stabil.

_ 2p(0)e*
b p(t) = 55,0+ s £ 2 0-

c. A kp(1 —p) — 3p = 0 egyenlet megoldésait keressiik, ahol p az ismeretlenben.
Az egyenlet bal oldalat atirva: kp(1 —3/k —p) = 0. Tehat a két egyensulyi helyzet:
p1 =0 és po =1 —3/k. Az alabbi abran vazlatosan abrazoljuk, hogy mi torténik a
k<3,ak=3¢ésak >3 esethen.
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k<3 k=3 k>3

o k < 3 esetén py < 0 = p;. Ekkor a p, instabil, a 0 stabil egyensiilyi helyzet.
Tehét a populacio tetszdleges p(0) > 0 esetén kihal.

e kb = 3 esetén ps = 0 = p;. Egy egyenstlyi helyzet van, a 0, ami a pozitiv
irdnybol vonzo, a negativ iranybdl taszitd. Tehat a populacio kihal tetsz6leges
p(0) > 0 esetén.

e k > 3 esetén po > 0 = p;. Ekkor a py stabil, a 0 instabil egyensiilyi helyzet.
Tehat ha p(0) > 0, akkor a populécié nem hal ki.

(.2 a. Egyensulyi helyzetek: p = 0, instabil; p = 3, stabil.

it \
il
— — — — i
3 p -1 P
I ——m = = = = —
0.0 ﬂ.l'f '.Iﬂ 1.5 E.Iﬂ l
3n(0 6t
b. p(t) = %, t Z 0.

c. A 2p(5b —p) — ap = 0 egyenlet megoldasait keressiik, ahol p az ismeretlenben.
Az egyenlet bal oldalat atirva: 2p(5 —a/2 — p) = 0. Tehét a két egyensulyi helyzet:
p1 =0 és py =5 —a/2. Az alabbi abran vazlatosan abrazoljuk, hogy mi toérténik az
a < 10, az a = 10 és az a > 10 esetben.
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a <10 a=10 a> 10

e a < 10 esetén py > 0 = p;. Ekkor a po stabil, a 0 instabil egyensiilyi helyzet.
Tehat ha p(0) > 0, akkor a populacié nem hal ki.

e ¢ = 10 esetén p, = 0 = p;. Egy egyensilyi helyzet van, a 0, ami a pozitiv
irdnybol vonzo, a negativ iranybol taszitd. Tehat a populécio kihal tetszéleges
p(0) > 0 esetén.

e a < 10 esetén py < 0 = p;. Ekkor a ps instabil, a 0 stabil egyensilyi helyzet.
Tehat a populacio tetszéleges p(0) > 0 esetén kihal.

.31 a. Egyensilyi helyzetek: p = 0.5, pozitiv irAnybol vonzo, negativ iranybol taszito.

1.0 " " Y "

— nel
T—— T ——
0.5 p H‘"“h——_______ ———

0.4l

‘SH| K|
L 2 L

.'l
I
L]
-
(]
-

b. A 4p(1 — p) — a = 0 egyenlet megoldasait keressiik, ahol p az ismeretlenben.
Az egyenlet bal oldalan a zarojelet felbontva: —4p? — 4p — a = 0. A megoldoképlet
segitségével a kovetkezo eseteket kapjuk:
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1 a= a>1
a < ¢ ¢ — —

0.5 p 0.5 p
/N
p

/A

e a < 1 esetén két kiilonbo6z6 egyenstlyi helyzetet kapunk: p; = (1 — /1 —a)/2
és pp = (1 ++/1—a)/2. Most a p; instabil, a p, stabil egyensilyi helyzet. A
populécié p(0) > p; esetén nem pusztul ki.

o Az a =1 esetet méar tisztaztuk az a. pontban. A populacio p(0) > 1/2 esetén
nem hal ki.

e Az a > 1 esetben nincsen egyensilyi helyzet, a populacid tetszéleges p(0)
mellett kihal.

[5.4)] Egyensulyi helyzetek: m = 2, stabil; m = 8, instabil.

10 / ! ! ! ! !

e
e
’
’
s
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a. Az interakcié mindkét faj szamara kozo6mbos.
b. Nullklinék: 2’ = 0, amibdl x = 0 vagy x = 2 (sarga); ¥’ = 0, amibgl y = 0 vagy
y = 3 (zold). Egyenstlyi helyzetek: (0,0), (2,0), (0,3), (2,3), az els6 harom instabil,
az utolso stabil.

Ha a rendszer valamelyik egyensilyi helyzetbdl indul, akkor 6rokké ott marad. Ha
kezdetben x = 0, akkor a rendszer a (0,3) ponthoz, ha kezdetben y = 0, akkor
pedig a (2,0) ponthoz konvergal. Minden més esetben a rendszer konvergal a stabil
egyenstlyi helyzethez.

al ]l al
y =0
3 3
2t X =0 ¥ =0 2t
y =0
1F 1k
ot ol
a 1 2 3 < 0 1 2 3 <
al 4 b | 1'\ y (' Ao
W\ /e —
‘,I".,II" h::a I-IIIIJI.IIIIH,;__..-__C_:;';__ T
* K '+ e | T o, |.| .""."':‘"-:“' -
"‘\-H_“"‘ﬂ-:",_'_“-u..“;:_ﬂ-ﬁa_" e
) . — S e, e
[ e T —
jo P T
'/ //:;;! A0 }}xf?:mq_:'———
2f 2r ',rf%ff,:j;ﬂ 'ga&:a:-h-
LSS s T~
Ao b~ 1 NS==
: 1 Ilrf;{./f:"; J"J.«'r tt.:&::_-a____"
i - | A B
___.-" F . s —
:r;'};ffg’;;% /; [N ===
| A p N e e T
e S N T — e
0} ¢————a - [ gy P—
a 1 2 3 < a 1 2 3 <
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a. Az interakcio az x faj szaméra kozombos, az y faj szamara elényos. Ezt a je-
lenséget kommenzalizmusnak, asztalkozosségnek nevezziik. Példa: verebek a golyak

fészkében.

b. Nullklindk: 2/ = 0, amib8l z = 0 vagy x = 1 (sarga); ¢ = 0, amibél x = 1/2

vagy y = 0 (z6ld). Egyenstlyi helyzetek: (0,0) és

(1,0), mindkettd instabil.

Ha a rendszer valamelyik egyensilyi helyzetbdl indul, akkor 6rokké ott marad. Ha
kezdetben x = 0, akkor a rendszer konvergal a (0,0) ponthoz, ha kezdetben y = 0,
akkor pedig az (1,0) ponthoz. Minden més esetben az x populacio mérete konvergal
1-hez, az y populacié mérete pedig elmegy a végtelenbe.

201

0.0

0.a

Z0F
15}
"=0 "=l oy =0 ¥y =0
0.5
a.0F
a.0 0.5 1.0 1.5 2.0 a.0 0.5 1.0 1.5 2.0
210 !'Ill'l'ukl"‘-‘.h‘"" '-I.-'rl.'l| f II'..".:?':\ ., H“"\:
N7 NN
" —_= i ‘
1E : IIIIII'::"\- -\-\__o—’;___r:l.lfll_ |II'|II"| ."-:“‘-\. ""x::::
| -.,l.-‘“*--?":_‘_.{;'” R “‘-.\\a at
o= LR
1“"'5:3'“-..—-"";; i "-,“ H::"':h"‘
i - AR e
* N = +_ e 10F I".,.I':;:?__:,_____-:’}I_,.': I::I":""- R_H ‘H"'\-‘-H-L-\"‘-\.
N AN —
Iy '\-\.x‘-""—l-—.—-—"' i 1" e s
05 \Wo—— ==
It gl Nt
e
=y e o et e
Q.01 & W
0.4 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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a. Az interakci6 mindkét faj szaméara hatranyos, ezt a jelenséget versengésnek nevez-
ziik. Példa: azonos taplalékforrasért harcolo fajok.
b. Nullklinak: ' = 0, amib6l x = 0 vagy y = 5 — 2.5z (sarga); ¥’ = 0, amibsl y = 0
vagy y = 2 — x/2 (z6ld). Egyensulyi helyzetek: (0,0), (2,0), (0,2) és (1.5,1.25), az
els6 harom instabil, az utolsé stabil.

al 4F

a3 ¥ =0 al ¥y =0
1} =0 1} ¥ =0

i 3 ot

0 1 2 2 & = I
5t EN ] i e
Sy ﬁf&’éﬁfﬁ
sf 4t |;Jlfffﬁ?:¥:::: -
N[ —

' - W= T ——
S ot W Z=or
1A - NZ=
A 'F
[ » | =
e = @ - al

EI 1 E 3 < B 0 1 e 3 < 5

33



a. Az interakci6 mindkét faj szaméra kozombos. FEzt a jelenséget mutualizmusnak,
specialis esetekben szimbidzisnak nevezziik. Példa: lucerna és nitrogénkots baktéri-
umok.

b. Nullklindk: 2’ = 0, amib8l x = 0 vagy y = 4z — 4 (sarga); v’ =
vagy y = x/2 + 1 (z6ld). Egyensulyi helyzetek: (0,0), (1,0), (0, 1),
els6 harom instabil, az utols6 stabil.

0, amibdl y = 0
(10/7,12/7), az

30f ] 30}

25] 25 ¥y =0
20} 20k

15} ¥ =0 x <0 ] 15¢

1.0 1.0

0.5F 0.5F y>0
0.0

0.0 05 10 1.5 20

fa
in
f
=}
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a. Az interakci6 mindkét faj szaméara hatranyos, ezt a jelenséget versengésnek nevez-
ziik. Példa: azonos taplalékforrasért harcolo fajok.

b. Nullklindk: ' = 0, amib6él z = 0 vagy y = 5 — 1.25z (sarga); v = 0, amibdl

y = 0 vagy y = 2 — z (z6ld). Egyensulyi helyzetek: (0,0), (0,2), és (4,1), az els6
kettd instabil, az utols6 stabil.

N A
EL 5t
sl 1 st
3 ¥ =0 af y =0
2 2F
1 ¥ =0 1F ¥ >0
0 of
a 1 2 3 & 5 ‘é a 1 2 3 < 5 L&
[a] | | | | | | - | | | | | |
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A feladat megoldasa nem igényel plusz otleteket ahhoz viszonyitva, amit eddig
csinaltunk, de szét kell majd valasztanunk tobb esetet, és emiatt elég hosszi lesz a
levezetés. Kezdjiik a nullklinakkal:

' =0, amib6l x =0 vagy 1 —ax —y = 0.
y' =0, amibsl y = 0 vagy 1 — 2 — by = 0.

Lassuk az egyensiilyi helyzeteket, amik a nullklinak metszéspontjai:

x =0 és y = 0 metszéspontja: p; = (0,0).

r=0¢és 1—x— by =0 metszéspontja: p, = (0,1/b).

1 —axr —y =0 és y = 0 metszéspontja: p3 = (1/a,0).

l—azr—y = 0és 1—x—by = 0 metszéspontja (csak az ab # 1 esetet vizsgaljuk):

B 1-b 1—a
Pa= l—ab’'1—ab)

Az els6 harom egyensiilyi helyzet mindig létezik és értelmezhets populaciddinamikai
szempontbol. Latni fogjuk, hogy a problémét a negyedik egyensilyi helyzet fogja
majd okozni. Ebbél a szempontbdl kell megkiilonbdztetniink tobb esetet aszerint,
hogy az a és b kisebbek vagy nagyobbak, mint 1.

a < 1és b < 1: Ekkor a negyedik egyenstlyi helyzet mindkét koordinataja
pozitiv, tehéat ez populaciddinamikai szempontbol értelmezhets. Vegyiink most
egy olyan (z,y) probapontot, mely ezen egyensulyi helyzettdl ,északkeletre”
talalhato, tehat « > (1 —b)/(1 —ab) és y > (1 — a)/(1 — ab). Ekkor ezen
pontban z > 0 és

1—-0 1—a

1—ab_1—ab:0'

l—ar—y<1l—a

Ebbél kivetkezik, hogy ebben a pontban ' = kjz(1 — ax — y) < 0, és hasonlo
modon megmutato, hogy 3’ < 0. Tovabbi probapontok segitségével elkészithetd
az alabbi dbra. (Az abran a példa kedvéért a = b = 0.5.) Lathato, hogy pg és py
instabil, mig py és p3 stabil egyensiilyi helyzet. Ez azt jelenti, hogy valamelyik
populéci6 ki fog majd halni, de hogy melyik, az fiigg a kezdeti értékektol, tehat
attol, hogy a t = 0 id6pontban mekkorak a populacioméretek.
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a =1¢és b < 1: Az a paraméter azt szabalyozza, hogy a sérga szind ferde
nullklina hol metszi el az = tengelyt: a p3 = (1/a,0) pontban. Ha az el6z6
abrahoz viszonyitva a elkezd néni, akkor 1/a cs6kken, tehat a ps pont az origo
felé mozog. Ezzel parhuzamosan a py pont ,lecsiszik” a sarga ferde nullklinan.
Specidlisan a = 1 esetén ez a két egyensiilyi helyzet éppen Osszeolvad:

p4=(1_b 1_a> =G—:Z%> — (1,0) = (1/a,0) = ps.

1—ab’'1—ab

Tehét csak harom egyenstlyi helyzet lesz, ezek koziil p; = (0,0) és ps = (1,0)
instabil, mig p, = (0, 1/b) stabil. Ez azt jelenti, hogy az x populacio kihal.
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a > 1¢és b < 1: Ha az a értéket tovabb noveljiik, akkor a ps pont méasodik
koordinatija negativ lesz, tehat ez az egyensulyi helyzet nem értelmezhets
biologiai szempontbol. Harom egyensilyi helyzet marad: p; = (0,0) és p3 =
(1/a,0) instabil, p, = (0,1/b) stabil. Az x populacié ismét kihal.
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a > 1¢és b > 1: Ebben az esetben a legels6 esethez hasonléan megmutathato,
hogy p4 egy értelmes egyenstlyi helyzet. Az egyensilyi helyzetek koziil egyediil
p4 a stabil, a tobbi instabil. Tehat ebben az esetben megvaldsul a két faj egymas

mellett élése. (Az alabbi abrén a = b = 2.)

1ol ] 1.0¢

08l x <0 ] 08¢
= =0 ¥o=0

0.6 0.8

0.4 D.4f

J.2¢ 0.z

2.0+

00 02 04 08 08 1.0 0.0 0.2 04 08 08 1.0

a =1ésb > 1: Ha az el6z6 esetbdl kiindulva elkezdjiik az a értéket csiikkenteni,
akkor a p3 = (1/a,0) egynsilyi helyzet az z-tengely mentén elmozdul jobbra,
mig a ps egyenstlyi helyzet lecstszik a ferde nullklindk mentén. a = 1 esetén ez
a két egyensilyi helyzet 0sszeolvad, tehat csak harom egyensilyi helyzetiink
lesz. Ezek koziil p3 = (1,0) stabil, mig p; és p, instabil egyensilyi helyzet.
Tehat ebben ez esetben az y populacié hal ki.
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a < 1ésb<1: Ha az a értéket tovabb csiikkentjiik, akkor a ps pont masodik
koordinatija ismét negativ lesz, tehat ez az egyenstlyi helyzet megint nem
értelmezhetd biologiai szempontbol. Harom egyensilyi helyzet lesz: p; = (0,0)
és po = (0,1/b) instabil, p3 = (1/a,0) stabil. Az y populéacié ismét kihal.
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a <1ésb=1: Ez ugyanaz, mint az a = 1 és b < 1 eset, csak a szereposztas
felcserélésével.

a > 1¢ésb=1: Ez ugyanaz, mint az a = 1 és b > 1 eset, csak a szereposztas
felcserélésével.

a =1¢&s b= 1. Messze ez a legérdekesebb eset. Ekkor a két ferde nullklina
egyenlete azonos: 1 — xz — y = 0. Tehat a sarga és a zold szini ferde nullklina
egybeesik. FEz azt jelenti, hogy végtelen sok metszéspont, és emiatt végtelen
sok egyenstlyi helyzet lesz. Viszont ezek mindegyike instabil: ha kilokjik a
rendszert az 1 — x — y = 0 egyenesr6l, akkor a rendszer vissza fog majd térni
az egyeneshez, viszont nem feltétleniil a kiindulé ponthoz. Az, hogy a rendszer
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melyik ponthoz tér

vissza, attol fiigg, hogy merre 16ktiik ki.

1.0 | 10r 9
o8 0.8
0.8 0.8
I 0.4
.2 0.2
0.0 0.0
00 02 04 08 08 10 00 02z 04 08 08 10

[T.1] Legyen: A = a kivalasztott hallgato felvette a ,Sarkanyok élettanat”, P(A) = 60%,
B = a kivalasztott hallgato felvette a ,Micimackd anatomiajat”, P(B) = 40%,
P(mindkét kurzus) = P(A és B) = 24%
a. P(A igen, de B nem) = 36%, P(nem A és nem B) = 24%

Bigen B nem | 0ssz.
Aigen | 24% 36% | 60%
Anem | 16% 24% | 40%
0SSz, 40% 60% | 100%

b. P(A| B) = 0,6 = 60%, P(A | nem B) = 0,6 = 60%
A ¢és B fiiggetlen események: P(A | B) = P(A).

a. P(sz6ke haj és kék szem) = 15%, P(barna haj és barna szem) = 30%

fekete haj barna haj szdke haj | Gsszesen
barna szem 25% 30% 5% 60%
kék szem 5% 20% 15% 40%
Osszesen 30% 50% 20% 100%

b. P(fekete haj | barna szem) = 41,7%, P(fekete haj | kék szem) = 12,5%,
a barna szem elGsegiti, a kék szem akadalyozza a fekete haj megjelenését.

P(barna haj | barna szem) = 50%, P(barna haj | kék szem) = 50%,

a barna haj megjelenése fiiggetlen a szem szinétol.

P(sz6ke haj | barna szem) = 8,3%, P(sz6ke haj | kék szem) = 37,5%,

a barna szem akadalyozza, a kék szem elGsegiti a sz6ke haj megjelenését.

A haj és a szem szine ugy altalaban nem fliggetlen egymastol.

c. Fiiggetlenség esetén:
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fekete haj barna haj szdéke haj | Osszesen
barna szem 18% 30% 12% 60%
kék szem 12% 20% 8% 40%
Osszesen 30% 50% 20% 100%

73] a. A fiiggetlenség miatt:
sarga maghéj arénya a piros virag kozott = P( sarga maghéj | piros virag )=60%
z0ld maghéj aranya a piros virag kozott = P( z6ld maghéj | piros virag )=40%
piros virdg aranya a sarga maghéj kozott = P( piros virag | sarga maghéj )=70%

fehér virdg arédnya a sarga maghéj kozott = P( fehér virdg | sarga maghéj )=30%

b.

piros virdg fehér virdg | Ossz.
sarga maghéj 42% 18% 60%
z6ld maghéj 28% 12% 40%
0ssZ. 70% 30% 100%

.41 R, = {1000, 2000, 3000, 5000}

k \ 1000 2000 3000 5000
PE=Fk| 05 03 015 0,05

E(&) = 1800, D(&) = 1030, igazsagos ar: 1800.

5] Re = {1,3,7,12}

k |1 3 7 12
P(E=Fk) |01 04 03 02

E(&) =58, D) =3,7.

8.1 Rf = [_15a+5]7 P(_lo S 5 S _2) = 0747 E(f) = _57 D(f) = 57777

0,
Fe(t) =
1,

(t +15) /20,

t < —15,
—15 <t <5,
t > 9,

Go = 200 — 15, g5 = —10, gs0% = —9, gr5% = 0.
B.2] R = [0,1], P(0,5 <& <1,5) = 0,65, E(§) =3/5, D(§) ~ 0,26,

0,
t3/2

1

Fe(t) =

)

Qo = 012/37 qson ~ 0786
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B3] Re =[0,2], P(¢ > 1,5) ~ 0,44, P(—1 < ¢ < 1) = 0,25, E(¢) = 4/3, D(€) ~ 0,47,

0, t <0,
Fe(t)=<t*/4, 0<t<2,
1, t> 2,

Ga = 2v/@, quo, ~ 1,265.
B.4] a. f3; b. f4; c. fo. Az f; stirtiségfiiggvény paraméterei: p = —3, 0 = 0,5.
a. 66%; 2%; [70,6,129,4].
B.6. 41%; 9%:; [5,77,8,23].
8.7 15,6%; 66,8%; [87,163].
M0.1J a. E(SYS1) ~ 160.1, D(SYS1) ~ 6.4, SE = 0.95. A becslés atlagos hibaja 0,95. A

hisztogramm alapjan gy tiinik, hogy a minta nem normalis eloszlasbol szarmazik.

b. Hy : E(SYS1) = 165, egymintas t-proba: p-érték=0.00, a nullhipotézist elvetjiik.
Konfidencia intervallum: [158.14,161.99].

c. Nincs latvanyos eltérés.

d. Hy : D(SYS1|kiserletil) = D(SYS1|kiserleti2). F-proba: p-érték=0.9, a null-
hipotézist elfogadjuk, nincs szignifikdns eltérés a szorasok kozott.

H, : E(SYSl1|kiserletil) = E(SYS1|kiserleti2), kétmintas t-proba: p-érték=0.93, a
nullhipotézist elfogadjuk, nincs szignifikins kiilonbség a varhaté értékek kozott.
Konfidencia intervallum: [—3.8,4.2].

e. A kiserletil betegcsoportban: E(SYS1) = E(SYS2), paros t-proba, p-érték=0.003,
a nullhipotézist elvetjiik, szignifikans kiilonség van a kezelés el6tti és uténi atlagos
vérnyomas kozott. Konfidencia intervallum a vérnyomascsokkenés atlagos értékére:
[3.4,14.1].

f. A kiserleti2 betegesoportban: E(SYS1) = E(SYS2), paros t-proba, p-érték=0.25,
a nullhipotézist elfogajuk. Nincs szignifikans kiilonség a kezelés el6tti és utani atla-
gos vérnyomas kozott, nincs statisztikai bizonyiték arra, hogy ez a készitmény hat.
Konfidencia intervallum a vérnyomascsokkenés atlagos értékére: [—7.5,2.2].

0.2 a. Legalabb 2, de talan 3 moédusz is van. Ennek az az oka, hogy az adatsor tobb
kiilonb6z6 fajrol tartalmaz adatokat. Erdemesebb az elemzéseket nem a teljes adat-
soron, hanem inkabb fajonként végezni.

b.
‘ setosa,  versicolor virginica
mintaatlag | 0.246 1.326 2.026
SzOTas 0.105 0.198 0.275
Csoportonkénti varhatd érték: fajonkénti populécidatlag; csoportonkénti elméleti
szoras: fajonkénti szoras a teljes populéacioban.
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c. A virginica fajnéal: Hy : E(sziromszel) = 2, egymintas t-proba, p-érték=0.506.
Elfogadjuk a nullhipotézist, a populéciéatlag nem tér el szignifikins modon 2-t6l.
Konfidencia intervallum: [1.95,2.10].

d. A virginica fajnal: Hy : E(cseszehossz) = FE(sziromhossz), paros t-proba, p-
érték=0. A nullhipotézist elvetjiik, szignifikins eltérés van a két varhato érték
kozott. (A szérasokat nem kell tesztelni!) Konfidencia intervallum: [0.95,1.13].

e. Hy : D(cseszeszel|versicolor) = D(cseszeszel|virginica), F-proba, p-érték=0.849,

a nullhipotézist elfogadjuk. A szoérasok kozott nincs szignifikans kiilonbség.

Hy : E(cseszeszel|versicolor) = E(cseszeszel|virginica), kétmintés t-proba, p-érték—0.002,
a nullhipotézist elvetjiik. Szignifikans eltérés van a fajonkénti atlagok kozott. Kon-
fidencia intervallum: [—0.31, —0.01].

10.3] a. E(MPG) ~ 33.78, D(MPG) ~ 10, SE = 1.1. Az varhato értékre adott becslés
atlagos hibaja 1.1. A hisztogramm alapjan az eloszlas hasonlit a normalishoz, de
kicsit dolt.

b. Hy : E(MPQG) = 35, egymintas t-proba, p-érték=0.27, a nullhipotézist elfogad-
juk. Konfidencia intervallum: [31.9, 35.6].

c.
‘Europe Japan U.S.

mintadtlag | 23.13  36.87 33.36

SzOréas 9.7 7.1 10.9
Hy : D(MPGJ|U.S.) = D(MPG|Japan), F-proba, p-érték=0.01, a nullhipotézist el-
vetjiik. A szorasok kozott szignifikans kiilonbség van.
Hy : E(IMPGJ|U.S.) = E(MPG|Japan), Welch-proba, p-érték=0.12, a nullhipotézist
elfogadjuk. Nincs szignifikans eltérés. Konfidencia intervallum: [—0.2,7.2].

a. Hy : D(SYS1|kontroll) = D(SYS1|kiserletil) = D(SYS1|kiserleti2), Levene-test,
p-érték—=0.793, a nullhipotézist elfogadjuk, nincs szignifikans kiilonbség.
Hy : E(SYSllkontroll) = E(SYS1|kiserletil) = E(SYS1|kiserleti2), ANOVA, p-
érték=0.907, a nullhipotézist elfogadjuk, nincs szignifikdns kiilonbség.
A héarom csoport homogén a SYS1 valtozo szempontjabol.

b. Hy : D(SYS2|kontroll) = D(SYS2|kiserletil) = D(SYS2|kiserleti2), Levene-test,
p-érték=0.352, a nullhipotézist elfogadjuk.

Hy : E(SYS2[kontroll) = E(SYS2|kiserletil) = E(SYS2|kiserleti2), ANOVA, p-
érték=0.000, a nullhipotézist elvetjiik.

A hérom csoport nem homogén a SYS2 valtozd szempontjabol, eltéré az atlagos
vérnyomas a harom gyogyszer hatasara.

c. corr,(SYS1,SYS2) = 0.143, Hy : a két valtozo fliggetlen, korrelacids teszt, p-
érték=0.61, a nullhipotézist elvetjiik. Nincs statisztikailag kimutathatoé kapcsolat.
95% megbizhatosagu konfidencia intervallum: [—0.398,0.611]

d. a =0.12, b = 130.55, regresszios modell: SYS2 = 0.125YS1 + 130.55 + hibatag,
R-squared=0.020, pocsék az illeszkedés.
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e. MPG =~ 2374/HP+9.73. Ez egy szabalyos regresszio: MPG = 2374/HP+9.73+e¢.
Jo az illeszkedés: R? = 0.84.

f. MPG ~ exp(—0.0046HP + 4.01). Nem szabalyos regresszio:
MPG = exp(—0.0046HP + 4.01) exp(e).

a. Hy : D(HP|Europe) = D(HP|Japan) = D(HP|U.S.), Levene-test, p-érték=0.000,

a nullhipotézist elvetjiik.

H, : E(HP|Europe) = E(HP|Japan) = E(HP|U.S.), Welch-féle ANOVA, p-értek=0.005,
a nullhipotézist elvetjiik.

b. Példaul: HP és SP: pozitiv iranya kapcsolat, HP és MPG: negativ iranyu kapc-
solat.

c. corr,(HP,SP) = 0.97, korrelacios teszt, p-érték=0.000, elvetjiik a fiiggetlenséget,
konfidenciai intervallum: [0.95,0.98].

Linearis regresszi6: SP = 0.23HP + 84.45 + hibatag, R-squared—0.93, nagyon j6 az
illeszkedés. Ha HP=80, akkor SP ~ 0.23 - 80 + 84.45 = 102.85.

d. corr,(HP,VOL) = 0.076, korrelacios teszt, p-érték=0.49, elfogadjuk a fiiggetlen-
séget, konfidenciai intervallum: [—0.14,0.29].

Linearis regresszio: VOL = 0.03HP + 95.31 + hibatag, R-squared=0.006, nagyon
rossz az illeszkedés. Ha HP=80, akkor VOL =~ 0.03 - 80 + 95.31 = 97.71, de ez a
becslés a rossz illeszkedés miatt nagyon pontatlan is lehet.

a. P(férfi) ~ 58.4%. t-proba: p-érték=0, elvetjiik, konf. int.: [0.55,0.61].

b. P(dohéanyzik|férfi) ~ 21%, P(dohanyzik|né) ~ 17%.

Welch-proba: p-érték=0.12, elfogadjuk, nincs szignifikans kiilonbség az aranyok kozott.
Konf. int.: [-0.087,0.011] = [8.7%, —1.1%].

c. P(Cats = 1) ~ 18%, P(Dogs = 1) =~ 22.4%.

Péros t-proba: p-érték—=0.02, elvetjiik. Konf. int.: [-0.081, —0.007] = [-8.1%, —0.7%].
d. Welch-féele ANOVA: p-érték—0.1. Elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikins
eltérés az aranyok kozott.

e.
CatsDogs both  cats dogs  none | Osszes
Gyakorisag 24 156 200 620 1000
Becslés 2.4% 15.6% 20.0% 62.0% | 100%
Hipotetikus ardany | 5% 20% 20% 55% | 100%
Vart gyakorisag 50 200 200 550 1000
Statisztika 13.52  9.68 0 891 | 32.11

x2-proba: p-érték—0, elvetjiik. Az elsé csoport aranyat rontottuk el a legjobban.
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