Irreducibilis polinomok

Segédanyag Diszkrét matematika I11. gyakorlathoz

1. Definicid. Egy (legalabb els6foka) polinomot irreducibilisnek neveziink, ha csak trivialis moédon
(konstans kiemelésével) alakithato szorzatta.

Tehat példaul az 22 + 1 polinom irreducibilis R felett, annak ellenére, hogy 2 (%xQ + %)

2. Tétel. Egy mdsod- vagy harmadfoki polinom akkor és csak akkor irreducibilis eqy T test (pl.
Q,R, C, Zs stb.) felett ha nincs gyoke a T testben.

3. Tétel. o C felett pontosan az elséfoki polinomok irreducibilisek.

o R felett pontosan az elsdfoki és az olyan mdsodfoki polinomok irreducibilisek, melyeknek nincs
valds gyoke (diszkrimindnsuk negativ).

Racionalis szamok felett az irreducubilitas nem ilyen konnyen leirhat6. Egy tételt azonban ta-
nulunk a témaban, melyrdl fontos megfigyelniink, hogy csak elegend§ feltétele az irreducibilitdsnak,
vele egy polinom irreducibilitdsa nem minden esetben mutathatoé ki.

4. Tétel (Schonemann-Eisenstein-kritérium). Legyen f(x) = apz™ + ...+ a1z + ao egész egyiitthatds
polinom. Ha létezik olyan p prim, melyre

pfan, plan_1,an 2,...,a0, p>fag
teljesiil, akkor az f(x) polinom irreduciblis Q felett.
5. Feladat. Adjuk meg a kdvetkezs polinomok irreducibilis felbontésat Q, R és C felett.
(a) 25 + 23 — 62
(b) z° + 822

Megoldds. Kezdjiik az (a) polinommal. Erdemes a feladat szévegében is szereplé Q, R, C sorrendben
haladni, mert ha talalunk Q felett egy szorzatra bontéasi lehet&séget, az R és C felett is egy szorzatta
bontés lesz (Q C R C C miatt). Hasonléan egy R feletti szorzat C felett is szorzat. Kezdjiik tehat
Q-val. Mindig azzal kezdjiik, hogy megnézziik = kiemelhet6-e (és ha igen hanyszor) a polinombol.
Jelen esetben

2® + 2% — 62 = (2 4 2% — 6).

Az z (els6foki 1évén) nem bonthaté tovabb, tehat azt kell megvizsgalnunk, hogy vajon az z+22 —6
polinom irreducibilis-e Q felett. A 4. Tétel kdnnyen ellenérizhetGen nem alkalmazhato, azonban ne
felejtsiik el, hogy ez nem jelenti azt, hogy a polinomunk nem irreducibilis. Vegyiik észre, hogy a



vizsgalando x4 + 22 — 6 polinom olyan, hogy y = 22 jelbléssel az y? +y — 6 polinomba megy &t, mely
méasodfoki, igy konnyen tudjuk kezelni. Hatarozzuk meg ennek az irreducibilis felbontasat. Gyokei
—1+4/1-4-(-6) —-145

y172: 5 = B =2 és —3,

tehat y? +y — 6 = (y — 2)(y + 3), melybe az y = 22 Gsszefiiggést visszahelyettesitve o + 22 — 6 =
(22 — 2)(2? + 3) adodik, azaz ott tartunk, hogy
2° + 2% — 62 = (2 — 2)(2® + 3). (1)

A kérdés most az, hogy az 22 — 2 és 2 + 3 polinomok irreducibilisek-e Q felett? A 2. Tétel szerint
elegendd a polinomok gyokeit megvizsgalnunk. A megoldoképlettel (vagy egy kis gondolkodéssal)
azt kapjuk, hogy

2 —2=(x+V2)(z—V2) & 22+3=(z+iV3)(x—iV3). (2)
A kapott tényezGket megfigyelve azt latjuk, hogy egyik sem Q feletti polinom, tehat
az x° 4+ 23 — 6x polinom irreducibilis felbontasa Q felett z(z? — 2)(2? + 3).

Vizsgalodjunk most R felett. Mivel (1)-t mar tudjuk, indulhatunk innen. A 2. Tétel miatt megint
a masodfoki tényezdk gyokei az érdekesek, de ezeket mar ismerjiik: (2). Latjuk, hogy csak a 22 — 2
polinom felbontasa valds, igy ez alapjan

az x° + 23 — 6x polinom irreducibilis felbontasa R felett z(z + v/2)(z — v2)(z% + 3).

A 3. Tétel alapjan a C feletti felbontéshoz els6foku tényezsket keresiink, melyek az eddigieket
Osszevetve adodnak:

az x° + x> — 62 polinom irreducibilis felbontasa C felett
2z +V2)(@ - V(@ +iv3)(z — iv3).
Az (a) feladatrészt megoldottuk, folytassuk a (b)-vel. Ismét a Q feletti felbontassal kezdiink. Megint
azt nézziik eldszor, hogy w-nek milyen hatvanya emelhetd ki trividlisan: z° + 822 = 22(2® + 8).
A gyakorlaton megtanultunk racionélis gyokoket keresni, ez alapjan azt talaljuk, hogy az 23 + 8
polinomnak gytke a —2, majd egy polinomosztéassal

3+ 8 = (x4 2)(a? — 22+ 4).
A masodfoki tényezs gyokei

294 VA—4.4 24,12 2+2/-3 ,
2 =g =5 -lEivs

12 =

tehat

2 =2z +4=(r— (1+iV3))(z — (1 —iV3)).
Tehat az 2 — 2z + 4 polinom csak komplex tényezdkre bomlik, azaz

az x° + 822 polinom irreducibilis felbontasa Q és R felett x?(x + 2)(z% — 2z +4), C felett
pedig 2%(z + 2)(z — (1 +iV3))(z — (1 —iV/3)).
O
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