Gram-Schmidt-ortogonalizacios eljaras
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Legyenek x = (z1,...,2y) és y = (y1,...,Yyn) mindketten n-dimenzios vektorok, R™ elemei.
Jelolje (z,y) a vektorok standard belss szorzatét, azaz legyen

n
(w,y) =2y = i
i=1

Példaul, ha = = (1,2, -3), y = (5, —7,10), akkor
(x,y) =1-5+2-(=7)+ (-3)-10 = —39.

Az x és y vektorok akkor és csak akkor merdlegesek (ortogonalisak) egymasra, ha (z,y) = 0.
Peéldaul az (1,0) és (0,1) vektorok koztudottan merdlegesek egymasra, és valoban

<(170)>(0a1)>:1'0+0-120.

A Gram-Schmidt-ortogonalizacios eljaras célja: Adott egy vy, ..., v, vektorrendszer. Cé-
lunk egy olyan wuy,...u; (k < n) vektorrendszer elgéllitasa, melynek tagjai egymésra merdlegesek
(ortogonalisak) és [vi,...,v,] = [u1,...,ux|, azaz az u; vektorok ugyanazt az alteret generaljak,
mint a v; vektorok.

A két vektorrendszer elemszama azért nem feltétleniil egyenls (k < n), mert a vy, ..., v, vektor-
rendszer nem feltétlen fliggetlen, az algoritmussal kapott w1, ...u, viszont az lesz, igy lehet kisebb

elemszamau.

Az u vektor v-re vett merdleges vetiiletét jelolje p,(u). Ezt a

képlettel tudjuk kiszdmolni.

A fenti célt megvalositoé in. Gram-Schmidt-ortogonalizacios eljaras a kdvetkezs szamitéasokbol all:
uyp ‘= V1

U := V2 — Py, (v2)

U3 = V3 — Puy (1}3) — Puy (03)

Ug := V4 — Puy (V4) — Puy (V4) — Pug (va)



Up = Un — Puy (Un) — Puy (Un) - pun_l(vn)-

A szamitas soran természetesen hasznaljuk az (1) képletet.

Vegyiik észre, hogy latszélag a kapott wuq,...ux vektorrendszer is n elemii. Ha azonban van olyan
1 <i < n, melyre v; € [v1,...,v;_1], akkor u; = 0-t fogunk kapni, és 6t egyszertien kihagyjuk az
Uy, ... up-k kozil. Ilyen médon csckkenhet a kapott vektorrendszer elemszama.

Ha a feladat ortonormdlt vektorrendszert kér, akkor a kapott vektorokat kiilon-kiilon elosztjuk
a normajukkal, melyet az
[ull = V/(u, w)

képlettel kapunk.

1. Feladat. Hajtsuk végre a Gram-Schmidt-ortogonalizaciot a kévetkezd linearisan fiiggetlen vek-
torrendszereken! Normaljunk is!

(a) (1,0,0), (2,3,0), (1,6,1)
(b) (1,6,1), (1,0,0), (2,3,0)

Megoldas. Figyeljiik meg, hogy a két vektorrendszer (sorrendtdl eltekintve) ugyanaz. (Megjegyez-
ziik, hogy a rendszerekben az elemeknek valojaban nincs is sorrendje.) Tehét elegendd lenne az
egyiket megoldanunk. Azonban ha a felirt sorrendekben haladunk az algoritmussal, megfigyelhet-
jik, hogy algoritmusunk nem ugyanazt a vektorrendszer adja, s6t, az egyik eset sokkal szdmolo-
sabban alakul, mint a mésik. Természetesen minden sorrendben kapott megoldas megfelel§ célunk
szempontjabol. A megoldasok tehat nem egyértelmdek.

(1,0,0) = (2,3,0) — 2(1,0,0) = (0,3,0),
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A normalas:
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