Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara

Halmazrendszerek és alapvets extremalis problémai

2017. Elsad6: Hajnal Péter

1. Sperner-rendszerek és Sperner-tétel
Definicié. S Sperner-rendszer V' (n := |V|) felett, ha barmely E, E' € S-re E ¢ E'.

A témakor {6 kérdése: Mekkora lehet V' felett a legnagyobb elemszamt Sperner-
rendszer?

Példa. Barmely 0 < k < n esetén S = (Z) = {R C V : |R| = k} Sperner-rendszer.
Ennek (}) eleme van. k = [n/2] esetén kapjuk a legnagyobb elemszamu rendszert.

1. Tétel (Sperner-tétel). A V feletti Sperner-rendszerek mazimdlis elemszdima
(jnyzy)-

A tétel kdzponti jelentGségii. Két bizonyitast is adunk ra.
I. Bizonyitéas:

Sziikséges van egy lemmara, amihez bevezetiink egy fogalmat:

Definicié. Legyen H egy n elemt V feletti halmazrendszer. Ekkor H f-vektora az
a (fo, f1,-.., fn) vektor, amely f; komponense megmondja, hogy hany ¢ elemd él
szerepel H-ban.

A lemma Sperner-rendszerek f-vektorarol allit egy fontos egyenlGtlenséget:

2. Lemma. (LYM-egyenlitienség) Legyen S egy Sperner-rendszer V- felett. Ekkor

f-vektorara
\4

fio_
2t

i=0 \1

Megjegyzés. A lemma elnevezése onnan ered, hogy Lubell, Yamamoto és Meshalkin
bizonyitotta egymastol fiiggetelniil. Neveik kezdgbettiibdl allitottak Ossze a hivat-
kozast. Gyakran Bollobas Béla nevét is a lemmahoz fiizik, aki egy rokon allitast
igazolt hasonl6 modszerrel.

Bizonyitas. (LYM-egyenl6tlenség) Legyen 7 egy tetszleges V' — [n] bijekcio, és
E € S tetszoleges elem. Szamoljuk ssze azon (w, E') parokat, melyekre 7(E) [n]-
nek egy kezddszelete.

Ha minden egyes F € S-hoz megszamoljuk az 6sszes jo m sorbarendezést, akkor
azt kapjuk, hogy > o ¢ |E|!- (n — |E|)! ilyen par van.

Legyen most 7 tetszdleges sorbarendezés. Mivel a tartalmazas relacié teljes ren-
dezés [n] kezddszeletein, ezért ha w(F1), m(FEs) kezdGszelete [n]-nek, akkor By C Es
vagy E» C E;. Igy ha 7 sorbarendezés, akkor legfeljebb egy E halmaz esetén lehet
7(E) kezd&szelete [n]-nek.

Halmazrendszerek és alapvets extremalis problémai-1



Az el6zével Osszevetve:

STIE| (n— |E])! <l

EesS

Mindkét oldalt n!-sal osztva kapjuk a lemma allitasat. |

Sperner-tétel bizonyitasa a LYM egyenl6tlenséghdl:

Vi Vi
1> > E — ,
B i=0 (?) B i=0 ([n72}) ([n72])

II. Bizonyitas Sperner-tételre
A tétel masodik bizonyitasdhoz bevezetiink néhany 1j fogalmat:

Definicié. Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. Ekkor L C P lanc, ha L barmely
két eleme Osszehasonlithato.

Definicié. Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. Ekkor A C P antilanc, ha A
elemei paronként nem 6sszehasonlithatok.

Eszrevétel. A (P(V), C) feletti antilancok pontosan a V' feletti Sperner-rendszerekkel
egyeznek meg.

Eszrevétel. Barmely L lancra és A antilancra |[PNA| < 1.

3. Kovetkezmeény. Amennyiben adott Ly, Lo, ..., Ly ldncok, melyek lefedik P-t, ak-
kor bdrmely P feletti antildnc legfeljebb k elem lehet.

4. Kovetkezmény.
max (|4]) < min k
A antilanc Li,La,...,Lg lancfedés

Célunk a kovetkez6 lemma igazolasa, amibdl korabbi észrevételeink alapjan Sper-
ner tétele kovetkezik.

5. Lemma. (P(V), C)-en létezik ([n%]) lancot tartalmazo lefedés.

Az alabbi fogalmat azért vezetjiikk be, hogy a céllemmanéal erésebb, de a teljes
indukciés bizonyitashoz jobban illeszked§ véltozatot mondjunk ki.

Definicié. L ¢ P(V), L : Ly C Ly C ... C L; szimmetrikus lanc, ha van olyan 1,

6. Lemma. (P(V), C)-nak létezik diszjunk szimmetrikus lancokkal valo fedése.

Megjegyzés. A szimmetrikussidg miatt minden lancban szerepel egy [n/2] elemszé-
mu halmaz. Igy a felhasznalt lancok szama sziikségszeriien (Ln72 J)'

Lemma bizonyitasa. |V|=1,2,3 esetén trividlisan teljesiil az allitds. Az induk-

cios lépéshez legyen |V| > 1. Ekkor: V = VyU{u}, ahol Vp-rél mar tudjuk hogy
létezik ilyen fedés.
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P(V)=PVo)U{R CV :u € R}. Legyen P(Vy) = L1UL,U...ULy az indukcios
feltevésbdl. Ekkor az £, : Ly C Ly C ... C L; lancbol az alabbi lancok képezhetk:

Ly:Liu{u} C LyoU{u} C...C Lj—1U{u},

valamint
L)L CLyC...CL;CLjU{u}.

Lathato, hogy ezek szimmetrikusak a VU {u} alaphalmazra, paronként disz-
junktak. Igy a tétel allitasat igazoljak. Ebbdl adodik a lemma és igy a Sperner-tétel
is.

Megjegyzés. Ugy ttinik mintha induktiv /rekurziv konstrukcionk kézben lancaink
szama mindig megduplazodott volna. Pedig a lancok szama nem ketté hatvanyként
novekszik, szamuk (LnT/LZ J)' A latszolagos ellentmondas feloldéasa, hogy L. lehet iires
is.

2. Sperner-rendszerek és részbenrendezett halmazok

Eszrevettiik, hogy egy ,kicsi” lanc fedés garantalja, hogy részbenrendezett halma-
zunkban nem lehet ,tul nagy” antilanc. Hasonléan egy ,kicsi” antilanc fedés ga-
rantalja, hogy részbenrendezett halmazunkban nem lehet ,tdl nagy” lanc. Célunk
annak belatassa, hogy ezen észrevételen alapuld bizonyitasi séma ,,teljes”.

7. Tétel. Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz.

(i)

max (|L]) = min k
L ldnc A1, Ag, ..., A antilancfedés
(ii) (Dilworth-tétel)
max (|A|) = min
A antildnc L1, La, ..., Ly lancfedés

A tétel mésodik része okozza a valodi nehézséget. Ez a kombinatorika egyik
alaptétele.

Bizonyitas. Mindkét allitas kettébonthaté bal és jobb oldala kozotti két irdnyt
egyenlStlenség igazolasara. Mint megjegyeztiikk mindkét esetben a maximalizala-
si feladat optimuma nyilvanvaloan kisebb a minimalizélasai feladaténal. A méasik
iranyu egyenlGtlenségeket kell igazolnunk.

(i) Legyen M = maxy, 1anc(|L|)

Minden x € P-hez rendeljiik hozza az z-et maximaélis elemként tartalmazo lancok
kozott a legnagyobb méretét. (Jol definialt az érték, hiszen {z} mindig egy x-et
maximaélis elemként tartalmazo lanc.) A hozzarendelés értékkészlete {1,2,..., M}.
Legyen A; (i = 1,2,...,M) azon P-beli elemek halmaza, amikhez az i értéket
rendeljiik hozza. Igy M halmazzal fedjiik le P-t. Ha belatjuk, hogy mindegyik
A; antilanc, akkor készen vagyunk. Ez indirekten konnyen adodik, ha x < y és
x,y € A;, akkor az x € A;-t bizonyité i elemt lanchoz y-t adva egy olyan 741 elemd
lancot kapunk, amely ellentmond az y € A; feltevésnek.

(ii) Legyen M = max{|A| : A antilanc} ésm = min{k : Ly, Lo, ..., Ly feds lancok}.
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(P, <) alapjan definidlunk egy B paros grafot. Cstcshalmaza {{p*,p~} : p € P}
kételemi halmazok diszjunkt unidja. A két szinosztalya FF = {p* : p € P} és
A={p :pe€ P}. ptés q akkor és csak akkor van Gsszekotve, ha p > ¢. Célunk,
hogy belassuk v(B) = |P| —m és 7(B) = |P| — M. Ezek utan mar adodik az allitas
Koénig tételébdl.

Egy lancfedésben szereplés L : ¢ > ¢, > ... > {; lancnak megfeleltethetk
az (F0; 0305, ... 05 07 ¢lek. Ezt az dsszes lancra megtéve |P| — m élt kapunk,

amelyek egy parositast alkotnak. A konstrukciénk megfordithaté: egy M pérositas
ptq~ éleibol képezziikk a P cstcshalmazon a pg éleket. Az igy kapott graf utak
egy rendszere lesz. A komponensek ponthalmazai lancok, amelyek lefedik P-t. Igy
adodik a v(B) = |P| — m osszefliggés.

Legyen A egy maximalis elemszami antilanc. P — A elemeit osszuk két részbe.
L~-t alkossak azok a cstcsok, amelyek valamelyik A-beli elemnél kisebbek. LT-t
alkossék azok a cstucsok, amelyek valamelyik A-beli elemnél nagyobbak. Nyilvan L™
és L~ diszjunkt, tovabb4 egyiitt kiadja P — A-t. R={pT :pe LT}U{p~ :pe L™}
egy |P| — M méret lefogo6 halmaz.

A gondolatmenet megfordithato: Minden R C V(B) meghatéarozza P egy felosz-
tasat négy részre

P = PY(R)UP(R)UP*(R)UP°(R)
aszerint, hogy p € P esetén {p*, p~} hogy viszonyul R-hez. Ekkor
R={p :pe PT(R}IU{p" :pe P (R)}U{p~.p" :p € PE(R)}.
Ha R lefogo, akkor P°(R)-nek antilancnak kell lennie. Ha |R|-t minimalisnak sze-
retnénk, akkor PE(R) optimélis valasztésa (). [

3. Sperner-rendszerek és perfekt grafok

Dilworth-tétel egy grafelméleti megfogalmazéaséat nézziik. A (P, <) részbenrendezett
halmaznak megfeleltetiink egy G, 6sszehasonlitasi grafot. Ennek az egyszert grafnak
a cstucshalmaza P és két cstes akkor és csak akkor 6sszekotott, ha 6sszehasonlithatok.

A fent bevezetett részbenrendezett halmazokkal kapcsolatos optimalizalasi kér-
dések szoros kapcsolatban vannak grafelméleti optimalizalasi feladatokkal.

Eszrevétel. e maxy janc(|L|) = w(Gp),

e ming, 4, ... 4, = X(Gp),
® INnaxzg antilz’mc(|AD = &(GP> = W(G—P)7

7777 Lk = X(G—P)
Az el6z6 tétel kapesolatai vezetnek el a kovetkezd grafelméleti fogalomhoz:

Definicié. Egy G graf perfekt, ha minden F' feszitett részére (csak csucselhagyasok-
kal nyerhet6 részgrafja) w(F') = x(F).

A korabban bebizonyitott tétel ekvivalense a kovetkezd:

8. Tétel. Legyen Gp egy (P, <) egy részben rendezett halmaz dsszehasonlitdsi grifija.
Ekkor

(i) Gp perfekt,
(ii) Gp perfekt.
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4. Metsz6 halmazrendszerek, Erd6s—Ko—Rado-tétel

Definicié. Egy halmazrendszert metszének neveziink, ha bamely két éle metszi egy-
mast.

Azaz egy halmazrendszer metszd, ha tiltjuk a diszjunkt élpéarokat.

Az alap extremalis kérdés, hogy milyen sok éle lehet egy n elemti ponthalmaz fe-
letti metsz6 halmazrendszernek. Mint kideriil egy kozépiskolas veresnyfeladat szintd
problémarol van szoé.

Példa. Legyen x € V. H alkossa az Osszes x-et tartalmazé halmazt. H nyilvan
metsz6 és |H| = 2IVI=t = 2n-1,

Példa. Legyen V egy n elemi halmaz, ahol n paratlan, n = 2k + 1. H alkossa az
osszes legaldbb k + 1 elemt halmazt. H nyilvan metsz6 és |H| = 2/VI=1 = 271,

Hasonlo példa adhato, ha az alaphalmaz pontszama paros és a pontosan |V|/2
elemid halmazok altal alkotott komplementer parok mindegyikébdl csak egyiket rak-
juk H-ba, a tébb mint |V]/2 elemd halmazok mellé.

A fenti két példa extremalis.

Eszrevétel. Egy n elemt V' halmaz feletti metsz6 halmazrendszerek legfeljebb 27!
élt tartalmaznak.

Valoban: V' 2" darab részhalmazat 27! darab komplementer halmazparra oszt-
hatjuk. Ezek mindegyikébdl legfeljebb egyet tartalmazhat metszé halmazrendsze-
riink.

Joval nehezebb kérdést kapunk, ha k uniform halmazrendserekkel dolgozunk.
k > |V|/2 esetben itt sem lesz gond: az Osszes k-as metsz6 rendszert alkot. & < |V]/2
esetben azonban egy alaptétel valaszolja meg kérdésiinket.

9. Tétel (Erd6s—Ko—Rado-tétel). Legyen k < n/2. Legyen H eqy metszd
halmazrendszer eqy n elemd V' csicshalmaz felett. Ekkor

n—1
<
e (o)

Becslésiink a lehetd legjobb, amit egy x elemet tartalmazo 6sszes k elemt halmaz
mutat.

(Katona Gyula bizonyitdsa). Elszor egy modositott feladatot vizsgalunk: K-t al-
kossa egy kor n pontja. Ezen pontok kézott van egy éra mutato jarésa szerinti rako-
vetkezés, ami pontjaink egy vg, v1, ..., v,_1 sorrendjét eredményezi, ahol az indexek
aritmetikdja modulo n értends. I C K = {vg,v1,...,v,_1} esetén azt mondjuk,
hogy I az [a, z] iv, ha [ tartalmazza a-t és rakovetkezsit, z-ig bezarolag, azaz létezik
ie{0,1,....,n—1}yés £ € {1,...,n}, hogy I = {v;,vis1,...,vize_1}. L= |I| az I
iv hossza. Hany k hosszui iv valaszthato ki ugy, hogy metszd rendszert alkossanak?

Erre a kérdésre a valasz egyszertibb mint a tételbeli kérdésre: k iv kivalaszthato
(példaul [aq, agl, [ag, akl, - . ., [ak, agk—1]), tobb nem. Valoban: Ha I = [a;,. .., a1 k1]
egy iv rendszeriinkbél, akkor a tobbi {viink mindegyik metszi [-t. Az I-t metsz6
iveink & — 1 komplementerparba oszthatok: egy tipikus par az a;-ben végzdds és

Halmazrendszerek és alapvets extremalis problémai-5



a;jr1-ben kezdsds két fv. (Itt hasznaljuk, hogy 2k < n.) Igy valéban nem lehet
1+ (k — 1)-nél t6bb iviink.

Ezen észrevételt a LYM egyenlGtlenség bizonyitasahoz hasonlé otlettel alkalmaz-
zuk a tételbeli allitasra:

Legyen H egy k-uniform metsz6 halmazrendszer. Legyen 7 egy bijekcio V' (H
alaphalmaza) és az el6z6 korszertien rendezett K halmaz kozott. Szamoljuk Gssze
azon (m, E') parokat, ahol E € ‘H ¢s w(E) egy iv. Az Osszeszamolast kétféleképpen
végezzik el.

El6szor adott F-hez nézziik meg héanyféleképpen valaszthaté olyan 7, hogy a
megfelel§ par szamolando legyen. Egyszerti latni, hogy 7(F) egy k hosszu v, amire
n lehetGség van. Ennek lerogzi;tés utan k!- (n — k)! darab jo bijekcio lesz. Az Gsszes
par szamara

> nckl(n— k)= [Hn - kl(n — k)
EcH
adodik.

Masodszor adott m-hez nézziik meg hany él vezet Osszeszdmoland6 parhoz. Itt
lesz hasznos a korabbi egyszertsités. Az alapjan legfeljebb k-t kapunk. Azaz az
Osszes par szamara LEGFELJEBB

kn!

adodik.

A kétféle valasz Osszevetése rendezés utan adja a tételt. [ |

5. Napraforgok (A - rendszerek), Erdés—Rado-tétel
Definicié. Hy, ..., H, egy s szirmi napraforgd (vagy A-rendszer), ha minden i # j

esetén (i,j € {1,...,s}) H;NH; = ﬂHk A T = (;,_, H, halmazt a napraforgo
k=1
tanyérjanak nevezzik.

Igy példaul s darab paronként diszjunkt halmaz rendszere s szirmt napraforgo.
A napraforgok témakorének az alapkérdése az, hogy ha adott egy k-uniform
halmazrendszer, amiben nincs s szirmu napraforgé, akkor annak legfeljebb hany éle

lehet?
Egy fels becslést ad a kovetkezd tétel.

10. Tétel (ErdGs - Rado). Legyen H k-uniform halmazrendszer, ami nem tartal-
maz s szirmi napraforgot. Ekkor |H| < (s — 1)Fk!

Bizonyitas. k szerinti teljes indukcioval bizonyitunk, mégpedig a tétel kovetkezs
alakjat: Ha H k-uniform és |H| > (s — 1)¥k!, akkor H-ban van s szirmi napraforgo.
A k = 1 eset trivialis, figyelembe véve, hogy egy 1-uniform halmazrendszer elemei
diszjunkt egy-egy pontot tartalmazé élek és igy barmelyik s él s szirmt napraforgot
alkot.
Tegyiik fel, hogy (k — 1)-re igazoltuk az allitast. A k-ra valo lépéshez sziikség
lesz a kovetkezG lemmaéra.

11. Lemma. Legyen H k-uniform halmazrendszer ést € {2,3,...}. Ekkor a kévet-
kezdk valamelyike teljestil:
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(i) létezik t diszjunkt él,

1) van olyan v € V', hogy v-n legald —< €l halad dt.
i I V, h legalabh 71 €l halad d

A lemmabol kovetkezik a tétel allitdsa. Alkalmazzuk ¢ = s-re a lemmat. Ha
(i) teljesiil, akkor van s diszjunkt él, ami egy s szirmu napraforgot jelent. Ha (ii)
teljesiil, akkor legyen H = {E\{v} : v € E € H}. (Vagyis a v-t tartalmaz6 élekbol
kivessziik v-t.) Nyilvanvaloan H (k — 1)-uniform és

~ |H| (s — 1)*K!

H > FE 1) > Y = (s —DF Yk - 1)

Az indukciots feltevés alapjan H-ban van s szirmd napraforgo, jelolje ezt Sy, ..., S;.
Ekkor Sy U{v},...,Ss U{v} s szirmta napraforgé H-ban.

Mar csak a lemmat kell bizonyitani.

Valasszunk maximalis szamu paronként diszjunkt élt (vagyis minden élnek legyen
nemiires a metszete valamely kivalasztot éllel). Legyenek ezek Ei, Es, ..., E..

Ha 7 > t, akkor kovetkezik (7). Ha 7 < ¢, akkor legyen A = UE’ Nyilvan
i=1
|A| = Tk, igy létezik olyan A D A, hogy |A| = (t — 1)k. Legyen v € A olyan cstcs,
amin maximaélis szamu él halad at. A skatulyelv alapjan ezen a v-n legaldbb % él
halad at, tehat ekkor (i) teljesiil.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. [ |

A tétel s = 3 esetén 2Fk!-t ad felsS becslésként az élek szamara. Ez exponenci-
alisnal gyorsabb névekedési becslés. A legjobb konstrukcié exponencialis sok k-élt
tartalmaz.

Konstrukcio. Legyen V' = {ay,as,...,a,}U{b1,bs,... ,bp}. H tartalmazza azokat
az éleket, amelyek minden {a;, b;} (i = 1,2,... k) halmazt pontosan egy elemben
metszenck. Konnyti latni, hogy H egy 2 éli k uniform halmazrendszer.

Azt allitjuk, ogy H nem tartalmaz harom szirmid napraforgot. Egy elképzelt
napraforg6 T tanyérja minden élnek része, azaz minden {a;, b;} (i = 1,2,...,k)
halmazt egy vagy nulla elemben metsz. Masrészt nem lehet £ elemt, azaz kell lenni
olyan i-nek, hogy T diszjunkt legyen {a;,b;} halmaztél. Hogyan metsz a harom
szirom a {a;,b;} halmazba? Diszjunktan kell metszeniiik és persze egy elemiinek
kell mindharom metszetnek lenni. Az elképzelt napraforgé nem létezhet.

6. APPENDIX I: Halmazrendszreek és linearis al-
gebra, Fisher-egyenlGtlenség

Definicié. Egy H halmazrenszer V felett. H A-metsz6, ha teteszleges kiilonbozé
A, B € H esetén |[AN B| = A.

Példa. Legyen A =0 és H = {0,{vi},...,{va}}.
Koénnyen belathato, hogy |V| = n és A = 0 esetén ez a legnagyobb halmazrend-

szer ami 0-metsz8. A tovabbiakban A > 1.
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Pelda. A\ =1,V = {{vy, ..., v 1}, {v1, vn}, {vo, v}, {vs, 00}, - {1, 00 }}

Példa. \ = 1 és a Fano-sik: Hét pontja van V' = {P, P, P3, Py, P5, P;} és H =
{{P17P27P3}7{P37P47P5}7{P17P57P6}7{P17P47P7}7{P37P67P7}7{P37P57P7}7{P27P47P6}}'
Az alabbi abra talan szemléletesebb.

12. Tétel. Legyen A > 1 és F egy A\-metszd halmazrendszer eqy V' alaphalmaz
folott. Ekkor
|FI < V]

Bizonyitas. Ha van olyan él F-ben, amely elemszama kisebb mint A\, akkor més él
nem is lehet F-ben, az allitas trividlis. Ha van olyan F' él, amely elemszama éppen
A, akkor minden mas ¢l tartalmazza F-et. A tobbi E ¢l esetén az E \ F' halmazok
paronként diszjunkt, nem fires részhalmazai V' \ F-nek. Igy legfeljebb |V|—|F| ilyen
halmaz lehet. Az Gsszes él szama legfeljebb 1 + (|V| — X) < |V|. A tovabbiakban
feltessziik, hogy minden él t6bb mint A (legalabb A + 1) elem.

Egy F € F esetén xp az F C V halmaz karakterisztikus vektora (yp € RV =
R™). Belatjuk, hogy a xr vektorok (F' € F) linearisan fiiggetlenek. Ebbgl nyilvan
kovetkezik az allitas.

Legyen Mz az a matrix, amely sorait a g (F € F) vektorok alkotjak. Mérete
|F| x |V]. Mi lesz az Mz - MJ matrix? A métrix elemei a xpxp = |F N F|
skalarszorzatok lesznek. Mivel F egy A-metsz6 halmazrendszer, ezért a fGatlon kiviil
A-k szerepelnek. A féatloban éleink méretei szerepelnek. Azaz (m = | F|):

VS D U A
A Al A A A
AN Ay .. A A
A A A A A
A XA A A

Beléatjuk, hogy ezen maétrix sorai linearisan fiiggGek. Ebbdl kovetkezik az allitas.
Valoban xp-ek (azaz Mz sorai) kozotti nem trividlis linearis Osszefiiggés 6roklédik
MzM7 soraira is.

Vegyiik a fenti matrix sorainak egy linearis kombinacidjat (az i-edik sor egytitt-
hatoja legyen «;). A linearis kombinaci6 j-edik komponenese:

QA4 ik = | Ajl— oA+ ) i = a; (|4 =N+ aid = o (JA;| = A)+A.
Qi i=1 i=1
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Ebbdl, ha a 0-vektort kombinaltuk ki, akkor

_ —A
[Ajl = A

2%

A 0-vektor kikombinédlasanal nyilvan nem hasznalhattunk olyan egyiitthatokat, ame-
lyek elGjele ugyanaz volt. Igy sziikségszeri (a tortek nevezsirdl tudjuk, hogy poziti-
vak), hogy A = 0. Igy minden «; értéke is 0. Ez éppen a sorok lineéris fiiggetlene-
sége. [ |

Az Erdés—Ko—Rado-tétel és a Fisher-egyenl6tlenség is ,,metszet-feltételekkel”
rendelkezd halmazrendszerekrdl szolo tétel. A témakor nagyon virdgzo, sok fontos
eredmény sziiletett az ilyen kérdések vizsgalatdabol. Ezen tételek a kombinatorikdn
kiviil is nagy hatastak. A linearis algebrai modszer (példaul a Fisher-egyenl6tlenség
bizonyitasa) egy fontos modszerré valt a kombinatorikdban.

7. APPENDIX II: Vapnyik—Cservonyenkisz-dimenzi6

Definicié. Legyen H halmazrendszer V felett, A pedig V' egy részhalmaza. Ekkor
legyen TraH = {ENA: E € H} aH halmazrendszer A-ra vett nyoma.

Vilagos, hogy Tr,H C P(A). Abban az esetben, amikor TryH = P(A), azt
mondjuk, hogy A telitett. A H halmazrendszer Vapnyik—Cservonyenkisz-dimenzidjan
a dimycs H = max{|A| : A telitett} szamot értjiik.

13. Tétel (Vapnyik—Cservonyenkisz). Legyen H halmazrendszer[n] = {1,2,... ,n}
felett, t pedig pozitiv egész ugy, hogy teljesilion H elemszdmdra a |H| > 1+ (?) +
(g) +...+ (tfl) egyenldtlenség. Ekkor dimy o, H > t. Mds szavakkal megfogalmazva
létezik t elemi telitett halmaz H-ban.

Még a tétel bizonyitasa el6tt vegyiik észre, hogy a tételben megadott korlat éles.
Tekintsiik ugyanis azt a halmazrendszert, amelyre teljesiil, hogy H = {R C [n] :

|R| < t}. Vilagos, hogy |H| =1+ (}) + ...+ (,",), és ugyanakkor H-ban nincs ¢

c s

¢l megléte sziikséges feltétele A telitettségének, de |A| = ¢, igy ez a feltétel nem
teljesiil.

A tételre két bizonyitést is adunk.
1. Bizonyitas. n szerinti teljes indukcioval dolgozunk.

n = l-re trividlisan igaz a tétel allitasa.

Felhasznalva azt az ismert Osszefliggést, hogy (Z) = (";1) + (Zj), adodik a
feltételbol:

17| > [<n51)++<?:21)]+[1+<n11)++<?:11)}

Jelolje Ly és Loy a két fenti szogletes zardjeles kifejezést.

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: Hy = {F € H :n ¢ E,EU{n} € H},
Hy = H — Hy, 6s legyen Hy = {E\{n} : F € Ha}.

Vilagos, hogy H,, H, halmazrendszer [n — 1] felett. Mivel H; és Hy diszjunkt és
elemszamuk dsszege |H| > Ly + Lo, vagy (i) |Hy| > L1, vagy (i) |Hao| = [Ha| > Lo
teljesiil.
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Ha (i) igaz, akkor az indukcios feltevés alapjan létezik A C [n — 1] t — 1 elemd
Hi-re nézve telitett halmaz. Nem nehéz latni (mivel £ € H; esetén E és EU{n} is
¢l H-ban), hogy AU {n} ekkor telitett lesz H-ra nézve (és persze t elem).

Ha (ii) igaz, akkor az indukcios feltevés szerint van A C [n — 1] ¢ elemt Ho-
re nézve telitett halmaz. Ez definici szerint azt jelenti, hogy minden R C A-hoz
létezik E € Hs, amire ENA = R. Viszont minden E € Hs-hoz létezik egyértelmiien
egy By € Ho: ez vagy E, vagy E'U {n}. Mindkét esetben Fy N A = R, vagyis A
H-ra nézve is telitett. A
2. Bizonyitas. Nevezziink egy halmazrendszert lefelé zdrtnak, ha E € H és F C E,
akkor I’ € H is teljesiil.

Ha H lefelé zart, akkor a tétel allitasa egyszertien kovetkezik: a feltételek miatt
van H-ban legaldbb ¢ elemi él, ugyanakkor pedig a lefelé zartsag miatt minden él
telitett.

Definialjuk a kévetkezs S; leképezést: ¢ € V., E € H-ra S;E = E\{i} ha E\{i} ¢
H és S;E = F kiilonben. Legyen tovabba S;H = {S;F : E € H}.

Vegyiik észre, hogy |H| = |SiH| a definiciobdl egybdl kovetkezd modon. Nem
nehéz latni azt sem, hogy ha ‘H nem lefelé zart, akkor van olyan ¢, hogy S;H # H.
(Ha nem lefelé zéart, akkor van olyan F és F, hogy ' C F és E € H de F ¢ H.
Ekkor tetszéleges ¢ € E\F megfelel.) A harmadik észrevételt kiilon lemmaként is
kimondjuk.

14. Lemma. |[TraH| > |TraS;H| mindig teljesil.

Ezen észrevételekbdl kovetkezik a tétel. Tetszoleges H = Hi-hez 1éteznek olyan
i1,12, ... elemek, hogy Hy # Hiy1 = Si Hi, vagyis iteraltan végrehajtjuk az S
transzformaciot tgy, hogy mindig valtozzon a halmazrendszeriink. Nyilvan véges
sok lépésben elakad a lanc, mert minden lépésben csokken az élek elemszamanak
az Osszege. Legyen az utols6 halmazrendszer H,. Ez az eddigiek szerint lefelé zart,
és éleinek a szama teljesiti a tétel feltételét. Igy van benne t elemi él, A. Ekkor
A telitett H,-re nézve, nyoma 24! elemtd. A lemma alapjan A #;-re vett nyoma is
legaldbb ennyi elemt, azaz A telitett.

Mar csak a lemma bizonyitasa van hatra. Ha i ¢ A, akkor TraH = TraS;H
nyilvanvaloan teljestl.

Ha i € A, akkor A részhalmazait allitsuk (R, R U {i}) parokba, ahol i ¢ R. Ha
egy F ¢él A-beli nyoma az egyik parba esik, akkor S; E nyoma is ugyanehhez a parhoz
tartozik.

Belatjuk, hogy minden par hozzajarulasa T'r 4 H-hoz legalabb annyi, mint T'r 4.5;H-
hoz. Egyediil az jelenthet probléméat, ha R és R U {i} is benne van Tr4S;H-ban,
de TraH-ban csak az egyikiik szerepel. Azonnal latszik, hogy ez utébbi sziikség-
képpen R U {i}. Azonban ha R nem szerepel T'r4H-ban, akkor minden olyan E él,
amelyre £ N A = RU{i}, feltétlenil S;F = E\{i}. Ez ellentmond annak, hogy
RU{i} € TraS;H és igy a lemmat is igazoltuk, teljessé téve a bizonyitéast.
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