Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara

Fokszamsorozatok

2017. Elsad6: Hajnal Péter

Az el6adas a BSc Kombinatorika kurzus folytatésa. Sokszor vissza kell utalnunk,
fel kell idézniink ott elhangzott fogalmakat, Osszefiiggéseket. Az ilyen ,,emlékeztetSk”
rendszeresen megszakitjak az elGadast.

Emlékeztetd. Idézziink fel néhany fontos grafelméleti fogalmat. Grafnak nevezziik
azokat a (V, E,I) harmasokat, ahol V és F tetsz6leges diszjunkt halmazok, [ C
V x E illeszkedési relacio. A V halmazt a graf csicshalmazéanak, E-t élhalmaznak
nevezzik. Azt mondjuk, hogy a v csucs illeszkedik az e élre, ha (v,e) € I. Az
illeszekdési relacio olyan, hogy minden élre egy vagy két cstcs illeszkedik.

Az egyetlen cstcsra illeszedd éleket hurokéleknek nevezziik. Ha e; és ey olyanok,
hogy ugyanazon csucs(ok)ra illeszkednek, Gket parhuzomos éleknek nevezziik. Az
olyan grafokat, amelyek nem tartalmaznak hurokélt és parhuzamos éleket, egyszerd
grafoknak hivjuk.

Egy cstucs fokan a cstcsra illeszkedd élek szamat értjiik, ugy szamolva, hogy
minden hurokél kétszer illeszkedik egyetlen pontra.

1. Fokszamsorozatok

Definicié. A dy, ..., d, szamsorozatot a G graf fokszamsorozatanak nevezziik, ha G
fokainak nemcsokkend sorozata. Specidlisan n = |V|, dy > ... > d,, teljesiil.

Alternativ jelolésként d; = d,,qz, illetve d,, = d,,in jeloléseket is hasznaljuk. Meg-
jegyzezziik, hogy a fokszamsorozatbol a graf élszdma is kiolvashato az Y - | d; = 2|E|
osszefiigges alapjan. Ugyanez az Osszefiiggés mas formaban dgag = (O 1y di)/n =

ALAPKERDES: Adott (d;), szamsorozat mikor lesz valamely G graf fokszamso-
rozata? (Ekkor azt mondjuk, hogy a sorozatot realizalja a G graf.)

Természetesen egy realizalhatd sorozat elemei mindig természetes szamok. A
tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a realizalhatosag szempontjabol vizsgélando
sorozat természetes szdmokat tartalmaz.

Amennyiben a kérdésre igenl§ a vélasz szinesithetjiik probléméankat. Kérhetjiik
egy realizalo graf megadasat, illetve az Osszes realizalo graf felsorolasat. A realizalo
grafot kereshetjiik bizonyos feltételt, specilis grafok kozott.

Amennyiben G-re semmilyen kikotést nem tesziink, az alap dontési kérdésre a
valasz egyszert.

1. Allitas. A (d;)?_, szdmsorozat pontosan akkor realizdlhatd, ha > 7, d; pdros.

Az egyszerti bizonyitas (ami egy gyakorlo feladat) a hurokélek lehet&ségét erdsen
kihasznalja.

*
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Természetesen adodik a kérdés, hogy mi a helyzet, ha hurokéleket nem engediink
meg. Vagy altalaban: Mikor realizdlhato természetes szamok egy adott sorozata egy

specialis feltételekkel rendelkezd graffal? A kovetkezSkben ilyen kérdéseket vizsga-
lunk.

2. Tétel. A (d;)! | csokkend szamsorozatl pontosan akkor realizalhato hurokél nélkili
griffal, ha

1. >°" ., d; pdros, és
2.dy <dy+d3---+d,.

Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy (d;)?_; realizalhato hurokél nélkiil. Ekkor az
1. feltételrsl lattuk, hogy teljestil. A 2. feltételhez tekintsiik a realizalo graf d;-
hez tartozo csucsét, ez d; élre illeszkedik. Maésrészt az Gsszes tobbi cstucs Osszesen
dy+ -+ +diy +diy1 + ... + d, élre illeszkedik. A hurokélek kizardsa miatt az
el6bbi csticson atmend élek mind illeszkednek egy mésik cstcsra is, tehat legfeljebb
di+---+d;_1+d; 1+...+d, van belsliik. Igy n feltételt kaptunk: fokszamsorozatunk
mindegyik eleme legfeljebb annyi mint a tobbi fok 6sszege. Ezek koziil csak az nem
nyilvanvalo, amikor a kivett cstics foka a maximalis. Ez éppen a 2. feltétel.

A masik iranyt Y . | d; szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. ElGszor tekintsiik
az elfajulo esteket: ha d; < 1, akkor az allitas kénnyen lathato (fokszamsorozatunk
egy parositassal realizalhato). Ha n = 1, akkor a 2. feltételbsl d; = 0 adodik
(az iires Osszeg értéke 0). Ha n = 2, akkor a 2. feltételbdl d; = dy adodik, igy a
két csics kozott dy darab parhuzamos élt tartalmazo graf realizélja a sorozatot. A
tovabbiakban igy feltessziik, hogy n > 3 és dy > 2 (egyben dy > 1).

A D" d; = 0 esetet ismét realizalja az n ponta, iires élhalmazi graf.

Legyen m := > "  d;. Tegyiik fel, hogy > ", d; < m esetén két feltételiink
garantalja a hurokél nélkiili realizaciot.

Vizsgaljuk a

dy—1,dy —1,ds,...,d,

sorozatot.

Ez nem sziikségszertien csokkend. Maximalis eleme d; —1 vagy ds (amikor is d; =
dy = ds). Mindkét esetben a két feltételiink teljesiil a sorozatra. Igy alkalmazhato
az indukcios feltevés: az 1j sorozat realizalhaté hurokél nélkili graffal. Ennek két
kiilonb6z6 cstcsa di — 1 és dy — 1 foku. Ezeket egy plusz éllel 6sszekotve olyan
grafhoz jutunk, amely a bizonyitandét adja. |

Megjegyezziik, hogy az indukciés bizonyitasbol konnyen kiolvashato egy rekurziv
algoritmus, amely az adott feltételeknek elegettevd sorozathoz egy megfelels realizalo
grafot konstrual.

*

Most attériink a joval nehezebb kérdésre, amikor is a realizalo grafot az egyszert
grafok kozott keressiik.

3. Lemma. Ha a (d;)!, csokkend szamsorozat realizalhato egyszerd grdffal, akkor

van olyan realizdlo eqyszerd grdf, amely csicsai vq,...,v,, ahol d; = d(v;), és a
vy csics szomszédai pontosan a Ve, Vs, ..., Vg 11 csucsok. (A realizdlhatdsdgi feltétel

miatt dy < n —1 garantdlt).
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A lemma el6tt nézziik meg egy kovetkezményét.

4. Kovetkezmény (V. Havel (1955) és S. Hakimi (1962) tétele). (d;)?, akkor

és csak akkor realizdlhato eqyszerd griffal, ha
dy —1,d3—1,...,dg 41 — 1, dg10,...,dy
18.

A kovetkezmény egyszertien adodik az el6bbi lemmabol, hiszen ha vessziik azt a
(d;)*_,-t realizalo grafot, amelyben v; a d; tovabbi legkisebb indext csicesal szom-
szédos, akkor a vy csucsot elhagyva olyan grafot kapunk, amely éppen a fenti fok-
szamsorozatot realizalja. Az allitas megforditasa a lemma nélkiil is egyszert.

Vegyiik észre, hogy igy a kovetkezmény altal rekurziv algoritmust (Havel—Hakimi-
algoritmus) kaptunk EGY realizalo graf megkeresésére.

Lemma bizonyitdsa. Legyen G olyan realizalo graf, amelyre d(v;) = d; és vy
szomszédainak indexdsszege minimaélis. Azt allitjuk, hogy ez a graf olyan, amilyet a
lemma allit.

Indirekt uton tegyiik fel, hogy nem, azaz létezik ¢ < j tgy, hogy v; szomszédos
vj-vel, de nem szomszédos v;-vel. vj-nek egy szomszédja ismert (vq), d; — 1 méasikrol
még nem tudunk semmit. v;-nek van d; ,tisztazatlan” szomszédja (ezekrdl tudjuk,
hogy v;-t6l kiilonbozéek). A csokkend sorrend miatt d; — 1 < d; — 1 < d;. Ez csak
ugy lehet, ha van egy olyan z # v; cstcs, amely v;-vel szomszédos, de v;-vel nem.

Képezzitk G-bél a G grafot gy, hogy a (vj,v1) és (v, x) éleket elhagyjuk G-bdl,
majd hozzavessziik a (vj, x) és (v, v1) éleket.

N

i<j

1. abra. A szaggatott vonalak élek HIANYAT jelolik. Ez az informaci6 garantalja
hogy a ,switch” utan is egyszert grafot kapunk.

Igy a graf egyszerti maradt és fokszamsorozata sem valtozott, viszont G-ben v;
szomszédainak indexosszege csokkent. Ez ellentmond G valasztasanak. |

Mint emlitettiik a bizonyitas egy gyors algoritmust is ad EGY realizalo egyszeri
graf konstrukcidjara. Az Osszes realizalé graf hatékony listazasa egy tavolrdl sem
trivialis kérdés.

*

Most fakkal torténd realizaciokat vizsgaljuk.
Emlékeztetd. Fa, 4ghajtas operacio.
5. Tétel. Tegyiik fel, hogyn > 2. Ekkor a (d;)!, sorozat pontosan akkor realizdlhato
faval, ha Y77 d; =2n — 2 €s dpn > 0 teljesil.
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Bizonyitas. A feltételek sziikségessége konnyen adodik, hiszen barmely fa 6sszefiig-
g6, igy nem lehet izolalt csicsa (n > 2), masrészt egy n-pontu fanak n — 1 éle van,
igy >0, d; =2|E| =2(n— 1) is fennall.

Az elégségesség bizonyitasa n szerinti teljes indukcidval torténik.

Ha n = 2, akkor a feltételek miatt d; = dy = 1. Ezt egyetlen graffal ralizalhat-
jukL a kétponti, egy élt tartalmazé fagraffal.

Tegyiik fel, hogy n — 1 cstcsra igaz az allitas, és n > 3. Ekkor egyszerd szamo-
lassal 1 < dalag = %1 i -9 adodik, és persze di = dpar > datlag > dinin = dp
teljesiil. Ebbél d, = 1, és d; > 2 adodnak, hiszen a fokszamok egészek. Igy a
di—1,ds,...,d,_1 szdmsorozat is teljesiti a tételbeli feltételeket, tehat az indukcios
feltevés szerint faval realizalhat6. Ebbdl a fabol megkaphato az eredeti fokszam-
sorozathoz tartozo fagraf egy, a dj-hez tartozo cstcsbol torténd aghajtéassal (az 1j
csucs/levél tartozik a d,, = 1 fokszamhoz). [ |

A bizonyitas most is ad egy egyszerti/gyors eljarast egy realizalo fa konstrukcio-
jara.

Az Gsszes realizalo fa is konnyen meghatarozhato egy adott V= {vy,vs,...,v,}
csticshalmazon, ahol a d(v;) = d; fokok (a tételbeli feltételek mellett) adottak Ehhez
a bizonyitast modositjuk.

Bizonyitas. Ha n = 1,2, akkor egyetlen egy fokszamsorozat jon szoba, amelyet az
egyetlen V' cstucshalmazi fa realizal.

n > 2 esetén vegyiink egy u € V cstcsot, amelyre d(u) = 1. Az Osszes v € V
csucsra, amelyre d(v) > 2 vegyiik V' — {u} halmazon a

oo fd@.  arv
d<x>_{d(v)—1, T=0

modositott fokszam elsirast. Ennek barmelyik fa-realizaciojara (ilyen létezik az
indukcios bizonyitas alapjan) a v-bdl u-ba torténd aghajtés az eredeti sorozat egy
realizaciojat adja. u

Ha a fenti lazabb bizonyitas soran nem csak egy v-vel, hanem az Osszes szdba
jovovel, és nemcsak egy realizacioval, hanem az 6sszes listajaval dolgozunk, akkor a
kiinduld sorozat Osszes realizald fajat megkapjuk. Valoban: Egy fa-realizacid, ho-
gyan maradhatna le a listarol? Sét, a kialakulo listan nem lehet ismétlgdés (miért?).

Példa. A kovetkezd példan néhany csucs lathato eldirt fokszamokkal.

30
2 g
O
2
O ol 10
11
5 O
2. 4bra.
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Az Osszes realizalo fa felsorolasahoz kivalasztunk egy 1 foku csucsot (a bizonyi-
tasban u). Ez tetszbleges lehet, onkényesen valaszthatjuk. A lehetséges szomszédai
(v) a legalabb 2 foka pontok. Itt az Gsszes v-t vessziik és képzeletben Osszekotjik u-t
és v-t. Ezzel az u cstcs kornyezete kialakult. V' —{u}-n tetsz6legesen kialakithatunk
egy fat csak arra kell vigyaznunk, hogy u-ban az 0j rész az elgirt foknal 1-gyel keve-
sebb legyen (az uv él igy modositja a fokot a kivant értékre). Azaz egy 1j realizacios
problémank lesz eggyel kevesebb cstccsal, azaz eggyel révidebb fokszamsorozatra.
Ezt az otletet iteraljuk, amig 2 hosszi fokszamsorozathoz nem jutunk.

A rekurzi6 esetei egy nagy faban foglalhatok 6ssze. Sok cstucsban a feladat ugyan-
azt a fokszdmsorozatot tartalmazza csak mas és mas cstcshalmazra. Az elburjanzé
feladattomeg fajanak egy toredékét a kovetkezs abra tartalmazza:

3322111(Q)

\»
232211(7) 322211%1‘211@ 3321110)

¥ 3

13221(1) 222210) 231210) 232117) 231217) 32121Q) 33111@

//\x

_22@ 22(0) 2_21_2@ 2221(Q) 1312@ 2212(1) 2311(Q) 2@11@
; 121p 2\1@2\321 ' 131@ 221(7) ;
1_2@ 21@ 12@
1+1 11 11

3. abra. A kivélasztott 1 fokot mindig a sorozat utols6 elemének vettiik, bekarikéztuk
ezeket. A lehetséges szomszédok fokait aldhuztuk.

Konnyt 6sszeszémolni, hogy 180 darab realizal6 fa van. Ez annak készonhetd,
hogy egy konkrét csicshalmazon vizsgaljuk a problémat. Fa-izomorfiatipusbol csak
ot kiilonboz§ realizalja az adott fokszdmsorozatot.

2. Adott fokszamsorozata fak osszeszamlalasa, Cay-
ley tétele

A fenti rekurziv algoritmus konnyen atalakithatd egy tétel indukcios bizonyitaséa-

va, amely megadja, hogy adott csticsokhoz rendelt fokszamokat hany fa realizalja

(feltéve, hogy a sorozat realizalhatd). A nehézség, hogy meg kell sejteni a helyes
valaszt.

6. Tétel. Legyen (d;)?, egy fdaval realizdlhato fokszamsorozat. Ekkor azon fdk

szama a {vy, vy, ..., v,} csucshalmazon, amelyekre d(v;)) =d; (i=1,...,n):
1
—2)! T E— 1
-2 gy ()
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A tételt egy kicsit més forméban bizonyitjuk. A kiindulé fokszamsorozatban
megengediink 0-kat is. Ezzel nem realizalhaté fokszamsorozataink is lesznek. A
megfeleld tag/hanyadost a fokszammal bévitjiikk. Igy az extra (nem realizalhato)
fokszamsorozatoknak 0 tagok felelnek meg a formulankban (a t6bbi tag nem vélto-
zik). Azaz a modositott tétel ugyanaz mint az eredeti forma:

7. Tétel. Legyen (d;)?_, € N* (n > 2) olyan, melyre teljesil a

idi:%n— 1)

egyenldség, ekkor ezen fokszdmsorozatot realizdlo fik szama:

(n—z)!H%. (2)

Bizonyitas. Ha valamely j indexre d; = 0, akkor a fokszamsorozat nem realizalhato6
faval, hiszen legalabb egy legalabb két pontbol all6 fa csticsainak fokszdma minimum
1. Ilyen esetben a formula értéke is 0.

Tegyiik fel, hogy 1 < d; < dy < --- < d, és a realizalo fa csucsai {v;}!, ahol

d(v;) = d;. Tudjuk, hogy
I —-1
N =2t <2,
n < n

igy dy = 1, azaz a v; csucs minden realizal6 faban levél. A realizalo fakat n — 1
diszjunkt csoportba oszthatjuk aszerint, hogy a wv; cstcsnak melyik mésik cstcs a
szomszédja. Ha realizaljuk a ds,ds,...,d;_1,d; — 1,d;11,...,d, fokszamsorozatot
faval, akkor megkapjuk az eredeti fokszamsorozat egy realizécidjat, amelyben vy
szomszédja v;.

Ezt felhasznalva teljes indukcioval igazoljuk a formula helyességét. Az allitas
n = 2 esetén nilvanvaloan igaz. Tegyiik fel, hogy (2) teljesiil n — 1 cstcsu fak esetén.
Ekkor a {d;}?, fokszamsorozatot realizal6 fak szama

g =d\ di—1 tod;
$n(ift) o (12)-

=2 i=2 i=j+1
[ di\§ ! T &
(n—3)! H—_! » (dj—1) = <n_2).1‘[ﬂ
i=1 ") j=2 i=1 "
|
8. Kovetkezmény (Cayley). A {v,vs,...,v,} halmazon n"~? fa adhaté meg.

Azaz az n csicsi teljes graf (K, ) feszitéfdainak szama n™ 2.

Bizonyitas. A fokszamok eloszlasa szerint csoportositva a megszamolando fakat a
szamukra a kovetkezd Osszefiiggés adodik

- 1 n—2)!
Z (n—?)'gm: Z <n7d~>!’ (3>

di,da,...,dn EN\O dy +dy +-+dy =n—2 i=1"
di+do+-+dn=2(n—1)
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ahol d; =d; — 1.
Vegyiik észre, hogy a (3) egyenlGség jobb oldala a multinomialis tétel specialis
esete, igy

Z (n—=2)!
nodT
dy +dy +-Fdp =n—2 [T d;
= qdy - (n—2)!
Z 1d11d2..,1dnu:<1+1+_,_+1)n72:nn72.

[ 4!

dy +dy +--+dn =n—2
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