Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgaték szamara

Grafok élszinezésel

2018. Elsadé6: Hajnal Péter

1. Elszinezések alapfogalmai

Definicié. G graf élszinezése ¢ : E(G) — N* fliggvény. ¢ egy k-élszinezése G-nek, ha
«(E(G) €{1,2,...,k}.

Definicié. ¢ jo élszinezése G-nek, ha minden = csicsra az ott 6sszefutéd éleknek d(x)
darab kiilonb6zé szine van.

A kovetkez6 optimalizalasi feladat adodik: keressiik azt a minimalis & természetes
szamot, amellyel egy G graf jol k-él-szinezhets. E grafparaméter neve: G élkromatikus
szama, jelolése x.. Azaz

Xe(G) := min{k € N : G-nek van jo k-élszinezése}.

A hurokél akadalya a jo szinezésnek: Ha van hurokél, akkor nem létezik jo élszine-
zés (az Osszefutod d(x) él kozott ismétlédés van), ha nincs hurokél, akkor pedig létezik
jo szinezés (példaul ha minden él kiillonb6z6 szint kap, akkor jo szinezésiink van).

Szoros kapcsolat van a parositasok és az élszinezések kozott: Egy graf jo élszi-
nezésében az azonos szind élek egy parositast alkotnak a grafban. Tehat jo szinezés
keresése ekvivalens az élhalmaz parositasokra torténd osztéalyozasaval.

Emlékeztets. A(G) := H%/at)c(:) d(z), a G graf maximalis fokszama.
Te

Nyilvanvaloan A(G) < x.(G). Az alabbi példak mutatjak, hogy az egyenl6tlenség
két oldala kozott lehet kiilonbség.

Példa. (5., paratlan kor (k € Z*). Konnyen lathato, hogy A(Copyq) = 2 és
Xe(Cors1) = 3. Az alabbi dbra a k = 4 esetet mutatja.
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Példa. Ky 1 paratlan pontu teljes graf. Ekkor A(Kopy1) = 2k és xe(Kogpr1) = 2k+1.
Az alabbi abra kilenc pont esetén mutat egy optimaélis élszinezést.

Példa. Legyen T}, az a graf, amelynek harom csiicsa és barmely kettét k& parhuzamos
él koti ossze. Ekkor barmély két él szomszédos. Igy A(Ty) = 2k és xo(Tk) = 3k. Az
aldbbi dbra a k = 3 esetet mutatja.

Egy graf élkromatikus szamat a maximalis fokszammal mar korlatoztuk alulrél
(A(G) < xe(Q)). A kovetkezs két tétel felss korlatot is ad.

1. Tétel (Shannon tétele). Legyen G hurokél-mentes grdaf. Ekkor

Xe(G) < SA(G).

2
2. Tétel (Vizing tétele). Legyen G egyszert grdf. Ekkor

Xe(G) < A(G) + 1.

2. Bizonyitasok

To6bb bizonyitast is ismertetiink. Mindegyik bizonyitas hasonlé gondolatmenetet
hasznal. A kozos otleteket kiemeljiik.

Feltessziik, hogy G bizonyos éleit mar kiszineztiik egy P paletta felhasznélasaval.
Erre a részleges szinezésre cyo-ként hivatkozunk. c¢q lehet egy algoritmus futasdnak
részeredménye, vagy egy indukcié bizonyitas indukcios feltevése.

A szinezetlen élekre szeretnénk kiterjeszteni co-t. Ennek leirdsa lehet algoritmu-
sunk kovetkezd teendGje, vagy az indukcios bizonyitas indukcios 1épésének igazolasa.
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Minden v cstcsra legyen S, a v koriili éleken nem hasznalt palettabeli szinek
halmaza. Azaz |S,| = |P| — d,, ahol d, a v-re illeszked§ szinezett élek szama (a jo él-
szinezés garantalja, hogy d, kozos csiicsra illeszkedd szinezett élen d,, darab kiillonb6z6
szint talalunk).

Ha egy szinezetlen uv élre S, NS, # (), akkor tetszdleges v € S, N S, szinre az
e élre kioszthatjuk a 7 szint. Ezt a ¢y moho kiterjesztésének nevezziik (a korabban
szinezett élek megtartjak sziniiket).

Egy sokkal érdekesebb 1épés, ha kiemeliink két szint: v és +-t. G, -t alkossa
G Osszes csucsa és a v, illetve 7/ szind élek. Ezen részgraf maximalis foka 2. Azaz
komponensei utak és korok. A korok paros hosszu korok, amelyeken a két szin alternal.
Egy P utkomponens mentén (legyen x és y az ut két végpontja, amely csticsokrol
feltessziik, hogy = # y) a 7,7 szinek felcserélése egy modositott jo élszinezéshez
vezet, amelyben a szinezett élek halmaza nem véltozott. Azonban az S halmazokban
torténik valtozas. Konnyd latni, hogy az tton kiviili pontokban, az ott Osszefuto
éleket latva semmi nem érzékelhetd a szinezés modositasabol. Az ut belsé pontjaiban
két él szine felcserélédott, de az S halmaz nem valtozott. Mig z-ben és y-ban S
megvaltozik, az Gj halmazok: S;A{y,7'}, S,A{7,7'}. Ez valodi valtozés. = és y a
G, egy utkomponensének végpontjai, igy v, 7' szinek egyike az tt mentén illeszkedik
ra, mig a masik szin szabad szin (a komponens ,,nem folytatodik tovabb”). Ha a moho
kiterjesztés nem miikodik, akkor ez a kicsinek tiing valtoztatéas sokat jelenthet.

Lassuk a részleteket:

2.1. Shannon tétele

A tétel A(G) < 1 esete nyilvanvalo. Igy feltessziik, hogy A(G) > 2.

Most P = {1,2,...,|3A(G)/2]}. Legyen e = uv egy tetszoleges él (tehat u és v
kiilénboz6) és tegyiik fel, hogy ¢y kiszinezi G — e-t. Célunk G teljes szinezése.

Tudjuk, hogy |S,| > |P| — D(G) > |3D(G)/2] — D(G) = |D(G)/2] teljesiil
minden cstcsra és minden parcidlis (vagy akar teljes) szinezésre. S6t w és v koriil
vagy egy szinezetlen él, azaz |S,|,|S,| > [D(G)/2] + 1.

Ha S, NS, # 0, akkor a moho szinezés kiterjesztés miikodik.

Ha S, NS, = 0, akkor vegyiink egy a € S, szint. Feltevésiink miatt o & S,.
Legyen vw egy « szind él. w sziikségszertien egy harmadik cstics u és v mellett (ezt
fontos meggondolni hiszen lehetnek parhuzamos élek grafunkban!). Ha P, N P, # 0,
akkor a vw él atszinezheté P, és P, egy k kozos elemére. Az atszinezés utan az
egyetlen valtozas, hogy az 6j P, és P, halmazok P,A{a,r} és P,A{«,r} lesznek.
Specialisan az uv él mér szinezhets « szinre, készen vagyunk.

A tétel érdekes esete: S, NS, = 0 és S, NS, = 0. Egy kis szdmtan utan azt
kapjuk, hogy [Su| + |Ss| + |Sw| > |P|. Valoban: Ha D(G) = 2k vagy D(G) = 2k + 1
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(k € N), akkor
[Sul + S| + |Sw| > Q@J +1) + Q@J +1) + L@J =3k+2>

S|P| = L%J _[3 ID@)I=%
3k+1, |D(G)|=2k+1.

2

Ebbdl nyilvanvalo, hogy S, NS, = ) nem lehetséges.

Legyen g € S, NS,,. Feltevéseink szerint 5 ¢ S,. Speciélisan léteznie kell egy vs
élnek, ami £ szint. Kénnyen lathato, hogy s egy eddig nem szerepelt, negyedik cstics.

Tudjuk, hogy S, # 0, {gy alkalmas v € P szinre v € S,. Feltevéseink szerint
v & Sy, Sw-

Vizsgaljuk G, w-t tartalmazo komponensét. Ez sziikségszertien at: v-nél szabad
B, igy nem illeszkedik ra § szinti él. w-bdl indulva a v-re illeszkedd v szinti éllel indul.
Végzddésére tobb lehetdség van:

(1) u-ban fejezédik be v szinnel.
(2) wv-ben fejezddik be az sv, § szini éllel.

(3) Egy eddig nem szerepls x cstucsban fejezédik be.

1. d4bra. Shannon tétele bizonyitasanak strukturaja
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P mentén cseréljiink meg a [,y szineket. Egy modositott jo szinezéshez jutunk.
(1) és (3) esetén a vw ¢l atszinezhetd lesz v szinre, és a v mellett felszabadult « szin
kioszthato uv-re. (2) esetén a v-re illeszkedd § szint (nyilvan egyetlen) él veszti el
szinét. Igy wv a 8 szint kaphatja.

2.2. Vizing tétele, I. bizonyitas

Szinezend6 G grafunk egyszerd graf, azaz ha két pont szomszédos, akkor egyetlen
¢l koti oket Gssze. Most a P = {1,2,...,A(G) + 1} palettaval dolgozunk. Ismét
feltessziik hogy G egyetlen e = wwv él kivételével szinezett (cy a részleges szinezd
figgvény). Tudjuk, hogy minden x cstcs esetén S, nem iires. Feltehetjiik, hogy
Sy NS, =0.

Legyen a € S, igy a € S, azaz v-re illeszkedik « szinid él: vuy. w # wuy,
hiszen grafunk egyszerd (a tovabbiakban v = vy jeldléssel éliink). Feltehetjiik, hogy
Su, NS, = (. Valoban, ha a fenti metszet nem iires, akkor az ujv él atszinezhetd,
amialtal az « szin szabadda valik az uv élre és készen vagyunk.

Legyen ay € S, (a tovabbiakban a-ra mint o is hivatkozunk). Tegytik fel, hogy
as # ap = «a. A fentiek sorén tett feltevéseink miatt oy & S,. Azaz lesz egy uo
szomszédja v-nek, amelyre a vus él szine ay. Folytassuk eljarasunkat, amig tudjuk.
Igy kapjuk az uo, u1, . . ., u, kiilonbozé cstcsokat és oy, a, . . ., ay kiilonboz6 szineket.
Egy véges grafban el kell akadnunk. hogy térténhet ez meg? Két lehet&ség van:

(i) Az uy csticsban valasztott ayqq szabad szin lehet 4j az eddigi a; szinekhez képest,
azonban lehet, hogy v-re nem illeszkedik ilyen szint él.

(i) Az uy cstcsban vélasztott oy szabad szin el6fordulhat az eddigi «; szinek
kozott. Legyen ¢ az az index, amelyre aypi 1 = o;.
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Az (i) esetben korabbi gondolataink mitikodnek: A wvu, él atszinezhetd cyyq-re,
ezzel egy id6ben minden vu; kaphatja az ;1 szint (i = 0,1,...,¢ — 1). Specialisan
az uv kiszinezhets. Az (ii) eset a problémaés.

Ekkor vegyiink egy b € S, szint. Feltehetd, hogy 8 nem szerepel egyik S, hal-
mazban sem (ladsd (i) eset). Vegyiik a G,,s graf us-et tartalmazo komponensét, ami
nyilvan ut lesz. Attol fiiggen, hogy ez az ut athalad-e az u;v élen (azaz eléri az u;
vagy v csucs egyikét/mindkettst) vagy nem két esetiink van:

Az ut mentén hajtsuk végre az «;/f szincserét. Az bal oldali esetben u, koriil fel-
szabadul a f szin, v koriil megmarad szabadnak és az (i) eset alapjan dolgozhatunk.
A jobb oldali esetben az o szin szabadul fel v koriil. Igy az ugv, uv, ..., u;_q1v éleket
szinezhetjiik at: w;v szine a4 lesz (ismét lasd az (i) eset atszinezésének gondolat-
menetét).

2.3. Vizing tétele, II. bizonyitas

Legyen V(G) = {vi,...,v,} és legyen G; := G|{y,,.0;}- i-re vonatkozo teljes in-
dukcioval belatjuk az allitdst Gj-re. Bizonyitasunk bizonyitasunk lényegi része G;
egy jo-él-szinezésébdl megkonstrualunk G,y jo-él-szinezését. Azaz G; élszinezését ki-
terjesztjiik a v;,-re illeszkedd G;-hez halad6 élekre (amik kezdetben szinezetlenek).
Legyen F' a G; és v;41 kézotti élek halmaza, igy |F| = d|q,,, (vit1) =: d.

G élszinezésének kiterjesztése fazisokban torténik. Legyen H := {szinezetlen élek}.
Kezdetben H = F. A kiterjesztés soran a H halmaz élei egyenként szint kapnak. Igy
|H| csokken, amig H = () lesz. Ekkor tériink at a kovetkezs, v, csucsra.

Legyen O := {F-beli élek, amiknek méar osztottunk szint}. Azaz OUH = F és
IOUH| =|0|+ |H| =d.

Minden H-beli e élhez tartozik egy lehetséges szinek halmaza. Azaz az aktualis
szinezésben megnézziik a két végpontjara illeszkedd szinezett élek szineit (ezek T'(e)
halmaza tiltott szin szamara). L(e) = P—T(e), azaz a palettank nem tiltott szineinek
halmaza.
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Kezdetben minden e € H = F élre |L(e)| > 2. Valoban egy zv;1; € H = F él
esetén csak az x-re G;-ben illeszkedd élek szinei tiltottak. Ezen élek szama d|g,(z) <
d(r) — 1< A(G) — 1. Igy

|L(e)| =|P| — |{ z-re vagy v;,1-re illeszkedd szinezett éle szineil}|

SAG) +1— (AG) —1) =2.

Az L(e) halmazokbol kivalasztunk egy preferélt részt, amit P(e)-vel jeloliink. Az-
az P(e) C L(e), azaz P(e) mindegyik eleme alkalmas szin e szinezésére. Definialjuk
az alabbi (x) tulajdonsigot, amit a kiterjesztés soran végig megdrziink:

(x) Mindegyik P(e) egy- vagy kételemi, tovabba maximum egy H-beli élre lesz
preferalt szinhalmaza egyelem.

Ha e egy olyan él, amely preferalt szinhalmaza egyelemti, akkor kivételes élnek nevez-
ziik e-t. Kivételes élekbdl vagy egy van, vagy egy sincs.

Most lassuk a kiterjesztés legegyszertibb esetét:
Mohoé eset: Van olyan s szin, ami egyetlen preferalt halmazban szerepel. Ha s €
P(e) (e € H), akkor a korabbi szinezés megtartasa mellett e-nek az s szint adjuk.
H — e lesz a szinezetlen élek 1j halmaza. Egy szinezetlen f élre L(f) = L(e) — {s}.
s egyedisége miatt megtarthatjuk a régi P(e) halmazokat.

Sajnos ezt a moho esetet nem hasznalhatjuk mindig.
Nem moho eset: A preferalt szinek halmazaiban eléfordulé szinek mindegyike tobb

preferdlt halmazban is szerepel. Azaz s € U P(e) esetén s legalabb kettd P(e)-ben
e

szerepel.
El6szor igazolunk egy lemmat a nem moho esetrdl.

3. Lemma. A nem mohd esetben van olyan o szin, amit nem osztottunk ki O elemein,
de a preferdlt szinek kozétt sincs ott. Azazo ¢ ¢(O) ={c(e) :e € O} éso ¢ U P(e).
ec

Lemma bizonyitasa: Legyen ¢(O) az F elemein eddig kiosztott szinek halmaza,
azaz az O-beli élek szineinek halmaza. O elemei 0sszefutnak v;.1-ben, azaz a szineik

kiilénbozsek, |c(O)| = |O|. A nem moho esetben
SOl
Ple)| < &F—— <2 = |H|.
U P < <ol

Azaz ¢(O) és U P(e) egyiitt is egy legfeljebb
ec

elemt szinhalmazt adnak. Azaz palettanknak garantaltan lesz szabad szine. Q.e.d.
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Legyen ¢; egy a lemma &ltal garantalt szin. Legyen ¢y az a szin, amelyre {cs}
a kivételes él preferdlt szinhalmaza, illetve tetszéles szin egy preferalt halmazbol,
amennyiben nincs kivételes él. Legyen f = zv;,1 az az él, amely a kivételes él, vagy
amennyiben ilyen nincs, egy olyan él amely preferalt szinhalmazédban szerepel cs.
Mindenképpen ¢y € P(f).

G,11-b6l emeljiik ki a ¢; és ¢y szind éleket és vegyiik az igy kapott feszits rész-
grafban az x cstics komponensét, ami sziikségszertien ut: U az x csicesbol kiindul U
mentén végezziik el a szokdsos c¢;/cy szincserét. Ezzel elérjiik, hogy f-re méar nem
illeszkedik ¢ szind él, azaz kaphatja a c¢; szint.

Az L(e) halmazokat is Gjra kell értékelni: Azon éleknek, amelyek nem az U 1t
valamelyik cstucsaba vezetnek a lehetséges szinhalmaza nem véltozik. Azon éleknek,
amelyek az U 0t koztes csticsaba vezetnek szintén nem valtozik a lehetséges szinhal-
mazuk!

Baj akkor van, ha v;1-b8l vezet egy g él y-ba (y # x). g nem volt kivételes
él, tehat ha P(g) < P(g) — {c2} valtoztatast hajtjuk végre, akkor P(g) egyelemiivé
valtozik vagy kételemii marad. A (%) tulajdonsidg mindenképpen megmarad!

Megjegyzés. A bizonyitasbol egy algoritmus is kiolvashato, ami egyszeri grafokat a
Vizing-korlat méretd palettaval jol-élszinez.
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3. Tovabbi tételek

Megemlitjiik, hogy a BSc-ben tanult Kénig-tétel egy egyszerd kovetkezménye a ko-
vetkezd tétel.

4. Tétel. Ha G egy pdros grdf, akkor

A fentiek alapjan tgy tiinhet, hogy egyszerd grafok élszinezése egy egyszertibb
feladat mint a cstcsszinezési probléma. A latszat csal. A kévetkezs tétel erre vilagit
ra azon hallgatok szamara, akik bonyolultsdgelmélet kurzust is teljesitettek.

5. Tétel. Vizsgdljuk az aldbbi dontési problémdt: Adott G egyszerd grafrol dontsiik
el, hogy x.(G) értéke A(G) vagy A(G) + 1. Ez a probléma N'P-nehéz.
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