5. feladatsor — Determinansok

5.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését roviden indokolja:

°(a) Ha egy m X m-es matrix determinénsa nem 0, akkor legalabb n nem 0 eleme van.
(b) Ha egy méatrix minden eleme racionalis szdm, és a determinansa %, akkor a matrixban van
olyan elem, amelynek nevezGje paros szam.
(¢) Ha egy 2 X 2-es méatrix determinansa 0, akkor a matrix mindkét sora a masik soranak ska-
larszorosa.
(d) Ha egy 2 x 2-es méatrix determinansa 0, akkor a matrix valamelyik sora a méasik soranak
skalarszorosa.
(e) Ha egy 3 x 3-as métrix determinansa 0, akkor a métrix valamelyik sora valamelyik masik
sordnak skalarszorosa.
(f) Ha egy maétrix minden eleme egész szam, és a determindnsa paros szam, akkor a méatrix
minden eleme paros szam.
(g) Ha egy maétrix minden eleme egész szam, és a determindnsa paros szdm, akkor a méatrix
valamelyik eleme paros szam.
°(h) Ha egy lineéris egyenletrendszer annyi egyenletet tartalmaz, mint ahany ismeretlenje van, és
az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, akkor az egyenletrendszer egyiitthat6ibol
all6 determinans 0.
°(i) Ha egy lineéris egyenletrendszer annyi egyenletet tartalmaz, mint ahany ismeretlenje van, és
az egyenletrendszer egylitthatoibol allo determinéns 0, akkor végtelen sok megoldas van.
Tetszoleges A, B € R™*™ matrixok esetén
(j) ha A, B nemelfajulé, akkor A + B is az;
(k) ha A, B elfajulé, akkor A + B is az;
°(1) ha A, B nemelfajuld, akkor AB is az;
°(m) ha A, B elfajulé, akkor AB is az.

5.2. Feladat®. Minél egyszertibben hatirozza meg a kévetkez6 determinansokat:
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5.3. Feladat®. Szamolja ki a kovetkezd determindnsokat, torekedve a minél révidebb megoldésra:
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5.4. Feladat. Hatarozza meg 23 egyiitthatojat az alabbi determinansban anélkiil, hogy a determi-
néns értékét meghatarozné:
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5.5. Feladat. Szamitsa ki a kovetkezd n x n-es determinanst:

1 2 3 ... n
-1 0 3 ... n
-1 -2 0 ... n
-1 -2 -3 ... 0

5.6. Feladat®. Adja meg a v, vs € R? vektorok altal meghatéarozott paralelogramma teriiletét és a
v1,v2,v3 € R? vektorok altal meghatarozott paralelepipedon térfogatat.

(a) v1 = (=1,1), v2 = (1,0);
(b) U1 = (1 2)7 ( )7
(C) U1 = (1727 ) (2 L, 4) = (1a073);
(d) V] = (1,8, 5) Vo = ( 2,5, 11), 113 = (5,9, 12).

5.7. Feladat®. A 2.2 Feladatban szerepld lineéaris egyenletrendszereket, ha lehetséges, oldja meg
Cramer-szaballyal.

5.8. Feladat®. Hatarozza meg a ?7 Feladatban szerepl6 méatrixok inverzét az adjungaltakat tartal-
mazd képlet segitségével.

Szorgalmi feladatok
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5.9. Feladat. Legyen a;; = {( 1) , hai g Szamitsa ki az A = (a;j),,,,, (n € N) métrix

2, ha i =j.
determinédnsat.

5.10. Feladat. Ha olyan nemnulla determininst n x n-es matrixot akarunk felirni, amelyben minden
elem 0 vagy 1, akkor legalabb hany 0-t kell felhasznalnunk?

A kévetkezd feladatokban a determindnsok értékét kell kiszdmolni; ha nem derdl ki a determindns
rendje, akkor n-edrendinek kell tekintens.

5.11. Feladat.
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5.12. Feladat.
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5.13. Feladat.
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5.14. Feladat.
0 1 1 1
1 0 « T
1 =z O T
1 z « ... 0

5.15. Feladat. Szamitsa ki a kdvetkezs determinanst a determinans kifejtése nélkiil:

a® (a+1)% (a+2)? (a+3)?
B2 (B+1)2 (B+2)7 (B+3)
(D2 (v +2)? (y+3)2)
2 (0+1)2 (6+2)?% (6+3)?
5.16. Feladat. A determinénsok kifejtése nélkiil igazolja, hogy
bi+c c+ar ar+b ar b1 <
by+ca cataz ax+bayl =2lax by caf.
bs+c3 c3+as asz+bs as by c3

5.17. Feladat. Egy A matrixot ferdén szimmetrikusnak neveziink, ha AT = —A. Bizonyitsa be,
hogy ha n paratlan, akkor barmely ferdén szimmetrikus A € R™*" méatrix determinansa 0.

5.18. Feladat. Legyen fi(z) = an + apx + -+ + ajpa™ (i = 1,2,...,n), ahol a;; € R (4,5 =
1,2,...,n). Képezziik az egyiitthatokbol a

ai;r a2 ... A1n
a1 a2 ... Q2
D= .
an1 Aap2 ... Ann
determinédnst, és legyenek x1,xo, ..., T, € R rogzitett szamok. Adja meg az

fle) f(z2) oo fi(zn)
falar)  fa(za) oo fa(an)

fawr) Fale2) o fulen)

determinans értékét D, zq, ..., x, segitségével. (D-t nem kell kiszémolni!)
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5.19. Feladat. A determinéns sorainak/oszlopainak atalakitasa nélkiil szamitsa ki a

sin 2aq sin(a; +ag) ... sin(ag + ay)
sin(ag + 1) sin 2y .. sin(ag + ap)
sin(ay, + 1) sin(ay, +az) ... sin 2ay,

determinénst.

5.20. Feladat. Bizonyitsa be, A € R™*™ matrix esetén |A| felirhatoé olyan nl-tagi Osszegként, ahol
a tagok az Osszes olyan n-tényez@s szorzatok 4 vagy — el@jellel, melyekben minden sorbdl és minden

oszlopbdl egyetlen tényezd szerepel, és ahol az els§ sor ki-edik, masodik sor ko-edik, ..., n-edik sor
kn-edik elemének szorzata éppen annak a determindnsnak az elGjelét kapja, amelyben az elsé sor
ki1-edik, masodik sor ko-edik, ..., n-edik sor k,-edik eleme 1, az Gsszes t6bbi elem 0.

5.21. Feladat. Oldja meg a kovetkezs linedris egyenletrendszert;:

r1 + T2 + -+ Ty, = 1
axy + agrs + -+ + anTn = b
atry + ajry + -+ azr, = b
—1 -1 _ _
ay 'z + ay w4+ -+ alz, = vl
(a1, a2, ...,a, paronként kiillonb6z6 valos szamok).

5.22. Feladat. Oldja meg a kovetkezd linearis egyenletrendszert:

ary + x2 + w3 + - 4+ oz = 1
ry + ars + w3 + - + oz = 1
Ty + ® + axsy + - + oz = 1
rn + T2 + ®y + - + azr, = 1

(a € R tetszoleges).

5.23. Feladat. Legyen A € R?*3 olyan méatrix, amelynek két sorvektora, mint térbeli vektor, nincs
egy egyenesen. Mutassa meg, hogy az Az = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldésainak hal-
maza [v] alakt valamely v # 0 vektorra, és adjon is meg egy ilyen v-t — minél egyszeriibb formaban
— az A métrix elemeinek segitségével. (Csak az eldadason elhangzott ismeretek hasznalhatok.)



