7. feladatsor — Kvadratikus alakok

7.1. Feladat®. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését roviden indokolja:
(a) Minden kvadratikus alak kanonikus alakra hozhat6 nemelfajuld linearis helyettesitéssel.
(b) Minden kvadratikus alak normélalakra hozhaté nemelfajulé lineéris helyettesitéssel.

(c) Kvadratikus alakok barmely bazisban felirt matrixanak rangja ugyanaz.

(d) Barmely A négyzetes matrixhoz létezik olyan S nemelfajulé matrix, amelyre az SAST matrix
diagonélis.

(e) Barmely kvadratikus alak norméalalakjaban a pozitiv tagok szama megegyezik a negativ tagok
szamaval.

(f) Ha egy kvadratikus alak pozitiv definit, akkor barmely vektort behelyettesitve a kvadratikus
alakba pozitiv szdmot kapunk.

(g) Ha egy kvadratikus alak negativ szemidefinit, akkor barmely vektort behelyettesitve a kvad-
ratikus alakba nem kapunk pozitiv szamot.

(h) Az A € R™" szimmetrikus matrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan akkor pozitiv
definit, ha A fé6minorai pozitivak.

(i) Az A € R™" szimmetrikus matrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan akkor negativ
definit, ha A féminorai negativak.

7.2. Feladat. Melyek bilinearisak az alabbi £: R? x R? — R leképezések koziil? Ha a leképezés
bilinearis, akkor adja meg a méatrixat a standard bazisban. Ha a leképezés szimmetrikus bilinearis
leképezés, akkor adja meg a hozza tartozé kvadratikus alakot is.

(a) £((z1,22), (Y1,92)) = T2y2;

(b) L((z1,2), (y1,92)) = 3;

(¢) £((z1,22), (Y1,y2)) = T1Y2 — T1Y1;
(d) £((z1,22), (Y1, 2)) = T172;

—~

e) L((z1,22), (y1,¥2)) = 191 + T2Y2.
7.3. Feladat®. Tekintse az alabbi, R™ vektortéren értelmezett kvadratikus alakokat.

(1) Hozza kanonikus alakra az adott kvadratikus alakot. Adja meg normélalakjat is.

(2) Adjon meg egy olyan nemelfajulé linearis helyettesités métrixat, amely az adott kvadratikus
alakot kanonikus alakra hozza.

(3) Hatarozza meg a kvadratikus alak definitségi osztalyat (pozitiv/negativ (szemi)definit, indefinit).

(a) n =2, 22 — 2w179 + 73;

(b) n =2, —4z? + dzy79 — 42%;

(¢) n =3, —4a? + 4wy29 — 4a3;

(d) n =3, 22 + 623 + 41‘% + 4x129 — d2073;

(e) n =3, 827 + a3 + 23 — w179 — 421 23;

(f) n =3, 2z123 — 2129 — 22973;

(g) n=3, —2% — 623 — 14:1:% — 4z + 20173 — 47073,

(h) n =3, 23 + 923 + 723 + 62122 + 47173 + 127973;

(i) n =4, 1’% + 51‘% + 111‘% + 81‘421 +4xix9 — 20124 — 62903 — dTox4 + 8T3T4;
) n=4, —2? — 623 — 14.1:% —4x1x9 + 20123 — 4073

( ) n= 87 LaZ7.
7.4. Feladat®. Tekintsiik az alabbi A szimmetrikus métrixokat. Adjon meg olyan S nemelfajuld
matrixot, amelyre az SAST matrix diagonalis.
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Szorgalmi feladatok
7.5. Feladat. Hozza kanonikus alakra a > | 27 + Y, _, @,z kvadratikus alakot.
7.6. Feladat. Hozza kanonikus alakra a ), , z;x) kvadratikus alakot.

7.7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha két kvadratikus alak barmelyikét at lehet vinni a mésikba
(akar elfajuld) linearis helyettesitéssel, akkor nemelfajulo helyettesitéssel is at lehet vinni Gket.

7.8. Feladat. Adjon példat olyan R*-en értelmezett kvadratikus alakra, amely

(a) 1 tagot tartalmaz és indefinit;
(b) 8 (nemnulla) tagot tartalmaz és pozitiv definit;
(¢) 6 (nemnulla) tagot tartalmaz és negativ szemidefinit.

7.9. Feladat. Mutassa meg, hogy egy pozitiv definit kvadratikus alakban minden négyzetes tag
egyiitthatoja pozitiv, de ez a tulajdonsig nem elegend§ ahhoz, hogy a kvadratikus alak pozitiv
definit legyen.

7.10. Feladat. Igazolja, hogy egy kvadratikus alak pontosan akkor pozitiv definit, ha matrixa elgall
QQ" alakban, ahol Q nemelfajulé méatrix.

7.11. Feladat. Igaz-e, hogy tetszéleges azonos méretii pozitiv definit A és B méatrix esetén
(a) A+ B
(b) AB
(c) A7

is pozitiv definit?

7.12. Feladat. Bizonyitsa be, hogy egy A € R™*™ szimmetrikus matrixhoz tartozo kvadratikus alak
pontosan akkor pozitiv definit, ha, A minden f6minora pozitiv.

7.13. Feladat. Bizonyitsa be, hogy egy pozitiv definit kvadratikus alak matrixaban a féatlora
szimmetrikus Osszes aldeterminéans pozitiv. (Tehat az Gsszes olyan aldeterminéns pozitiv, amely
valamely 11 < i9 < -+ < 1 indexek esetén a matrix azon elemeib6l 4ll, amelyek az i1, 49, .. ., ip-adik
sorok és ugyanilyen indexti oszlopok metszéspontjaiban allnak.)

7.14. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha egy pozitiv definit kvadratikus alakhoz hozzaadjuk egy linea-
ris (azaz egy c1x1+- -+ cpy (1, ..., ¢ € R) alaka) kifejezés négyzetét, akkor az 6sszegként kapott
kvadratikus alak métrixdnak determinansa nagyobb, mint az eredeti kvadratikus alak métrixdnak
determinénsa.



