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Az el6adas megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: vektor, linearis kombinécio, kifeszitett
vektorhalmaz.

Az el6adashoz ajanlott jegyzet:

o [Wettl Ferenc: Linearis algebra, TypoTex, 2011.
e Szabd Laszlo: Bevezetés a linearis algebraba, Polygon, 2006.

LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

1. Definici6. Az
a11°1 + ajore + - + a1pxy = by

a21T1 + a22%2 + - - + Aop Ty = b

(%)

Am1T1 + Ama®2 + - -+ AmnTn = by,

alakl egyenletrendszert m egyenletbdl all6 n ismeretlenes linearis egyenletrendszernek nevezziik, ahol

az a1, ---,0mn € R elemek az egyiitthatok, a by, ..., by, € R elemek a konstansok, és az x1,...,z,
valtozok az ismeretlenek. A linearis egyenletrendszernek a (cq,...,¢,) € R™ vektor megoldasa, ha
az r1 = ci,...,Tn = Cp helyettesitést elvégezve a kapott egyenldségek teljesiilnek.

2. Példa. Egy egyenletrendszernek lehet nulla (pl. 0z11 = 1), egy (pl. 1xzy; = 1) vagy akar végtelen
sok (pl. Ox1; = 0) megoldésa is.

3. Definicid. A linearis egyenletrendszer homogén, ha a konstansok mind nulldk. A (x) linearis
egyenletrendszerhez tartozé homogén lineédris egyenletrendszer alatt az
a11r1 + apxe + -+ a1pTy = 0

a9121 + agexe + + -+ + agnxy =0

()

Am1T1 + AmaT2 + - -+ AmpTp =0

homogén line4ris egyenletrendszert értjiik.

4. Teétel. Legyen a ¢ € R™ vektor a (x) linearis egyenletrendszernek egy tetsz6leges megoldasa.
Ekkor d € R™ akkor és csak akkor megoldasa (x)-nak, ha ¢ —d megoldasa a hozza tartozoé homogén
(*x) linearis egyenletrendszernek.

5. Definicido. Az atlathatosag kedvéért szokds az egyenletrendszer helyett csak az egyiitthatoit
és konstansait megadni. A (*) linedris egyenletrendszernek az egylitthato matrixa illetve bévitett
matrixa

air a2 - Qip air a2 - aip | b1

az az - G ) az  az - Gy | be
és

aml1 am2 - Amn aml am2 - Amn bm

6. Tétel. A (x) linearis egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha

(bla s 7bm) € [(allv s 7am1)7 R (an17 . '7anm)]7

azaz a bévitett matrix konstansokat tartalmazé utolsd oszlopvektora megkaphat6 az egyiitthatokat
tartalmazoé elsé n oszlopvektor linearis kombinéciéjaként.


http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/okt/2015o/Wettl - Linearis algebra.pdf

7. Megjegyzés. Megengedjiik a nulla egyenletbdl 4llo egyenletrendszert is, amelynek minden
(c1,...,cn) € R™ vektor megoldasa. Mint ahogy megengedjiik a nulla taga linearis kombinaciot,
megengedhetjilkk a nulla valtoz6s egyenletrendszert is az el6z6 tétel alapjan. Ekkor példaul az egy
egyenletbdl 4llo nulla ismeretlenes 0 = 1 egyenletnek nincsen megoldasa, mig az egy egyenletbél allo
nulla ismertelenes 0 = 0 egyenletrendszernek egy megoldéasa van.

8. Definicié. Egy linaris egyenletrendszer egyenleteinek (matrixanak) elemi atalakitasai:

(1) egyik egyenlet (sor) nemnulla skalarral valo szorzasa,
(2) egyik egyenlet (sor) valahanyszorosanak hozzaadasa egy masik egyenlethez (sorhoz), illetve
(3) két egyenlet (sor) felcserélése.

9. Tétel. Elemi 4talakitasok soran a linedris egyenletrendszer megoldasainak halmaza nem valtozik.

Bizonyitdsvdzlat. Minden elemi dtalakitas elemi atalakitéssal visszacsinalhato, ezért elég megmutat-
ni, hogy ha ¢ megoldasa (x)-nak, akkor ¢ tovabbra is megoldas marad egy elemi atalakitas utdn. O

10. Definici6. Egy méatrix lépces6s alaka, ha
(1) miden sor elsé nemnulla eleme 1, ezek a vezér 1-esek,
(2) a nagyobb indext sorokban a vezér 1-esek nagyobb indext oszlopokban vannak (lépcs6),
(3) a vezér l-esek oszlopdban minden méas elem nulla,
(4) a matrix tobbi eleme barmi lehet.

11. Példa. Példa 1épcsés alakt métrixra
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12. Tétel (Gauss-eliminacié). Minden matrix a sorainak elemi atalakitdsaval lépcsds alakra
hozhato.

13. Tétel. Legyen a (x) linearis egyenletrendszer bGvitett matrixa lepesds alaki.

(1) Ha van vezér 1-es az utolsé oszlopban (a konstansok oszlopa), akkor nincsen megoldas, mert
az az egyenlet 0 = 1 alak.

(2) Ha nincs vezér l-es az utolsé oszlopban, de minden méas oszlopban van (az egyiitthatok
oszlopai), akkor az egyenlet z1 = by,...,x, = b, alaku és csak ez az egy megoldas van.

(3) Ha nincs vezér 1-es az utolso oszlopban, és van olyan més oszlop amelyben nincsen vezér egyes,
akkor ezen oszlopokhoz tartozo valtozok szabadon valaszthatok (végtelen sok megoldés), és
a vezér l-esekhez tartozé ismeretlenek kotott valtozok, mert a szabad valtozok értékeinek
ismeretében egyértelmten meghatarozhatok.

14. Tétel. A Gauss-elimindcié praktikus algoritmust ad linearis egyenletrendszer megoldésanak
kiszamitasédra. A kapott lépcsés alak olyan egyenletrendszert ad, amelybdl

(1) ugyan az a megoldashalmaza mint az eredetinek,

(2) nem lehet elhagyni semelyik egyenletét anélkiil, hogy a megoldashalmaz ne névekedjen,

(3) konnyen leolvashat6 az altalanos megoldas szabad és kotott valtozok segitségével,

(4) kénnyen megadhaté a megoldasok halmaza egy feszitett vektorrendszer eltoltjaként,

FESZITETT VEKTORRENDSZEREK
15. Tétel. Elemi atalakitasok soran a matrix sorai altal feszitett vektorhalmaz nem valtozik.

16. Tétel. Irjuk a vy, ..., v, € R" vektorokat egy matrix soraiba, és végezziik el a Gauss-eliminaciot.
A kapott lépesés alaka matrix olyan, hogy

(1) ugyan azt a vektorhalmazt fesziti ki mint az eredeti,
(2) nem lehet semelyik vektorat elhagyni ugy, hogy a feszitett vektorhalmaz ne cstkkenjen,
(3) konnyen megadhato a feszitett vektorhalmaz szabad és kotott valtozok segitségével,
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(4) konnyen megadhato a feszitett vektorhalmaz egy homogén lineéris egyenletrendszer megol-
dashalmazaként.

17. Ko6vetkezmény. Egy vektorhalmaz akkor és csak akkor adhaté meg feszitett vektorhalmazként
ha megadhat6 homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmazaként. Egy vektorhalmaz akkor és
csak akkor adhat6 meg feszitett vektorhalmaz eltoltjaként ha megadhaté linearis egyenletrendszer
megoldashalmazaként.
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