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Eloszo

A jelen digitdlis tananyag a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0025 szamu, "Interdiszciplinaris és komplex
megkdzelitésii digitalis tananyagfejlesztés a természettudomanyi képzési teriilet mesterszakjaihoz" cimii projekt
részeként késziilt el.

A projekt altalanos célja a XXI. szazad igényeinek megfeleld természettudomanyos felsdoktatas alapjainak a
megteremtése. A projekt konkrét célja a természettudomanyi mesterképzés kompetenciaalapu és modszertani
megujitasa, mely folyamatosan képes kezelni a tarsadalmi-gazdasagi valtozasokat, a legujabb tudomanyos
eredményeket, és az info-kommunikacios technologia (IKT) eszkoztarat hasznalja.

SZECHENYI TERV

MAGYARORSZAG MEGUJUL

Jelen jegyzet a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1 MSc Tananyagfejlesztés cimii palyazat keretében késziilt els sorban a
Pécsi Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karanak Alkalmazott Matematikus MSc és Matematika Tanar
MA szakok Analizis alapjai, Alkalmazott analizis, illetve Valos és komplex fiiggvénytan alkalmazéasokkal cimii

targyaihoz. A jegyzet részleteiben hasznalhato a PMMIK Mérndk Informatikus képzésének Alkalmazott analizis
kurzusanak oktatasa soran is.

A jegyzet feltételezi a Matematika BSc szakon hallgatott analizis targyak anyaganak ismeretét, de né¢hany
altalunk fontosnak vélt fogalom a jegyzetben ismétlésre keriilt.

A jegyzet alapvetden linearis felépitésii, de néhany fejezet a feldolgozas folyaman kihagyhat6. Minden fejezet
elején szerepel, hogy mely fogalmak ismerete sziikséges a témakor megértéséhez, illetve, hogy mely fogalmak
keriilnek az adott fejezetben bevezetésre. Az 11j fogalmak hiperkinkjeinek segitségével kozvetleniil a definicidra
ugorhatunk.

A jegyzet elméleti fejezeteiben taldlhatd kidolgozott példak mellett az egyéni feldolgozasra szant feladatok
kiilon fejezetben kaptak helyet, a feladatok megoldasaihoz hiperlinkek segitségével navigalhatunk.

Bizonyos 4brak esetén a szemléletesebb megjelenités kedvéért GeoGebra animaciokat is készitettiink. Osszesen
12 interaktiv animaciot és 20 nem-inreaktiv animaciot készitettiink.

A jegyzet két formatumban késziilt. Az elektronikus publikalasra alkalmas xml formatum mellett elérhet6 egy
hiperlinkekkel ellatott bongészhetd pdf formatum is, melyet nyomtatasra alkalmasabb, atlathatobb, a
hagyomanyos konyvformatumokhoz jobban illeszkedd tagolassal készitettiink. Ebbél a formatumbol
természetesen az animaciokat kihagytuk.

Ezaton mondunk koszonetet dr. Gat Gyorgy egyetemi tanarnak, aki lelkiismeretes munkajaval, hasznos
tanacsaival segitette a végso forma kialakitasat.
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1. fejezet - Fuggvénysorozatok,
fuggvénysorok

Ebben a fejezetben a fliggvénysorozatok és sorok konvergencia-kérdéseivel foglalkozunk. A pontonkénti
konvergencia mellett az egyenletes konvergencia fogalmat is bevezetjilk, megvizsgaljuk, hogy az egyes
konvergenciak orokitenek-e bizonyos fiiggvény-tulajdonsadgokat, mint példaul folytonossag, differencialhatdsag,
integralhatosag.

A fejezetben eldkeriild uj fogalmak: fiiggvénysorozat, pontonkénti konvergencia, egyenletes konvergencia,
hatarfiiggvény, fliggvénysor, 0sszegfliggvény.

Sziikséges eldismeret: Szamsorozatok, végtelen sorok, valos valtozos valos értekil fliggvények hatarértéke,
folytonossaga, differencialhatosaga, integralszamitas.

A fejezet elsajatitasahoz sziikséges ido: 4 tandra + 6 6ra 6nallé munka.

1. FUuggvénysorozatok

A természetes szamok halmazan értelmezett fliggvényeket sorozatoknak nevezziik. Attol fiiggden, hogy a
természetes szamokhoz milyen halmazbol rendeliink elemeket, beszéliink szamsorozatrél, vektorsorozatrol,
intervallumsorozatrél, stb.

Ebben a fejezetben olyan sorozatokat vizsgalunk, melyek a természetes szamokhoz fiiggvényeket rendelnek:

1.1.1. Definici6. Legyen J»' & PRAA SR A =) ninden neN egerén. Ekkor az Ve "€N) sorozatot

fliggvénysorozatnak nevezziik.

A szamsorozatokhoz hasonldéan a fiiggvénysorozatokat is jellemezhetjiik monotonitas, korlatossag ¢és
konvergencia szempontjabol. Mindhdrom fogalom természetes Kkiterjesztése a szamsorozatokra vonatkozd
fogalmaknak.

Monotonitds:

1.1.2. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az - #E M) (s A SR H SR B = W) g0 0vanysorozat
i) montoton né, ha minden #<€ M ¢és minden *€ £ esetén Ju(®) £ Fon (%) ,

ii). szigortian montoton né, ha minden # €M és minden * < esetén Ja(®) < fun () ,

iii) montoton csékken, ha minden # =M ¢s minden *€ & esetén Sal®) 2 fn(x) ,

iV) szigoriian montoton csékken, ha minden # €M és minden %< esetén JFu(®) > fun (@) ,
V) nem montoton, ha i)-iv) egyike sem teljesiil.

Korlatossag:

1.1.3. Definici6. Akkor mondjuk, hogy az e neN) (>R ACR, A=) fliggvénysorozat korlatos, ha

minden * < szamhoz létezik egy #4 * I szam, melyre |ANEM pinden 7€M esetén.

2/ » * +
Az WX 2% ne N (xeRT) fiiggvénysorozat korlatos, mert minden € " szam esetén az M = 2% teljesiti a
definici6 feltételeit.

Az (2N} (€ 0.1) goro7at is korldtos, hiszen minden = (%1 &5 minden 7€M esetéen |7 51,




Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

X
Ugyanakkor az & -#&€ M) sore=t =7 (1,=) inte); * = nem korlatos, mert minden **1 és minden 44 > [
neM | 2> M e "
szamhoz létezik , melyre . (Mivel ,ezértilyen valdban létezik.)

A példakbol is latszik, hogy korlatos sorozatok esetén a definiciéban szerepld 3 szam néha fiigg néha pedig
nem fiigg % -t61. Erdemes megkiilonboztetni azokat a sorozatokat, melyekhez *-tl fiiggetlen 3 konstans is
létezik:

7 (f.uceM) (f, AR AcCcR HF=)

1.1.4. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a fliggvénysorozat

egyenletesen korlatos, ha létezik egy 4 * U szdm, melyre minden * € ¢és minden # €™ esetén AR
Konvergencia:
1.1.5. Definicio. Akkor mondjuk, hogy az (e nEN) fiiggvénysorozat (pontonként) konvergens & -n, ha

minden %<4 pont esetén az (hlxhne M) o nmsorozat konvergens. Ekkor az

FH=R s limf(x)
=

hozzarendelési utasitassal értelmezett fiiggvényt az (e nEN) figgvénysorozat hatarfiiggvényének nevezzik.

A szamsorozatokra vonatkoz6 konvergencia-definicié szerint a pontonkénti konvergencia definicidja logikai
jelekkel azt jelenti, hogy

Wrxe HesVe » DesetendN = N(e.x)e M, ha n » N, aldor | £,(x) - F(x)|= E'(l 1.1)

)

1.1.1. Példa Adjuk meg az Sl@=x (xeH=(-11] fiiggvénysorozat hatarfiiggvényét, ha létezik.

Megolddas. A mértani sorozat konvergencidja miatt:

el 1, ha =x=1,
Bo™ =90, ha —1=x<1

fgy (o€ M) konvergens H -n és

1, ha x=1,
limf,(x) = F(x):=40, ha -lex=1
H=wo

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.1. abra.

1.1. dbra - Az (¥ .2€N) (xe (0.1]) fiiggvénysorozat els6 hat eleme és a hatarfiiggvény
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P
e

Jelmagyarazat

o [folz)
o filz)
fa(z)
e fi(z)
e fi(z)
f5(z)

® lim f,

L S ]

Animacio

O

1.1.2. Példa Adjuk meg az LX) =5+ (202 W) fiiggvénysorozat hatarfiiggvényét, ha létezik.
Megoldas. A hatarfliggvény meghatarozasahoz harom részre bontjuk az értelmezési tartomanyt.

*«Ha % 2 akkor

=4+ =fjx_”-{’1 +[E]x =x {’H[E]M_
X

X

hm[n[_] ]=1
Mivel *™* o , ezért' a fent vizsgalt fliggvénysorozat hatarfliggvénye az Jla)=x yha x> 2,

*«Ha x=2 akkor

X
Tétel: Ha @ = 4=0, akkor V& = 1n— =)

3
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=i =212 52 (o)
*Ha 0=x=<2 akkor
Fix =4 vor =xfor 1+[§] —5 2 (> ),
Osszefoglalva: A H=[0.=) phalmazon 2= ) konvergens ¢és a hatarfiiggvény:
0= fy = " F2
Xl= = .
s o ke 0<x<2

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.2. abra.

1.2. dbra - Az AF +2%ne W) (xe[0,=)) fiiggvénysorozat elsé ot eleme és a hatarfiiggvény

y Jelmagyarazat
] f]_(i?:)
I o foz)
T f3(z)
: f4(i?3)
o o fs(z)

e lim f,

Tk

281

Animacio

O

4
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by
Sz =—Fb _
1.1.3. Példa Adjuk meg az 1+x° (x€RV(-1}.#nEN) fiiggvénysorozat hatdrfiiggvényeét, ha létezik.
Megoldas. A hatarfliggvény meghatarozasdhoz négy részre bontjuk az értelmezési tartomanyt.
«Ha *=1 akkor

T 1 .1
N=——=-—== (#—m)
Ah=—m =2 )

oHa—l‘: x<1,akk0r xx—)olha?s%m’igy
fx(x)=ix%0 n— o),
1+x

b 11mf . :
« Ha *=-1 vagy 1<%, akkor |xf == (r— =) igy a a= " hatarérték vizsgalatihoz az alabbi szokasos
atrendezést hajtjuk végre:

x?d

1+x 1

X

Flx=

=1 (g )
+1
Osszefoglalva: A H=R\(-1) haimazon Ue-#E N fiiggvénysorozat konvergens és a hatarfiiggvény:

ha x+<=-1,

ha -l1=x=1,

1

0,
lim f, (x) = F(x) =41
2w —, ha x=1,

2

1

ha 1<x

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfliggvényt szemlélteti az 1.3. abra.

O

——-#eN) - .. . - . [ g .
1.3. abra- Az 1+=x (x=RAM-1}) fiiggvénysorozat els6 ot eleme és a hatarfiiggvény
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Jelmagyarazat
o+ o folz)
fi(z)
o foz)
o fi(z)
fa(z)

e Ilim f,
FL— 0
O "+ O
i Faa ) A
; v : SE >

Animacio

SRR o
1.1.4. Példa Adjuk meg az nt (xR #ENT fioovenysorozat hatarfiiggvényét, ha létezik.

1
oo
Megoldds. Mivel n (=) ezért a gyokfiiggvény folytonossaga miatt (fy.n€ H) konvergens a

H =IR halmazon és a hatarfiiggvény: JE)= x| (xR}

{)x+ —. HE M B
1.4. abra - Az " (x€R) fiiggvénysorozat elsé négy eleme és a hatarfiiggvény

6
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Jelmagyarazat

o filz)
o faz)

fa(z)
o fi(z)

® Ilim f,
T — 0
Animacio
A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.4. abra.
O
i ) FlX=limcos™(m xnl), (xeB nsH) ] ) e )
1.1.5. Példa Adjuk meg az w0 fiiggvénysorozat hatarfliggvényét, ha
létezik.

Megolddas. Vizsgaljuk a fenti fiiggvénysorozat elemeit:

" 0, ha Oicosz(ﬁ'X'.’I!)‘:l,
— B | = 1; A ol =
FAEY }ul-?lcos (oxnl) g_rilicos (?Tx.’ﬂ-):l {1, ha cosl(rxonl)=1
cos( xal)=1

2 A — . = -
Mivel a cos T % 20 =1 oovenigséo pontosan akkor teljesiil, ha cos(7T x*nl) = -1

ezen két trigonometrikus egyenlet megoldas-halmazat kell vizsgalnunk:

vagy , ezért

cosm xoall =1, & moxoal=lkrke®) o X=2_.3|:
Al
2k +1

cosrxal)=-1, & mral=m+rdwkel) & x="—
Fedl

igy a fiiggvénysorozat elemeire:

1, ka x= £ (Lef)
fx(x) = ?9!
0, 2k snben.

frjuk fel a sorozat elsé néhany elemét:

7
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¢ ¢
1, ha x=toy ez 1, ha x=toy ez
o) = o ¢ B = TR
0, Dlinlonben 0, 2kalsnben
L ¢ ¢ 4
1, ha =£-f ez 1k =£=f ez
D= =27p B = “ =57 “=D
0, Dlkiienben 0, lkalomben

1 2w cxenl , B
1.5. abra - A (ml—ﬂcos e =l rem fiiggvénysorozat elso ot eleme

A

H

L ] L ] [ ] = E ] [ ]
05=

Y A 'y A

% . $ ¢ i
H

L] L] L] 1 L] -

os

LE. S
.
e
B
.

U
L L] - L] L] - 1= L] - - L] L]
05k
L - L - L - - L - 1 LT
-3 ) -3 ) 4 ) 1 ) 2 3
&
U

® & &% & & & & & & & & & & & & & ¢ #¢8 &F & & F & & & & 5 F & 5 & & & 8

05
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L]

Animacio

A fiiggvénysorozat néhdny tagjat szemlélteti a 1.5. dbra. A hatarfiiggvény meghatarozasahoz az értelmezési
tartomanyt harom részre bontjuk:

. . = lim.f, (%) =0
« Mivel minden *€®*Q helyen minden # €M index esetén SHln=0 ,1gy v ,ha *ERAQ

limf =1 -~
o nom nyilvanvaloan teljesiil.

P
. x =
« Legyen TS @Y} Ekkor egyértelmiien létezik Z S 6s 4 €N hogy @
felhasznalva kapjuk, hogy

,ahol # és 7 relativ primek. Ezt

g1l pig-1)
g (g-1)! gl

r=

fid
g

£
i=— _
azaz V=7 esetén létezik £=Z (méghozza £ =2 @~ L) amellyel M, és ezért D=1 minden nz ¥

. lmfx)=1
esetén. Igy Lt () ha 7@

Osszefoglalva: A # =IE halmazon (. ne N) konvergens €s a hatarfiiggvény:

b xe (],
2hmdanhen

1,
limf, (x) = £(x) = {0
az un. Dirichlet-fiiggvény.
O

Felmeriil a kérdés, hogy fliggvénysorozatok esetén a pontonkénti hatarérték képzés oOrokit-e valamilyen
figgvénytulajdonsagot (folytonossag, differencialhatosag, integralhatdsag)?

Ha az el6z6 példainkat megnézziik, akkor észrevehetjilk, hogy a tulajdonsagok egy része biztosan nem
oroklédik. Lassunk egy-egy ellenpéldat!

Folytonossag

_ _
Az H® =5 (x€[-L1D fio0vény minden # €N index esetén folytonos az értelmezési tartoméanyén, de a
hatarfiiggvény,

1, ha =x=1,
Fixi=¢0, ha -l=x<1
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nem folytonos %@ =1 -ben (1.1.1. példa).

by

1+5" (x€RMOD) fliggvények folytonosak az értelmezési tartomanyuk minden pontjdban, de a

Sl =
Az
hatarfiiggvény nem folytonos az =1 pontban (1.1.3. példa).
Differencialhatosag

Az SlD=NE+20 (ze(0, =) fiiggvények differencidlhatok a % ) intervallum minden pontjaban, de a
hatarfiiggvény

)= x, ha x=2,
2 ke 0<x2

nem differencidlhato az % = = pontban (1.1.2. példa).

PO RN A,
Az nt (xER) figgvények differencialhatok az értelmezési tartomanyon, de a hatarfliggvény
% =0 _ban nem differencialhato (1.1.4. példa).

Integralhatosag

i) Megmutatjuk, hogy Riemann-integralhaté fiiggvények esetén a hataratmenet és az integralas sorrendje nem

Ffila,b]—=R

cserélhetd fel, azaz létezik olyan Riemann-integralhato -hez konvergald, Riemann-integralhato

(fy[a.b] > R, zeN) figgvénysorozat, melyre

=

» » »
1im‘|;1';é (x)cdx = J‘Lﬂdﬂ (x)dx = Ij(x)dx.

Legyen PR gt és Jo :El, tovabba #€ N esetén

2z, ha 0<x=2™,
Fum =32 g+ 2™ ha 2T <xe2™
0, 2inisnben.

Konnyen lathatd, hogy a fenti fiiggvények Jo kivételével mind ugynevezett haztetd fiiggvények, melyeknek

1-x
tartdja’ a 0.2 intervallum. Nyilvanvalé az is, hogy a fliggvények [91) intervallumra vett Riemann-
integralja, amely megegyezik a hdromszogek teriiletével, minden fiiggvény esetében éppen 1.

1.6. abra - Haztet6 fiiggvények

gy S H R
Fx)=0 . xeHVH)

(H c m') fiiggvény tartoja alatt azt a HoH halmazt értjiik, melyre az teljesiil, hogy J(x) =0 , ha xEH) és

suppf =M.

. Jelolés:

10
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[ | Jelmagyarazat

g . o folz)

Animacio
A hatarfiiggvény meghatarozasahoz vizsgaljuk a kdvetkez6 eseteket:

1

- =y
)
természetes szam, hogy 2° . Ekkor

Fy@=0

e 0<x21 egetén ltezik %0 = N s minden * 7% esetén
_ . limf,(x)=0
FHl® =04 teljesiil. Igy xl—rif )  ha *= (0.1

lim £, (0} =0 '
oo , mert a fiiggvénysorozat mindegyikének az X =10 helyen vett helyettesitési értéke 0, ha #€ M|

, . - : S =limf, =0
Igy a fent definialt fliggvénysorozat hatarfliggvénye a # =[0.1] intervallumon we .

1 1
Jf;(x}fixﬂ L@J‘Jﬂ(x)dxﬂ

Mivel minden # =M esetén, ezért . Viszont

1 1 1

1 1
tlll_)mj; (x)dx = Jf(x)dx = J‘de =0, azaz lim [f,(x)dx # Jlimj;(x)dx.

= e o

i) A kovetkez6 ellenpélda azt mutatja, hogy a Riemann-integralhatosag sem 6roklédik a hataratmenettel.

11
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(r.neHM)

Mivel @ megszamlalhatoan vegtelen halmaz, ezért a raciondliQy = {7, < I} <észitheté egy sorozat,

amely minden racionalis értéket pontosan egyszer vesz fel, azaz
Legyen

B X=RL AL

1
fx<x>={ o "
0, 2ikiisuban. (1.1.2)

A fenti Wx (@) E€N] fliggvénysorozat hatarfliggvénye:

{1, ha xeQd

ImA@=DE=0, 1 zeR\Q

=

= =1 _
hiszen ha 7€ @ akkor létezik olyan ™ =N index, melyre ©~ ™ . Ekkor Ty ) ¢s =1 minden # 7 %

. lim.f, (7} =1 . = lim f (x) =0
index esetén, igy Pty .Ha *= R\Q, akkor minden # €M esetén Sx(% =0 , igy pate .

Mivel az Jo (el figgvények szakaszonként folytonosak®, ezért Riemann-integralhatok, de a hatarfiiggvény
(Dirichlet-fiiggvény) nem integralhato a [0.1] ¢n,

O

A konvergencia definiciot erdsitve kideriil, hogy a hataratmenettel néhany fiiggvénytulajdonsag 6roklédik.

1.1.6. Definicio. Legyen S HoREHCRAEN)  Akor mondjuk, hogy az (fy.2E N fiiggvénysorozat
egyenletesen konvergal az f fiiggvényhez  -n, ha

Wer0AN=N(Ele N, han > N, aldor Wxe H esetén| f,(x) - F(x)|= E‘.(113)

Jelolés: S =S e = =)

Megjegyzés.

1) Minden egyenletesen konvergens fliggvénysorozat nyilvan pontonként is konvergens. Az allitas megforditasa
viszont nem teljesiil. (Lasd 1.1.6. Példa).

2) Az egyenletes konvergencia geometria jelentését 1.7. abran szemléltetjiik. Barmely £* U esetén létezik olyan

N kiiszébindex, melytél kezdve az J -ek nem lépnek ki bejeldlt savbol az adott halmazon.

1.7. abra - Egyenletes konvergencia

°A definicio és a legfontosabb tulajdonsagok megtalalhatok a 194. Fliggelékben.

12
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(@) —2

N

o B

a 0 b

Az egyenletes konvergencia fogalmara nyilvanvaldan érvénye a Cauchy-féle konvergenciakritérium:

1.1.7. Tétel. Az U —Rorel) (AR A ~2) fliggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens
H-n, ha

Wer 0N =N e N, ha n,m > N, aldor Vxe H essién | f,(x) - F,(x)|= E'(l 1.4)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (. ne N) egyenletesen konvergal 7 -hez H-n. Ekkor (1.1.3) alapjan barmilyen
£> U esetén létezik & kiiszobszam, hogy barmely # * & ¢és minden ¥ € # esetén

£
| folx) = Fx) = >
A haromszog-egyenlétlenség alkalmazasaval kapjuk, hogy ha *#+ * & akkor

| A = £ @) 2 £ () = £ @)+ £ () = fa &) <] A1) = F ()| +] £(x) = FulR) | g g =¢.

Most tegyiik fel, hogy teljesiil (1.1.4). Ekkor minden rdgzitett % = 7 esetén (.1 €M) o amsorozat Cauchy-
sorozat, ezért a szamsorozatokra vonatkozo Cauchy-kritérium alapjan konvergens, azaz a fliggvénysorozat

pontonként konvergal egy J AR figgvényhez.

= , . r
## = N oo minden € H esetén

Legyen &* 1 tetszdleges, és & €M olyan kiiszobindex, melyre minden
g

| fe(x) = Fu () |< 3

teljesiil. Végrehajtva az # — @ hataratmenetet kapjuk, hogy minden # * & ¢és minden *€ & esetén

|;;n:x>—fcx>|£§ <,

tehat (1.1.3) teljestil.

Belatjuk, hogy az egyenletes konvergencia mar 6rokiti a folytonossagot.

13
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1.1.8. Tétel.. Legyen x' HP? R,z e N) (‘[}f R, 4 =) 3 S HDR giogy,

fliggvénysorozat. Ha minden  index esetén ~ folytonosa  halmazon, akkor is folytonosa  halmazon.

fvhez egyenlete:qz konvergalo

neH

Bizonyitas. Legyen tetsz6leges. Ekkor megmutatjuk, hogy f folytonos *o-ban, azaz

Ve 038=8(8) =0, haxe H és|x-x, |2 8, aldor | F(x) - Flx)|< €
Vizsgaljuk a fliggvényértékek eltérését:

| Fx) =) | =@ A+ 7 (x) — flx) + F(md — Fxd|E
7@ - A+ | A - A x)d |+ A (m) — S (%)

£

Mivel Jx egyenletesen konvergal ¥ -hez, ezért barmely pozitiv € esetén, igy 3 -hoz is, létezik M €N

| Fx) - A S

kiiszobszam, hogy ha # * & | akkor barmely # -beli * esetén 3. Nyilvanvaloan a becslés igaz
£

HeH esetén is, igy a fenti 6sszeg elsd és harmadik tagja is becsiilhetd feliilrél 3 -mal.

Legyen most # * & rogzitett index. Ekkor, mivel az T fliggvények *0-ban folytonosak (e M) , ezért barmely

z FASERACSI
pozitiv £-hoz, igy *-hoz is létezik & * U, hogy ha 2= %1% akkor s igy
| £ = F () |9 £ = £ | ] A0 — £l | ] Almo) - Fxp) |< §§ +§=e,

ha|:1r—:1r,J [= 5_

1.1.9. Kovetkezmény. Ha a folytonos fiiggvényekbol allo (= R.neN) fliggvénysorozat az J AR
fliggvényhez konvergdl, és 7 nem folytonos, akkor (. ne N) fliggvénysorozat nem konvergdl egyenletesen I
hez £ -n, ha # —»¢2,

Az egyenletes konvergencia a folytonossagot 6rokiti. Hasonléan belathatd, hogy a Riemann-integralhatosag is
oroklodik. A differencialhatosag 6roklddéséhez viszont tovabbi feltételeket kell tenni. Az integralhatosagra és a
differencialhatosagra vonatkozo tételeket bizonyitas nélkiil kozoljiik. A bizonyitasok megtalalhatok [6]-ban.

1.1.10. Tétel.. Legyen minden kA fliggvény Riemann-integralhato az (@51 intervallumon és az (f.neN)

liggvénysorozat konvergdljon egyenletesen az Jila b= I hatarfiigegvényhez. Ekkor S is Riemann-
ggveny. galy gy ggveny
integralhato és

3

2 &
Lim [, ()l = [lim 7, (R)dx = [F (x)dx

a

1.1.11. Tétel.. Legyen minden kA fiiggvény differencidlhaté az CRY nyilt intervallumon és az @€ (@)

pontban az (fyla@).neN) szamsorozat legyen konvergens. Tegyiik fel tovabba, hogy az (fe.nEN)
fiiggvénysorozat egyenletesen konvergdl a & fiiggvényhez az (@) jntervallumon. Ekkor

i) az ne N fliggvénysorozat pontonként konvergal egy / fliggvényhez I -n.
ii) Ha (a.5) véges, akkor a konvergencia egyenletes.

iii) Az ¥ fiiggvény differencilhaté és &+ — &, azaz

14
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limFy =(lim#,)

= M

A kovetkezOkben megadjuk az egyenletes konvergencia egy atfogalmazasat, melyet a feladatok megoldasa
soran fogunk hasznalni.

N Fo HOR(HCRH =2)

1.1.12. Lemma. Legye Az WenE ) fliggvénysorozat akkor és csak akkor

konvergal egyenletesen az S HOR fiiggvényhez, ha az
@, = sup{|j;(x)—j(x)|, XE H}.

sorozat nullsorozat.

Bizonyitas. Tegyliik fel, hogy Ju egyenletesen konvergal J -hez H -n. Ekkor a definicié alapjan

Wer 03ANe M hogyn = Nesgeten| f,(x) - fix)|=evzre H

Az utolsoé egyenlétlenségben véve a szuprémumot % < &7 -ra kapjuk, hogy

&, =sup{|j;(x)—j'(x)|,xe H} L War N,
azaz (a,.neN) valoban nullsorozat.

Legyen most (. #€N) | lisorozat. Ekkor definicio alapjan
Wer03IANe N, hogyn = Nesettn | @, |< &
Mivel

|, |F @ =sup{| (%) - F(0] xe H} 2| 4(x) - f(x)]| (x=H),

ezért | (F) (B € g teljesiil minden # * & esetén, azaz a konvergencia valoban egyenletes.

O

1.1.6. Példa. lgaz-e, hogy az Hlm =5 (nelN) figgvénysorozat egyenletesen konvergens a =011
halmazon?

Megoldas.
I. Pontonkénti hatarértéket 1.1.1. Példaban mar meghataroztuk:

1, ka x=1,
F) =lim A (A =lima" =40, ka -l<zx=l

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatarozzuk 1.1.12. Lemmaban szerepld (.7 €N) gorozatot.

Legyen

&, =sup{| 2 - f(D) | xe (-L )} = sup{| x* = 0| xe (-1, 1)} =sup{| x[* xe (-1, 1)} =1

. lima,=1=0
Igy x—ma% ,azaz az 1.1.12. Lemma értelmében a fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens.
Megjegyzés. Egyszeriien igazolhaté, hogy a kérdéses fiiggvénysorozat bdarmely &= U esetén a
H,=[-1+4,1-4] , ,

tartomanyon mar egyenletesen konvergens lenne.
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1.1.7. Példa. Igaz-e, hogy az /»(® =¥ *2° (n€N) gio0venysorozat egyenletesen konvergens a % =(0-]
halmazon?

Megoldas.

I. Pontonkénti hatarértéket mar 1.1.2. Példaban mar meghataroztuk:

. B _ x, ha x=2
linh(WD=SE=9, 10 0cxca

II. Az egyenletes konvergencia a 1.1.9. Kévetkezmény alapjan nem teljesiilhet.

Ezt megmutatjuk ennek a kovetkezménynek felhasznalasa nélkiil is. Az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, ne N)
sorozat:

@, = sup{| 2 +2" - F(x) | x€ (0, =)}

Ha x22 gs 222 gkkor

n-1
X”+2”-f(x)=x"+2"—2=x"+2-2"“—2zx"+2"“=2"“[x-[%] +1]=: it

T lim &,
Az (2SN piztosan nem nullsorozat (2= ), azaz a fliggvénysorozat nem egyenletesen konvergens.

f (;;):i
1.1.8. Példa. Legyen 1+ (rERV-1} ze )

tobb tartomanyon is.

. Vizsgaljuk meg a fiiggvénysorozat konvergenciajat

Megoldas.
I. A pontonkénti hatarértéket 1.1.3. Példaban mar meghataroztuk:

1, ha =x=-1,
0, ha -1=zx<1,
1' o = =
im0 =F@={1
2
1

ha 1<x

I1. Hol egyenletes a konvergencia?

Csak olyan intervallumokat érdemes vizsgalni, amelyeken a hatarfiiggvény folytonos, hiszen minden # index

esetén folytonos az RA(-1} halmazon, igy az egyenletes konvergencidnak sziikséges feltétele a
hatarfiiggvény folytonossaga.

a) Legyen =01 Ekkor /=9, Az egyenletes konvergencia vizsgalatahoz meghatarozzuk az 1.1.12.
Lemmaban szerepld (&, ne N) sorozatot:

&, =sup{

)

X H—[:I
1+x

:xE(U,l)}=sup 11 cxe{0,1);.
(=" +1
x

16
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1

— =1

Mivel = | ezért az T fuggvények szigorian monoton nének minden rogzite 1 index esetén, igy a
x=1 2
szuprémum megegyezik a fiiggvény helyen vett helyettesitési értékével, azaz
lim&, = L. 0
117 -
Mivel #== 2 , ezért az 1.1.12. Lemma értelmében az Ju(rEN) fliggvénysorozat nem egyenletesen

konvergal a ¥ = -1} intervallumon.

b) Legyen ¥ =0.179] ‘anol 0<d <1 A hatarfiiggvény most is az azonosan U fiiggvény. Az & (neN)

sorozat felirdsa és az elemeinek kiszdmolasa soran most is kihasznalhatjuk, hogy az T fliggvények szigoru
monoton ndvekedése miatt a keresett szuprémum az intervallum jobb végpontjaban felvett fliggvényérték, azaz

* 1 1
afk=sup{lff —U:XE(U,I—é']}:sup ] ey E——
(0 +1 L
x 1-4
1
o=l limg =0 , . . ,
Mivel 1-4d | ezért »w . Igy ezen az intervallumon az 1.1.12. Lemma értelmében a konvergencia
egyenletes.
c) Legyen A=) Eykor /=1, igy az 1.1.12. Lemmaban bevezetett (&2 N} rozat az alabbi alakban
irhato
=su 2 “lix=1ly=5su x”—]—x”_xb] = sup{ 1 cx= 1}
R PP & 1= | P '

B

@, =£,(1) =
Mivel a 5= fiiggvények szigortian monoton csdkkendek minden rogzitett # index esetén, " 2 (nEMN)

1
limag, =— =0 . (1) ;
, igy e 2, ezért a konvergencia az 1.1.12. Lemma értelmében nem egyenletes az '+ =/ intervallumon.
d) Legyen & =[1* 8.} ‘anol 0< & A hatarfiiggvény most is az azonosan 1 fiiggvény. Az % #EN) sorozat

elemeinek kiszamitisa soran most is figyelembe vessziik, hogy a £* fiiggvények szigord monoton csokkenése
miatt a keresett szuprémumokat az intervallum bal végpontjaban vett helyettesitési értékek adjak, azaz
1

&= —3
1+(1+4)
. limeg, =0 = o) :
Mivel i ,ezérta # =[1+5.=) intervallumon az 1.1.12. Lemma értelmében a konvergencia egyenletes.

A@= el H=(3
1.1.9 Példa. Igaz-e, hogy az w (neN) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a = (8,=)
halmazon, ahol ¢ > 0 tetszdleges?

Megoldas.

limf, (x) = £ (x) = x|

I. Pontonkénti hatarértéket mar 1.1.4. Példaban mar meghataroztuk, ==

Il. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, ne N)
sorozatot.
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g7 ]
X

&, =sup{

Mivel

1
0« {x2+i2—|x|=”—zs”+s£=ﬁ,,_
# x2+i+|x| |X| 2
1,' ?22

. . e lim& =0, limez, =0
Igy U<, <A minden 7€ N g wo igy a rendor-elv értelmében i , azaz a fiiggvénysorozat

egyenletesen konvergens a megadott intervallumon.

Megjegyzés. Szimmetriai okok miatt hasonlo eredményre jutnank a 2 =™ "9) haimazon is, ahol ¢ > 0
tetszéleges. Nem lesz viszont egyenletesen konvergens a fiiggvénysorozat semmilyen U -t tartalmazé halmazon.

B Julx = lim cosm xonD), (xel,ne M) ] )
1.1.10. Példa. Igaz-e, hogy az b fliggvénysorozat egyenletesen

konvergens a valos szamok I halmazin?
Megoldas.
I. Az 1.1.5. Példaban lathattuk, hogy a fliggvénysorozat pontonkénti hatarfiiggvénye a Dirichlet-fiiggvény, azaz

ha xe Q3

1,
Lim fy (3) = f(x) = {o, Dikilnben

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, & N)
sorozatot.

@, = sup“cosz’”(ﬁ' x nl —j(x)|: XE R}.

1
= EM . . | - - x =—E Q = H
Legyen 8a(3) =eos™ (7 x 1) f(x)|_ Mivel 22l | egert BalZ) =1 g igy 21 minden 7€M esetén.

Nyilvanvalo tehat, hogy az (@2 €M) §orozat nem lehet nullsorozat, igy az 1.1.12. Lemma értelmében
fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a valos szamok halmazan.

1.1. Feladatok

1.1.1. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy (. ne N) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens-e a 7 halmazon?
— n o n+l _
a) Legyen S(m =5 =2 (e N) o H=[0,1] megoldds

1

b) Legyen % (x)zm (reN) o H=(0,)

. megoldas

X

Sulx) = ——— -
c) Legyen 1o+ x BEND oo A=[011 5000ldas

d) Legyen fm(x) =x" _x2x (-’EE N:l és H [0,1]

. megoldas
)= 2nx
e) Legyen T+n's (REN) H=H=[01] e mondhatunk ugyanezen fliggvénysorozat egyenletes
konvergenciajarol a #y=(L=) halmazon? megoldas
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_ Zmx

TTiaE (meN) o H=[01]

Julx
f) Legyen . megoldds

— — i =
g) Legyen Sulx)=e meM) o =H=R \it mondhatunk ugyanezen fliggvénysorozat egyenletes

cres

1.1.2. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy (e N fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens-€ a & halmazon?

fx<x>=n-[1{x+l-x/¥] :
a) Legyen # (neN) o H=H, =00,

halmazon, ahol ¢ * 0?2 megoldds

=) . Mit allithatunk a konvergenciardl a Hy=[8,=)

S lx= l sin [mr:l

b) Legyen n (neN) ¢

s 4= megoldas

. X
oz =sn ~ lne N')

c) Legyen és 4 =1 megoldas

X X
A= e

e B =(0,1)

d) Legyen ¢s LA =R Mit mondhatunk ugyanezen fiiggvénysorozat egyenletes

intervallumon? megolddas

x

f,e(X)=[1+ ] .
n] REND o H=R megoldas

e) Legyen

JL(XF?@'[iE-l) (nelN) o H=H =K
e Hy=[1,2012]

f) Legyen . Mit mondhatunk ugyanezen fliggvénysorozat egyenletes

intervallumon. megoldas

1.1.3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy figgvénysorozat konvergens, akkor korlatos is! megoldds

1.1.4. Feladat. Igazoljuk, hogy a korlatos fiiggvényekbdl allo (U —=RueN) (HcR) fiiggvénysorozat ha
egyenletesen konvergens, akkor egyenletesen korlatos is. megoldas

1.2. Megoldasok

1
_ xm+

1.1.1. Feladat. a) Igaz-e, hogy az (¥ =%
#=[0.1] halmazon?

(ne M) figgvénysorozat egyenletesen konvergens a

Megoldas.

I. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

limf, (x) =lim(x" = 2™ =0 (xe[0,1]).

N N=rw

a, ne M)

II. Egyenletes konvergencia vizsgélata. Meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld ( sorozatot:

xi!

&, =sup{|:lr’é -y —0|: xE [0,1]} =sup{ '|1—x|: xE[O,l]} =

=mplx" (1-x: x€[0,1]}.

=B l¥]
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A 2 fiiggvények folytonosak a kompakt“[o’l] halmazon, igy a szuprémum egyenld lesz a maximummal®.

Mivel a &= fiiggvény a (0.1} intervallumon differencialhatd, ezért szélséérték vagy az intervallum hatarain,
vagy olyan bels6 pontban van, ahol &» ~ U Mivel a fiiggvényértékek nemnegativak és az intervallum hatdrain

Ex = 0, ezért a maximumot a fiiggvény bels6 pontban veszi fel.
g =ar" -+ 2" =x"Tn-n+x)=0, & x=0wgra-(n+Dx=0

X

Mivel (D=0 minden #e™ esetén, ezért a maximum az 2+1 helyen van, melynek értéke
2 Y # # Y n+l-n 2 Y 1
o= . 1— = . = ' .
gﬁ(m) [.32+1] [ n+1] [m+1] n+l [n+1] n+l
igy

2 Y 1 1 1
{zﬂ:[ ]'_z [—

n+1 (1+l)?d 1+.’2.
el

1 M
1im[1+—] =2 |m— =0
Mivel##= % gs »eltn  ezért

lim&, =0 = f, = f #—=>o)a(0,Dintervalluman

N

A fliggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.8. abra.

1.8. dbra - Az (" ~7".neN) (xe[0.1]) fiiggvénysorozat elsé ot eleme és a hatarfiiggvény

,:h_'” Jelmagyarazat
i g fo(z)
08 filz)
06 o fz)
el o fix)
02 falz)
T _‘T#-,-:—_Tdfr—_ﬂf——:xk + S [ ] nlil.'lrl\j fn

vissza a feladathoz

1

Sulx)=— -
1.1.1. Feladat. b) lgaz-e, hogy az x+p (REN) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a H=00=)
halmazon?

Megoldas.

‘EQy Hcl halmaz kompakt, ha barmilyen H peli pontsorozatnak létezik konvergens részsorozata, melynek hatarértéke is H -hoz
tartozik.
SWeierstrass-tétele: Kompakt halmazon folytonos fiiggvény felveszi szélsdértékeit.
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_ _ limf,(x)=0
L. Pontonkénti hatarérték meghatérozasa. Nyilvanvalo, hogy == " minden %< esetén.

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, ne N)

sorozatot:
1 1

&, = sup cx = 0%y=sup cxE0y=—,
xtn b

1

mert minden # €N esetén az x+# fiiggvény szigortian monoton csokken. Mivel

-0

xtn

1
lim&, =lim—=10,

H—n r—w

ezért a konvergencia egyenletes a ©.=) intervallumon.

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.9. 4bra.

—.xneHl
1.9. abra - Az [x tu ] (x=(0.=)) fiiggvénysorozat elsé ot eleme és a hatarfiiggvény

51— Jelmagyarazat

folz)
fi(z)
o folz)
o [filz)
T fa(z)

® lim f,

T —+ 00

!

vissza a feladathoz

_ omx

fx(x (nel) .
1.1.1. Feladat. c) lgaz-e, hogy az I+ntx fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a
2 =[0.1] haimazon?

Megoldas.
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I. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

limf, (%) = lim =lim 5 =x=7(x) (x=[0,1])
r=m swltn+x H—)m_+1+£

M M

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz tekintsiik Az 1.1.12. Lemmaban bevezetett (& n€ N} gorozatot.

nx mr-x—mx—x
crk—sup{1+n+x—x.xE[O,l]}—sup{T.xE[O,l] =
_ x+x ] 0.1
—sup{1+n+x.xe[ AT
B, (%)

[0.1]

A 5= fiiggvények folytonosak a kompakt halmazon, igy a szuprémum egyenld lesz a maximummal.

Mivel a & fiiggvények a (©.1) intervallumon differencialhatok, ezért sz€&lsGérték vagy az intervallum hatarain,
vagy olyan belsé pontban van, ahol £* ~ v . Mivel a fiiggvényértékek nemnegativak és az intervallum hatarain
Ex = 0, ezért a maximumot a fliggvény bels6 pontban veszi fel. Mivel

=(2x+1)'(1+n+x)—(x2+x)

{1+ +x)°

Zy (%)

ezérta 8¢ = U feltétel pontosan akkor teljesiil, ha
Rra@e+2tarl=0, & m=-Vari(Jari+n) b xm=uri(Jn-va+1)

Mivel a derivalt nevezéje minden valés * és minden természetes % esetén pozitiv, ezért az elbjelet csak a
szamlalo donti el.

X=xm X=x XTXTxR XTI <X
g.eldiele + 0 - 0 +
gomenete 7 lokmax " lokmin. 7

Az "1 pontban tehat lokalis maximum lenne, de nem eleme a vizsgalt intervallumnak, igy a #/ halmaz belsé

0,1]

pontjaiban nincs lokalis maximuma a 5* fiiggvénynek. A [ intervallumon a fiiggvény a maximumat

valamelyik végpontban veszi fel. Mivel a fiiggvény csak nem-negativ értékekkel rendelkezik és &l01=0 , ezért
0 -ban nem lehet lokalis maximuma, igy azt * =1-ben veszi fel.

.g,dm=2% = g=o—20koe) = f3fho=)H o
»

2+n
A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfliggvényt szemlélteti az 1.10. abra.

nL

He M
1.10. abra - Az [1”z tx ] (x=[0.1]) fijggvénysorozat els6 ot eleme és a hatarfiiggvény

22
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Jelmagyarazat

o Jfolz) !
f1(z)
o fofxz)
o fi(z)
fa(z)

® lim f,

=00

L)

Animacio

vissza a feladathoz

n

1.1.1. Feladat. d) lgaz-e, hogy az Sulmy=a"-x
# =[0.1] haimazon?

(n€N) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a

Megoldas.

1. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

limnf, (%) =lim (x* = x™)=0 (xe[0,1].

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatahoz tekintsiik az 1.1.12. Lemmaban bevezetett (& 7€ N) sorozatot:

&, =sup[|x” -z -0 xE[U,l]] = sup'[:lr’é - " :xE[U,l]].

— m 2 i
Vezessiik be a Sx(%) =% ~x" (x€ H) jelolést. Mivel &= folytonos a 7 -n minden # €N esetén és # kompakt,
ezért a fliggvény felveszi szélséértékeit, igy a keresett szuprémum egyben maximum is.

Mivel = a (1) intervallumon differencialhato, ezért széls6érték vagy az intervallum hatarain, vagy olyan

belsd pontban van, ahol &= ~ O Mivel a figgvényértékek nemnegativak és az intervallum hatarain &= ~ 0

a maximumot a fiiggvény bels6é pontban veszi fel.

, ezért

0

Mivel %0 =" ezért % ZU.

Ha == U akkor

g =nx"-2n =0 & x:{!g_

1
Hl—
fgy a & fiiggvény a maximumat az \/; helyen veszi fel, a maximum értéke
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Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

] FE]
1 1 1 1 .
wme=[{E] ({14 e
1

C lim& =—=0
Mivel #+= 4 | ezért az 1.1.12. Lemma értelmében a fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a

vizsgalt intervallumon.

A fliggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfliggvényt szemlélteti az 1.11. abra®.

®o_ _dn
1.11. abra - Az (=" - ne N (xefo, 11 fiiggvénysorozat elso ot eleme és a hatarfiiggvény

Ty Jelmagyarszat

L fo(z)
filz)
o fix)

ol
e [fi(z)
_ fa(z)
> e lim f,

Animacio

vissza a feladathoz

2ux

SHW=——7 Len
1.1.1. Feladat. e) lgaz-e, hogy az 1+a's" (BEM) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a
Ho=[0,1]

halmazon?
Megoldas.
I. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

2

Znx o
lim f, (%) = lim ——— = lim 1” =0 (xe H vagyxcH,)
Hsw e+t pTx u—)m_2+xg
H

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, 7€ N)
sorozatot.

Tekintsiik a 31 = %1 intervallumot, ekkor

a;,=sup{ :xE[O,l]}=sup{ 2?252::{6[0,1]},
1+x°x

2nx
H

-0

x
T2
1+x'x

. 73~ . ,
mivel 1+x x minden *= 1 esetén.

*Az abran az fc‘ figgvény azért nem lathatd, mert egybeesik az 7 hatarfiiggvénnyel.
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2nx

E (= ——
Vezessiik be a L+n'x® (FEH] jelolést. A &= folytonos a # kompakt halmazon, ezért a fliggvény

felveszi széls6értékeit, igy a keresett szuprémum egyben maximum is.

Mivel & a (1) intervallumon differencialhato, ezért szélséérték vagy az intervallum hatarain, vagy olyan

belsd pontban van, ahol &+ =Y

_ 2r {1+ %28y - 2ux 207 _ 2ntl- w2y _
(1 +.’22x2)2 (1+.’22x2)2 ’

2y (x)

=+

= | —

0,1]

X —
ami pontosan akkor teljesiil, ha #=0 vagy, ha #=1, akkor esetén. Legyen #* U, Mivel =1

1

ezért csak ? esik a vizsgalt intervallumba:

x Oq:xc:l r=— l{xil
e M M

g.eldjele + 0 -
g, menete e Ink wix. s

A fliggvény menetébdl az is nyilvanvald, hogy a talalt lokalis maximum egyben abszolit maximum is, igy nem
sziikséges az intervallum végpontjaiban kiszamolni a fiiggvényértéket. Ezért

2n 1 5
1
@, =g,z =—f‘?2=_=1 (ne M
(1Y 1+1
1+#"|—
o o lima =120 . . Lo
és mivel r=e= , ezért az 1.1.12. Lemma értelmében a fliggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a

e intervallumon.

Tekintsiik a 2= 1%} intervallumot. A lehetséges széls6értékhelyek egyike sem esik az intervallumba. Mivel

g, (1€ N7 szigorGan monoton csokkend a 3 intervallumon (&= =0.xed;neN ), ezért a szuprémum
2n
= 1 =
@, =g, o
. . Zn
o limé&, =lim——=10 . ] ) oo
Mivel === rrw ]t , ezért a fliggvénysorozat a “°% intervallumon egyenletesen konvergens.

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.12. dbra’.

2nx

———.nel
1.12. abra - Az [“”2"2 ] (x=[0.1]) fiiggvénysorozat elsé 6t eleme és a hatarfiiggvény

"Az abran az fc‘ figgvény azért nem lathatd, mert egybeesik az 7 hatarfiiggvénnyel.
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~ [ Jelmagyarazat
08 | ~—— folx)
el / S “w\\_“ v fi(z)

/ 4 o faz)
ol // g o fi(x)
fa(z)

® lim f,

=200

02

Animacid
vissza a feladathoz

2nx

Julx)=———= -
1.1.1. Feladat. f) lgaz-e, hogy az 1+a'z" MEMN) fioovénysorozat egyenletesen konvergens a 2 =[9:1]

halmazon?
Megoldas.
1. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

2nx ax
lim fy (%) = lim ——— =lim 5 =0 (xeH)
H—wm s 1+,:g x e —+n3x2
M

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, ne N)

sorozatot:
2nx 2nx
= -l 0,1]k= — 01]s
& suP{‘]+n4x2 x [0, ]} SUP{1+H4X2 x[0, ]}

Az egyenletes konvergencia igazolasahoz nem sziikséges a fenti szuprémum meghatarozéasa abban az esetben,
ha annak valamely felsé becslésérdl sikeriil belatni, hogy szintén U -hoz tart. Most a felsé becslés az alabbi
elemi modszerrel nyerhetd. Ha # * U akkor a szamtani és mértani kozép kozotti dsszefiiggés alapjan kapjuk,
hogy

dux_ mx ¢ HE _omx
T+x*x* 1+?34X2_.\h'(n4x2) w x|

Sl o)
H

1
02 a,<—, . limn—=0 i =0
Mivel n' RENT o , ezért a renddr-elv alapjan xﬂ% , és a fliggvénysorozat egyenletesen

konvergens a [9:1) intervallumon,

A fliggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.13. abra®.

®Az abran az fc‘ figgvény azért nem lathatd, mert egybeesik az 7 hatarfiiggvénnyel.
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Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

Znx
e g
1.13. abra - Az [“”4?‘2 ] (x€[0.1]) fijgovénysorozat elsé ot eleme és a hatarfiigevén
ggveny ggveny

A

| e Jelmagyarazat

fo(z)
A1)
06 - 4 o fox)
o fi(z)

g -

04—
fa(z)
02| ® lim f,
—00

vissza a feladathoz

_ —(x—mf
1.1.1. Feladat. g) Vizsgaljuk meg, hogy az Fulm)=e (2 M) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens-e

Hy=[-r.r]

a valds szamok 4, =R halmazan illetve a halmazokon, ahol © * 1 tetsz3leges.

Megoldas.

1. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

2
limf, (£) =lime ™ =0 (xeR).

= M

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, ne N)
sorozatot.

Tekintsiik a “1 =R halmazt. Ekkor

e'cHJz -0

Crk=sup[ :xER]=sup[e'¢"‘”Jz:xE R].

Mivel f=(#) =1 , ezért S 21 minden # €N esetén. Nyilvanval6 tehat, hogy az (. 7€ N sorozat nem lehet
nullsorozat, igy az 1.1.12. Lemma értelmében fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a valds szamok
halmazan.

Tekintsiik a 22 =177 Lintervallumot. Mivel 7+ folytonos a kompakt ‘2 halmazon, ezért a fiiggvény felveszi

szélséértékeit, igy a keresett szuprémum egyben maximum is. Mivel Fe a U7 intervallumon differencialhato
is, ezért a maximumot vagy az intervallum végpontjaiban, vagy pedig olyan belsé pontban talaljuk, melyben

fo=0
fD=-2-n e =0 o z=a

Ha # &7 akkor a keresett szélséérték 1, ha # = 7 akkor 20 g intervallumon, ezért a fliggvény szigoruan
— —tr—mf
=g

monoton csdkkend és a szélsoértékét az intervallum jobb végpontjaban veszi fel, azaz a;, . Mivel
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litneg, =0 - .
= , ezért az 1.1.12. Lemma értelmében a fiiggvénysorozat a L "=" intervallumon egyenletesen
konvergens.

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.14. 4bra.

3
(e'tx"” neM

1.14. abra - Az ) (=) fiiggvénysorozat els6 6t eleme és a hatarfiiggvény

A

Jelmagyarazat y

fo(z)
fi(z) 8
o [fx)
o [fi(z)
fa(z) 0.4

® lim f,

0.6

v

vissza a feladathoz

fx(x)=n-[,/x+l—\f?r
»

1= 0%) palmazon? Mit allithatunk a konvergenciarol a H,

(neN) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a
=[5

1.1.2. Feladat. a) lgaz-e, hogy az
+®) halmazon, ahol & > 07

Megoldas.

I. A pontonkénti hatarérték meghatarozasat két modszerrel is megmutatjuk. Egyrészt

limf;,(x)=lim?€[ x+— J’]g:j

(xe H, vagy x€ H,),

N N=rw

1

1
=lim =
i J;{+l + a0 2\,;
M

masrészt

. . 1 1

limf, () =lme | Jr+t——wx|=zx)=— (xeH  wag xcH,),
e, . ) 2&

hiszen a gyokfiiggvény differencialhaté mindkét intervallumon.
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II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatdrozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, n= N
sorozatot.

Tekintsiik a 1= 9™ intervallumot.

1

1 1 1
&, = sup - cxe (0, @)y =sup - cxe (0,0
x+l+\f; 2ﬁ 2\’; x+l +
lJ o V" a
1 1
\{“_h"’_ e H
mivel n minden %= ‘%1 esetén.
1 1
gylx) = -
2x

]
r+—+ 'J‘;
n (R jerslest. Ekkor

R e e

2“f_ J+_+J— 2x (\’x+_+J) o (\’x+_+J)

Vezessiik be a

(7=

1
xt+—-x -
A #

o (et w2 (e )
1 e

Mivel * a 1 intervallumon szigoruan monoton csdkkend, igy a keresett szuprémum a baloldali végpontban
vett jobboldali hatarérték:

l

&, = lim g, (x) = lim =m (neM").
=0+

el

o limeg =00 A,
Mivel #=mo , ezért a fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens ““1-en.

Tekintsiik a 2 =19:*) intervallumot. Mivel 2 CHl, ezért €2 ezen a intervallumon is szigoran monoton
csokkend, igy a szuprémum a baloldali végpontban vett helyettesitési érték:

1

G = g, () = =0 =),

A
24’5-(\’5+l +f5)?
M

azaz a fliggvénysorozat egyenletesen konvergens o,

A fliggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfliggvényt szemlélteti a 1.15. abra.

[.lz ' [ x+ l - \E
1.15. dbra - Az "
hatarfiiggvény

nel’

(xel) fiiggvénysorozat els6 ot eleme és a
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A
2 Jelmagyarazat
» fi(z)
1.5 . ..fE (.T-')

fa(z)
fa(z)
lim f,

=00

vissza a feladathoz

fm(x)=l'sin[.lzx:l N’
1.1.2. Feladat. b) lgaz-e, hogy az b (el figgvénysorozat egyenletesen konvergens a
H=IR halmazon?
Megoldas.

I. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:
, 1
limf, (x)=lim — sin(nx)=0 (zxeR),
o n—w 3
mivel korlatos és nullsorozat szorzata nullsorozat.

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatdrozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (@, ne N
sorozatot:

&, =sup{‘l'sin(nx)—0 : xER}=l (xe ).
b b

. lime,
Mivel #=mo , ezért az 1.1.12. Lemma értelmében a fliggvénysorozat a valds szamok halmazan egyenletesen
konvergens.

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.16. abra.

1.16. abra - Az \* fiiggvénysorozat elso ot eleme és a hatarfiiggvény
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Jelmagyarazat
fi(z)
o folx)
e fi(z)
fa(z)

e lim £,
Tl =i 360

vissza a feladathoz

Fi(x)=sin> N
1.1.2. Feladat. ¢) Vizsgaljuk meg, hogy az n (€N fliggvénysorozat egyenletesen konvergens-€ a

H =Tk halmazon.

Megoldas.

I. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

limf, (5) = limsin > =0 (zeR).

H—n LR »

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatahoz meghatdrozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, n= N

sorozatot:
X X
@, = sup{sm—— 1] :xE]R}=sup{s1n— CKE R}.
el M
g,!(x)=sini gm[n'£]=1 51 .
Legyen 1. Mivel 2 , ezért % =% minden #€ N esetén. Nyilvanvalo tehat, hogy az

(. nEN) sorozat nem lehet nullsorozat, igy az 1.1.12. Lemma értelmében fliggvénysorozat nem egyenletesen
konvergens a valos szamok halmazan.

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.17. abra.

X .
sin—,ne M
1.17. 4bra - Az [ " ] (x€R) fiiggvénysorozat elsé 6t eleme és a hatarfiiggvény
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Jelmagyarazat
fi(z)
o Jfoz)
o fi(z)
falz)

® lim f,
n—oo
vissza a feladathoz
o fem=2mZ (e N
1.1.2. Feladat. d) Vizsgaljuk meg, hogy az n o n\# fliggvénysorozat egyenletesen konvergens-e
a pozitiv valds szamok 4 =R halmazan, illetve a #, =01 intervallumon.

Megoldas.

I. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

H—n LRI

lim, (%) =lim ~ln 2 =0 (zeR").
bl

Ennek igazolasdhoz legyen *< R rogzitett és £< R, Ha létezik az

FRB—= R s Pl =tfn:

L o . lim f, (X)) = lim F {2)
fiiggvény jobboldali hatarértéke nullaban, akkor #—= =0+

kapjuk, hogy

. A L’Hospital szabaly alkalmazasaval

. 1
. . gt .

Lm P =limtlni=1lim — = lim i = litn —£=10.
10+ 10+ w0e 1 =04 1 =0+
t &

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatihoz meghatarozzuk Az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, ne N)
sorozatot.

Tekintsiika "1 =% halmazt. Ekkor

a;,=sup{ :xER+}=sup{

Mivel Jx(27) = 2ln 2, ezért % 22102 minden ne N egetén. Nyilvanvalo tehat, hogy az (. 2€ N1 sorozat
nem lehet nullsorozat, igy az 1.1.12. Lemma értelmében fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a valos
szdmok halmazan.

inx

il :xE]Rf}.

EinZ-p

e 1 e 1

Tekintsiik a > =%1) intervallumot. Ha *€ (0.1) "akkor = <# minden # indexre, igy
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&, =sup{‘£lnE CKE (0,1)}=sup{—£ln£: XE (0,1)}.
z n n n

X X
gz =-=ln— .
Mivel # x figgvények differencialhatok a 3 halmazon (s6t B" -on is), ezért a fiiggvény
szuprémumanak meghatarozasahoz segitségiil hivhatjuk a derivaltat:

Ha #23 | akkor fenti potencialis szélséértékhely nincs az intervallumban, vagyis a ¢ fiiggvények az
intervallumon szigorian monotonok, és a derivalt el6jelvizsgalataval megallapithatd, hogy szigorian monoton
novok. A fliggvények szuprémuma tehat az intervallum jobb végpontjaban vett baloldali hatarértékkel egyenlo:

) X, x 1, 1
&, = lim -=In—=-—ln—.
=l g on noon
11 . limn &, =0
A W hatarértéket a 1. pontban mar vizsgaltuk és W , ezért az 1.1.12. Lemma értelmében a

fliggvénysorozat a (0.1 intervallumon egyenletesen konvergens.

A fliggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfliggvényt szemlélteti az 1.18. abra.

X X
—lh—, el +
1.18. abra - Az ["‘g n ] (=) fiiggvénysorozat elsé ot eleme és a hatarfiiggvény
A p
y Jelmagyarazat

gl o fi(z) /

o faox)
e fi(x) /

6 s
fa(z) /
® lim f, . z
4 - To—h 0

vissza a feladathoz

X

J;(x}=[1+

1.1.2. Feladat. e) Vizsgaljuk meg, hogy az M] (reN) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens-

ea A = halmazon.
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Megoldas.

I. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

lim.f, (%) =1im[1+§] =& (xe)

= M

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatahoz meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, ne N)

sorozatot.
Cfn=sup{[1+i] - :xER}_
M
1+f] -g" =0

Ha x>0 | akkor [ %

[Hx] - =[1+x] -
X X
. Legyen

[1+E] -&", ha x=0,

g, x) = 0, ha x=10,

igy " ) ha <0 | akkor hasonléan

Legyen ™ =% ekkor

g =g —[1+E] =" -t = (-2 ("4 2"+ 421 (me N,
n

N} 2

2

azaz % ” ! minden 7€ N esetén, Nyilvanval6 tehat, hogy az (& n€ N} Sor0zat nem lehet nullsorozat, igy az
1.1.12. Lemma értelmében fliggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a valos szamok halmazan.

1.1.13. Megjegyzés. Ha nem vessziik észre a fenti egyszeriibb megoldast, akkor a hagyomanyos modon is

vizsgalhatjuk az % sorozat hatarértékét.

Mivel

»-1
[1+i] —e" <0, ha x<0,
. bl

g.lx) =

¥ u-1
e”—[1+—] =0, ha x=0,
zn

00,0) (0,0‘3

ezért a Ex fiiggvények a - } intervallumon szigoruian

monoton novok, igy

intervallumon szigorian monoton csdkkendk, a

&, = max[limg,,(ﬂ, i1 &y (X)] .

L’Hospital szabaly tobbszori alkalmazéasaval igazolhatd, hogy
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x X
limg, (%) =lim [e" - [1 + —] ] =lime"
E=w r=w M B g

hiszen
» -1 n-2
x x »n x nin-13 a1l
1+= it 1+= — Puew 1+= ] Sew o Prw —_—
. - B n nwm n n = S L
lim = = lim = lim = = ... = lim==0
¥ 2 E—w 2 E—w 2 ¥—w 2

, lim g, (x) ==
Hasonléan igazolhato, hogy r—= . Azaz az (%€ M) o107t nem nullsorozat, igy az 1.1.12. Lemma
értelmében fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a valds szamok halmazan.

A fiiggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.19. abra.

[[1+5] el
1.19. abra - Az "

(x=R) fiiggvénysorozat elso 6t eleme és a hatarfiiggvény

-~

Jelmagyarazat
fi(z)
o foz)
o fiz)
fa(z)

® lim f,

=00

vissza a feladathoz

EX e —1 *
Julz)=n (J; ) (neN) fliggvénysorozat egyenletesen
H,=[1,2012]

1.1.2. Feladat. f) Vizsgaljuk meg, hogy az
konvergens-e a pozitiv valos szamok H=R halmazan, illetve a intervallumon.
Megoldas.

I. Pontonkénti hatarérték meghatarozasa:

limf, (1) =lim# (V5 -1)=lax (xeR"),

+
Ennek igazolasahoz legyen *< R rogzitett és ¥ " Ha létezik az
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1
F R =R, yl—)F(_y):y'[xy—l]

lim, (1) = limP ()

fliggvény hatarértéke végtelenben, akkor *== . A L’Hospital szabaly alkalmazasaval kapjuk,

hogy
1
1 1 U ¥ 'lnz."(—iz) 1
. . 7 LA S ¥ ) 3
lmF i =limy |z -1|=lim—— = lim—————=limx" ' lhx=Iln=x
P = Y=w l rw _i oo
¥ ¥

II. Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz meghatarozzuk az 1.1.12. Lemmaban szerepld (&, ne N)
sorozatot.

— T+
Tekintsiik a A =R halmazt.

&, = sup{|n'(5j;—l) —lnx| xR}

=By %)

g,(27)

. # =n({lnz2-1 ' - . . .
Mivel 2 e 4, és #(ln ) (nel ), ezért % 2ln2-1 minden #€ M esetén. Nyilvanvalo tehat,

hogy az (%7€ M) Sorozat nem lehet nullsorozat, igy az 1.1.12. Lemma értelmében fiiggvénysorozat nem
egyenletesen konvergens a pozitiv valos szamok halmazan.

Tekintsiik a ¥z =[1-2012]

&, =sup[|}z' (i";—l) -lnx

intervallumot.

:xEH2]=sup{.lz'(%";_r—1:I—lnx:xEHg},

=Eyl¥]

gu(x)=n'(i‘f:_r—l)—lnx>0

minden #€M & minden **1 esetén, hiszen g:(11=0 és a Eu

ugyanis
INCES L
fiiggvények az intervallumon differencialhatok és X x minden * * | esetén, igy a 5= fiiggvények

az intervallumon szigorian monoton novok.

A fentiekbél az is kovetkezik, hogy &* fiiggvények a szuprémumot az intervallum jobb végpontjaban veszik fel:
&, =n (2012 ~1) -1 2012

11 =10
A xﬂa% hatarérték a pontonként hatarérték szamolasakor hasznalt meggondolasok alapjan kaphato. Az

1.1.12. Lemma értelmében a fiiggvénysorozat a [1. 2012] intervallumon egyenletesen konvergens.

A fliggvénysorozat néhany tagjat és a hatarfiiggvényt szemlélteti az 1.20. abra.

(?z' (%I’:J_r—l),?ze N’)

1.20. abra - Az (zelr) fiiggvénysorozat elso ot eleme és a hatarfiiggvény
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Jelmagyarazat
fi(z)
\ v o faz)
_ o filz)
il fa(z)
T e n“_‘:ﬂ} fn

i

L4

.
vissza a feladathoz

1.1.3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy fiiggvénysorozat konvergens, akkor korlatos is!

Megoldas. Minden *= 7 esetén az (@2 N) o amsorozat konvergens, igy a szamsorozatokra vonatkozd

. M(x)

tétel alapjan korlatos is, tehat 1étezik egy ¥ -t6l fliggd pozitiv valds szam, melyre

| )| M ()
teljesiil minden # € M esetén, tehat a fiiggvénysorozat valéban korlatos.

vissza a feladathoz

1.1.4. Feladat. Igazoljuk, hogy a korlatos fiiggvényekbdl allo (o = RueN) (HcR) fiiggvénysorozat ha
egyenletesen konvergens, akkor egyenletesen korlatos is.

Megoldas. Elészor belatjuk, hogy a hatarfiiggvény ( ;A J”R) is konvergens. Az egyenletes konvergencia 6.
definiciéja alapjan barmilyen £* U szamhoz, igy £€=!-hez is létezik olyan & €M kiiszobszadm, hogy ha # = &V |

akkor | (8 =S @] inden € & esetén,

N tetsz6leges rogzitett szam. Mivel Tx korlatos fliggvény, ezért létezik egy =~ ™ pozitiv valds
| fy (1< M

Legyen " *
szam, melyre minden * € 7 esetén.
A haromszog-egyenlétlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

| F@H A @)=y (1 £y K 7@ - fy ()| +| £y (<1 M, (xe ),

azaz 7 valdban korlatos.

egyenltlenség segitségével kapjuk, hogy minden # * & és minden * € 7 esetén

| O H A - S+ SRR L@ -S|+ SR+ 1+ M =M,

mert & korlatos. Mivel a fliggvénysorozat minden eleme korlatos, ezért 1étezik és véges az alabbi maximum:

Mo=max{supl| A2 xe H}..oupl| A2 | xe 21 M)
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Es minden € ¢és minden # €/ esetén EACIEE , azaz a figgvénysorozat valoban egyenletesen korlatos.

vissza a feladathoz

2. Fuggvénysorok

Ha egy szamsorozat elemeit 0sszeadjuk formalisan, akkor egy un. végtelen numerikus sort kapunk. Hasonldan,
ha egy fliggvénysorozat elemeit formalisan &sszeadjuk, akkor egy Un. fliggvénysort kapunk eredményiil. Az
alapoz6 képzésekben mar mindenki talalkozott egy specialis fliggvénysorral, nevezetesen a hatvanysorral, mely
figgvények kozelitésénél igen hasznosnak bizonyult.

Ebben a fejezetben az 1uj, altalainosabb fogalom, a fliggvénysorok kiilonb6z6 konvergencia-fogalmaival
foglalkozunk.

w

_ PNAC)
1.2.1. Definicié. Legyen (e nEN) fliggvénysorozat, ahol S HoR , (AR A=) Eygor a wo

formalis dsszeget fliggvénysornak nevezzik.

w

1.2.2. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a =0 ; fiiggvénysor konvergens az * < pontban, ha az
(S, =2 fulx)
k=0

részletosszeg-fliggvénysorozat konvergens és a végtelen fliggvénysor Gsszege *-ben:

o

Daf
2400 = Hm (5,05,

x=0

o

1.2.3. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a =@ ’ fliggvénysor egyenletesen konvergens, ha az (8,7 ne )

részletosszeg-fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

o

pAEA

1.2.4. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a =@ ’ fliggvénysor abszolut konvergens, ha a =0 fliggvénysor
konvergens.

A fliggvénysorok Osszegfiiggvényének meghatarozasara igen kevés eszkoz all a rendelkezésiinkre. (A
hatvanysorok elméletébdl ismeriink hatvanysorok Osszegfliggvényeit, ezekkel végzett miiveletekkel kapott
hatvanysorok dsszegfiiggvényét tudjuk megadni.)

Ebben a jegyzetben egy Gijabb specialis fliggvénysor, nevezetesen a Fourier-sor dsszegfliggvényét tudjuk majd
bizonyos esetben meghatarozni.

Egyel6ére azonban beérjiik azzal is, ha egy fliggvénysorrdl el tudjuk donteni, hogy konvergens-e, egyenletesen
konvergens-e.

Mivel minden egyes pontban a fiiggvénysor egy numerikus sort eredményez, ezért a pontonkénti konvergencia
vizsgalatakor a numerikus soroknal tanult konvergencia-kritériumok alkalmazhatoak.

Az egyenletes konvergencia vizsgalatat végezhetjiik definicié alapjan, a Cauchy-féle konvergenciakritériumnak
a sorokra vonatkozo atfogalmazasa segitségével, illetve bizonyos esetekben segit a kdvetkezo tétel.
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1.2.5. Tétel. Legyen “or €M) Gioovenysorozat, ahol » & 2B (HCR A =2 g,y . (@nel)

| (2 £ 2, nel reH =0
nemnegativ tagi szamsm=, at, melyre , minden és minden esetén ¢és konvergens

>

x=0 H
numerikus sor, akkor a végtelen fiiggvénysor abszoliit és egyenletesen konvergens — -n.

Bizonyitds. A numerikus sorokra vonatkozé Cauchy-féle konvergencia kritérium alapjan:

Su e & FeAN=NE)eN, han=m> N, aldor [y, +dy, +.. ta,| <&
= (1.2.1)

Egyenletes konvergencia. A Cauchy-féle konvergencia definicio alapjan (S, neN)

fiiggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

részletdsszeg-

Fer AN =N(Eve M, hogy n = m = Naesetén | (S, 0 - (5 0= e (v¥xe H)
A részletdsszegsorozat definicidja és a hdromszog-egyenlétlenség miatt

| 655302 ~ (SN F S8+ Fa )+ + A (22

N St O | a0 |+ SB[ty H ety T F ity < 8,

azaz az egyenletes konvergencia (1.2.1) alapjan valoban teljesil.

Abszolut konvergencia. A figgvénysor a Cauchy-féle konvergencia-kritérium értelmében pontosan akkor
abszolut konvergens az * € 4 pontban, ha

Wer QAN =Ne x)e N, hogyn = m> Neasettn | Fpu (%) | | S |+ H| Az < .
amely az eldz06 részben szerepld becslés alapjan nyilvanvaldan teljestil.

O

PFACEDY S
1.2.1. Példa. Dontsiik el, hogy a #0 #=0  fliggvénysor milyen halmazon konvergal, illetve, hogy a
konvergenciahalmazan egyenletes-€ a konvergencia.

Megoldas. A feladatban szerepld fliggvénysor egy specialis hatvanysor, a mértani sor. Mint tudjuk, csak a

L1 intervallumon konvergens ¢s az Osszegfiiggvénye

1

1-x

S(x)=ixk = xe({-1,1)
x=0

A mértani sorozat els6 # elemének Osszegére (a mértani sor * -edik részletdsszegére) ismert formula alapjan a

részletdsszegsorozat:

1 -1

-

(S0 =

(x=1).

Az egyenletes konvergenciat definici6 alapjan, az (5,/,#€ N figgvénysorozat vizsgalataval végezziik.

,xe(—l,l)}=

m+1_1

&, = sup{[(5,/)(x) - 5(x)|. xe (-1.1)} = sup{ xx

-1 1-=x
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H+l e+l
-1+1
= sup x—,xe(—l,l) = sup =] LxeE(-1,1
x=1 1-x
|x|?d+1
o hm SeeEEte e ae N (-1,1) . :
Mivel =17 17% , ezért e nem nullsorozat, azaz a %/ intervallumon a konvergencia nem

egyenletes.

Megjegyzés. Igazolhato, hogy a ™1+ 9179} intervallumon, ahol 0 < & <1 mar egyenletesen konvergens az

w

(8.2 N) részletdsszeg-fliggvénysorozat és igy a #9 " fiiggvénysor is.

Interaktiv animacio
3
z -
1.2.2. Példa. Vizsgdljuk a =1% | (xe[-1.1]) fliggvénysort abszolut és egyenletes konvergencia szempontjabol.

Megoldas. A kérdéses fiiggvénysornak van konvergens numerikus majoransa, igy 1.2.5. Tétel alapjan a
konvergencia egyenletes és abszolut:

o x » o 1
S S see
w=1 w=1 7%
Interaktiv animacid

SAE=D s o

1.2.3. Példa. Egyenletesen konvergens-e a #t =R fiiggvénysor a - intervallumon?

Megoldas. Ha talalunk numerikus majoranst, akkor készen vagyunk. Itt két modszer is a rendelkezésiinkre all.

1. Megkeressiik J szuprémumat az adott halmazon. Mivel most S« minden # €N esetén differencidlhato az
adott halmazon, ezért a fiiggvény menete vizsgalhaté az elsé derivalt segitségével. A menet ismeretében a
szuprémum leolvashato. Ezt a megoldast az olvasora bizzuk.

2. Az %+ az adott halmazon nemnegativak, feliilr6l elemi uton is becsiilhetok:

X X
x o B 1
A== (o=l >0

. . ; oy , 4,2 ; c . c e , 2 .y
A becslés soranak két nem negativ kifejezés (1 és # %) szamtani- és mértani-kdzepére vonatkozé sszefliggést
hasznaltuk. Mivel ez a becslés minden #Z! esetén igaz, ezért

=1
Zg (x=0),
#=1

azaz a fluggvénysornak van konvergens numerikus majoransa, igy 1.2.5. tétel értelmében a fliggvénysor
(©=) intervallumon.

[ (%)

;‘A(A’) Zl+n"x2 - Z

=

1+x'x?

egyenletesen (és abszolut) konvergens a

Interaktiv animacid

2 -my
Syte

1.2.4. Példa. Hatarozzuk meg a *! fiiggvénysor konvergencia-halmazat, majd vizsgaljuk meg az adott
halmazon egyenletes és abszolut konvergencia szempontjabol.
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Megoldas. Eldszor allapitsuk meg, hogy mely # -ek esetén konvergens a fiiggvénysor. A Cauchy-féle
gyOkkritérium alapjan vizsgalva:

Hxi?_x,lx2%1 w
- - B

g e e

igy a fliggvénysor olyan X -ekre konvergens, amelyekre

Lx«:l & g2l & x=0,
2

ha %= 0, akkor a fliggvénysor divergens. Az %= esetben kiilon kell vizsgilni a konvergenciat. Behelyettesitve

latjuk, hogy ekkor trivialisan teljesiil a konvergencia. fgy a ¥ = [0

konvergenciat.

intervallumon vizsgaljuk az egyenletes

Ismét lehet derivaltak segitségével és elemi uton is numerikus majoranst keresni.

1. Mivel a fiiggvénylink mindeniitt differencialhato, ezért a menete az elsé derivalt segitségével megadhatd:

2
s e;\w

% Sxe™ - x%™n  x(2-wux
fr(x:]z[é_m]: _ X )_

Mivel 2=0 | ezért a szdmlaléban * mésodfokl polinomja szerepel, a nevezd pedig pozitiv, ezért e eléjele
koénnyen leolvashato:

x x=0 O« x< 3 = 3 Zay
Faeldele 0 + 0 -
Jemenete  lolomin. A lok mam. ™,

2

Mivel nemnegativ, ezért abszolut értékének szuprémuma a # helyen vett helyettesitési értéke lesz:

2
X

£
2=

| fulB) =

n:‘? (re N xel0,=)).

=, 4 4 &1
Zzzz_zz_z

Mivel a =1% € & %1% numerikus sor konvergens, ezért 1.2.5. tétel értelmében a fiiggvénysor abszolut és

egyenletesen konvergens a [9:=) ntervallumon.

2. Elemi tuton is meg tudjuk keresni a numerikus majoranst. Ehhez az altalanositott Bernoulli-féle
egyenl6tlenséget hasznaljuk:

L % < il ¢ x - ! (neN',x>0)
2™ ((1+(£_1))W)2-(1+nx(f_1))2-?‘32}‘2(\5'1)2 HE(J;_I:JE ’ .
=) ‘l w

2 a2 i [
Az =10 esetben az itt kapott becslés nyilvanvaloan teljesiil. Mivel a *17% (\’G 11" numerikus sor a w1

fliggvénysor konvergens numerikus majoransa a [0, =) intervallumon, ezért a fliggvénysor a vizsgalt halmazon
egyenletesen és abszolut konvergens.

Interaktiv animéacio

2.1. Feladatok
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1.2.1. Feladat. Vizsgaljuk meg a kovetkezd fliggvénysorokat, hogy egyenletesen konvergensek-e a megadott
halmazokon.

n+l

2 (x=[0,1))

megoldas

ml?! 1 x+1

—2Xx
b) ;” ntl (XE[_I’IDmegoldds

- nx
Zl 5_2 l:xemj

megoldas

=1
Z_z cos(ax) [xE IR:I

megoldds

Ms

o St aen ) (FER) s

= 2x
Zarctg - l:xE [R)

X megoldds
o (_1)?& R+
g) = XA IZXE :Imegoldds

i%@r”x"‘) XE[-2,-%]U[%,2]

megoldas

- 1
DN — =
a2 (2eas )megolda's

i S0 MK
i (xe ) megoldas

(%)

In|1+

X
k) =2 .’21112.32] [XE (—a,a),aE]R")

megoldas
- 1
2" sin —
) & ]
(@) Iix £ R+:l

(b) (xe[d.=)) megoldas

MZ +51nx XE[U 2:‘1—]:]

m) megoldas

rind)
; E e Iixe (~a,a),ac R+:l

—

n)

megoldds

2 (xe(-1+8,1-8),0< 4 <

0) 7 1) megoldas
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2.2. Megoldasok

Zf(x) Zx -x"

1.2.1. Feladat. a) Egyenletesen konvergens-e a »=t ﬁiggvénysor a %1 intervallumon?

Megoldas. frjuk fel a fiiggvénysor részletosszeg-sorozatat:
(S =27 =" =G - = A G - == (xel01),
k=0

A fliiggvénysor 0sszegfiiggvénye a részletdsszeg-sorozat hatarfiiggvénye:

S(x)_llm(sf)(X)—l1m1 =1

Mk

(8,7.neN)

Az egyenletes konvergencia vizsgalatahoz irjuk fel az fliggvénysorozathoz az 1.1.12. Lemmaban

szerepld (& 7€ N} sorozatot:
&, = sup{| (S, (x-S | x=[0, 1)) =sup{|1-x™ ~ 1] x [0, 1)} =sup{™  x [0, 1)} =

(%)

lime, =0 pN
Mivel ﬂl—}ﬂ-}o% , ezért az 1.1.12. Lemma értelmében az (5,f.neN) fliggvénysorozat és igy a =0

figgvénysor sem egyenletesen konvergens a [9.1) intervallumon.

1.2.6. Megjegyzés. lgazolhaté, hogy a fenti fiiggvénysor a [0.1-2]

konvergens, ahol B = d <1 tetsz8leges.

intervallumon mar egyenletesen

vissza a feladathoz
Interaktiv animéacio
L= 1 "
Zf(x) Z_x -11
1.2.1. Feladat. b) Egyenletesen konvergens-e a =1 w17 figgvénysor a (-1.1]

intervallumon?

xe[-1,1]

Megoldds. Irjuk fel a fiiggvénysor részletdsszeg-sorozatat. Minden esetén

»+l +1
S0 = oy —[—-—][ ]--*[?‘Ll]:"‘fﬂ

Igy a fliggvénysor Osszege:

w 1 . o _xm+1_ : _
NZ;x n+1 —il_}n;x H+1—X—S(x) (xe[-1,17.

=0

»4l

A fenti szamitds soran kihasznaltuk, hogy a #*1 hinyados egy korlatos és egy végtelenbe tartd sorozat
hanyadosa.

(5, /. neN

Az egyenletes konvergencia vizsgalatdhoz irjuk fel az ) fliggvénysorozathoz aqz 1.1.12. Lemmaban

szerepls (% € N gorozatot:

x+1

ag, = sup{| (5,7)(x) — S x) | €[~ 11]} = sup{

x—

— X

xe[-1L1 =
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=sup{x|”+l-L;xe[—1,1]}=L_
T a+l n+1
- lima, =0 5 N’ 2
Mivel i , ezért az 1.1.12. Lemma értelmében az ( WS € :I fliggvénysorozat és igy a =1

(-1.1]

fliggvénysor is definicié szerint egyenletesen konvergens a intervallumon.

vissza a feladathoz

Interaktiv animacio

w

- nx
an (x)= Zﬁ
1.2.1. Feladat. c) Egyenletesen konvergens-e a =1 w1t fiiggvénysor a valds szamok halmazan?

Megoldas Numerikus majorans kereséshez hatarozzuk meg az Ja fliggvények szuprémumat. Mivel J+ minden

ne M esetén differencialhato a valds szamok halmazan, ezért a fiiggvény menete vizsgalhaté az elsd derivalt
segitségével. Az

Cr(l+a ) —nx 2’ m+ x2S
l:l +?€5X2)2 (1+.’35}f2)2

ey

*
nevezéjében szerepl$ kifejezés minden #€ M és minden *€ R esetén pozitiv, igy a derivalt eléjele megegyezik
a szamlaldjanak eldjelével és

=0 < a(l-#zY=0,

¥

1

ri=t =
mivel #2=0 | ezért az "a',??_s lehetséges szélséértékhelyeket kapjuk. Mivel J paratlan fliggvény, ezért

elegendd a [%*) intervallumon vizsgalni:

1 1 1
x e xs—0m—e x= <x
N RN
Faelgjele + 0 -
Jnenete e lok mazx. "
fgy
1 1
H'— [
Al A 1L ey
i 1”35,% 202 ’ ’
b
azaz
if,,(x)sl-iLcm (xeR).
n=1 2 7¢=1'J'.32_3

N
A =1 fiiggvénysornak tehat van konvergens numerikus majoransa, igy 1.2.5. Tétel értelmében a fiiggvénysor
egyenletesen (és abszolut) konvergens a valds szamok halmazan.

vissza a feladathoz

Interaktiv animacid
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o

2.1
x) =Z—2 Cos X

1.2.1. Feladat. d) Egyenletesen konvergens-e a #1 ; w17 fiiggvénysor a valds szamok halmazan?

Megoldds. Mivel | cosax) |51, ha#€ M g5 xe R ozt

IJ‘;(XHS% (nel' xeR),

azaz
o =
DIAKD 5 <=
n=1 n= ?9

)
A =0 fiiggvénysornak tehat van konvergens numerikus majoransa, igy 1.2.5. Tétel értelmében a fiiggvénysor
egyenletesen (és abszolut) konvergens a valos szamok halmazan.

vissza a feladathoz

Interaktiv animacid

w

PIAEEDY

1.2.1. Feladat. €) Egyenletesen konvergens-e a o = (“”)(x *2+1) figgvénysor a pozitiv valds
szamok " halmazan?

Megoldas. A feladatra két megoldast is adunk.
1) Keressiink a fiiggvénysorhoz numerikus majoranst! Ehhez vegyiik észre, hogy

fm=— <1 o,

(x+m)z+tn+l) =

ugyanis x>0 g5 x+1> 0 fgy

[ (%)

1
e — — =
,Z‘(x+?z)(x+?z+1) ;nz

A fliggvénysornak tehat van konvergens numerikus majoransa, igy az 1.2.5. Tétel értelmében a fiiggvénysor

egyenletesen (és abszolut) konvergens a ©.=) jntervallumon.

2) Az egyenletes konvergencia a definicio alapjan is vizsgalhatd. A fliiggvénysor Osszegfiiggvénye egyszeriien
felirhato:

5(x) 11mZ _limz(x-'-k-'—l) (x* ) > !

Mu,(ch)(xucﬂ) Gy PSR L P A
Cq1 1 1 1 1 1 o1 1 1
=lm|—- + - +..t - =lim—" =—.
wsw| x x+1 x+1 x+2 xt+tn x+n+l ey xtu+l x

(8,7.neN)

Az egyenletes konvergencia vizsgalatadhoz irjuk fel az fliggvénysorozathoz az 1.1.12. Lemmaban

szereplé %% N gorozatot:

! —l:xE(U,m)}=
x

&, =sup{|(57)x) - S(2)| x€ (0, =)} = sup{% -

r+u+l

1
o =N =0

1
=sup{
rta+
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o lim&, =0 b N’ 2
Mivel xﬂa% , ezért L1.1.12. Lemma értelmében az [Hf,;ze ) fiiggvénysorozat és igy a =#=l
fiiggvénysor is egyenletesen konvergens a pozitiv valos szamok halmazan.

vissza a feladathoz

Interaktiv animacio

Z)‘;(x)=2arctg T3
1.2.1. Feladat. f) Egyenletesen konvergens-e a =1 =1 ATa
halmazan?

fiiggvénysor a valdés szdmok

Megoldds. Numerikus majordns keresésére két modszert is megmutatunk.

[1)]

(x)>0

1. Mivel az 7 fiiggvények paratlanok és T akkor és csak akkor teljesiil, ha ** 0 | ezért | 7|

szuprémumat elegendd a [0:=) intervallumon keresniink, ahol |72 = A 1smeretes 2ctex = x ,ha =0 jgy

2x 2x .
Jz=arctg —— L 5——==g,(x) (xR
X ta X ta

Mivel a &= fiiggvények minden # €M esetén differencidlhatok a pozitiv valés szamok halmazan, ezért a
fliggvény menete vizsgalhato az elsé derivalt segitségével.

a2
g,d.(:lr)=2M 2x =0 < x=i~q',n_3.

(2.’2 +?z3)2 -

. ER S .
Mivel csak o esik a vizsgalt intervallumba, ezért

x 0‘1:{*1\1{; x=-ui?z_3 —af?z_B‘:x
g.eldjele + 0 -

g menete e lok mazx. ~y

A fiiggvény szuprémuma tehat az alabbi moédon becsiilhet6:

3
2 _ 1 (xel, ns M.

ADK 5 <8 WP =T =

igy

w L= 1
(N cw

;lj;(xﬂ ;Jn—z{

azaz a figgvénysornak van konvergens numerikus majoransa, igy 1.2.5. Tétel értelmében a fiiggvénysor
egyenletesen (és abszolut) konvergens a valos szamok halmazan.

2) A numerikus majorans elemi modszerekkel is megtalalhato. Az | @87 141 % | pecsiés és a szamtani és mértani
kozép kozotti osszefliggés alapjan

2x

:Jr2 +n3

<

arctg =—— (xR, »nel.

= 1

. 3
Mivel #1 Jf‘ﬂ_ konvergens, ezért 1.2.5. Tétel értelmében a fiiggvénysor egyenletesen (és abszolut) konvergens a
valods szamok halmazan.
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vissza a feladathoz

Interaktiv animacio

N - (-
2A@=2
1.2.1. Feladat. g) Egyenletesen konvergens-e a #t w0 X% fiigovénysor a pozitiv valés szamok

halmazan?

Megoldas. Vegyiik észre, hogy

L] L= 1
= -1
2A@=20"—
Leibniz-tipusi sor minden *€R" esetén, igy |50/ =51 pecslésére hasznalhato a Leibniz-tipust  sor
hibaformulgja:
1 +
| S ) - S |2 (xelR").
x+an
gy
. 1 b1
&, = supl| (5, /002 -S| x =B} £ supf xeRY =——.
xtntl n+l
11 ! =0 1i 0 >
im——-= = »
Mivel »=n+1 ezért W is teljesiil, igy az (5uf e M) fliggvénysorozat és a =t  fliggvénysor is

egyenletesen konvergens a pozitiv valos szamok halmazan.
vissza a feladathoz

Interaktiv animacio

=] e} 2
DA@ =2 = )
1.2.1. Feladat. h) Egyenletesen konvergens-e a ==t =] fliggvénysor a
H :=[—2,—l]u[l,2]
2" 2 " halmazon?

Megoldas. A fiiggvénysorhoz numerikus majoranst kerestink. Mivel

A | AW han pires,
Jal x)—ﬁ(( Ot +(-x) )_{—j;(x), han piratlan

1
= [-.2]
ezért | HURIF A @] minden x€ # esetén. Elegendd tehataz 2  intervallumot vizsgalni.

Numerikus majorans kereséséhez vizsgaljuk a fiiggvények menetét! Az Fu fiiggvények a vizsgalt intervallumon
differencialhatok, ezért a fiiggvény menetének vizsgalatahoz irjuk fel a derivaltakat:

N B i | B s e ol il VR A et
fn(ﬁ‘{?;‘i‘ = —3:;? xg, —3;?1— (#EN.IEH).

Sz¢ls6érték az intervallum hatarain, vagy ott lehet, ahol Fue =0 . Bz utobbi feltétel akkor teljesiil, ha x=%1, A
1
2

lehetséges szélséérték helyek koziil csak ¥ =1 esika 2 " intervallumba. A fliggvény monotonitdsat az alabbi
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Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

tablazattal vizsgaljuk. Ehhez vegyiik észre, hogy S elojele megegyezik a szamlalojanak eldjelével, igy
elegends =" ~1 elgjelét vizsgalni:

x l<x¢1 =1 l=x=<=2

Faeldele - 0 +
Fmenete s lok. min. e

A fiiggvény menetébdl nyilvanvalo, hogy a lokalis maximumot az intervallum végpontjaban talaljuk:

Kbsr- 2z )
A

PRGSO NAE: =Z @) el
»=0 =1

(%)

254(2)

becslés alapjan a =0 numerikus sor konvergencidjat vizsgaljuk. A Cauchy-féle gyokkritérium alapjan:
5 YaT 2 a1+ [%]

lim.li (2" +—)_11m—=0‘:1,

R J_ R 1] ,33!

igy a végtelen sor abszolit konvergens. A fiiggvénysornak tehat van konvergens numerikus majoransa, igy az
1.2.5. Tétel értelmében egyenletesen (és abszolut) konvergens a vizsgalt intervallumon.

vissza a feladathoz

Interaktiv animacid

> = Z( I +2,¢

1.2.1. Feladat. i) Egyenletesen konvergens-e a =0 (2,

figgvénysor a ) intervallumon?

Megoldas. A

Zf(x) Z( I +2,¢

fliggvénysor Leibniz-tipusti minden € (2, =) esetén, igy |56/ =51 becslésére hasznalhato a Leibniz-tipusu sor
hibaformuléja:
1
Ry S < [ 2 o
| 5 )x) - S |2 T g (xe(2,=])
fgy
. 1
&, = sup{| (5,70(x) - S(x) [ x€R7} < Ta
litn ! =0 1i 0 if
im vy = # .
Mivel e 2+2" , ezért i , és a (5,/ meN) fiiggvénysorozat és igy a =0 fliggvénysor is

egyenletesen konvergens a (2.2 intervallumon.

vissza a feladathoz
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Zf(x) i sin X

1.2.1. Feladat. j) Egyenletesen konvergens-e a *! Tt + 2t fliggvénysor a valos szamok halmazan?

Megoldas. Numerikus majorans kereséséhez tekintsiik a kévetkezo becslést:

)_| sinax 1 1

|«f9z +xt _i{‘ﬂ4+x" _ﬁ

(xR, nesH).

Az els6 1épés soran kihasznaltuk, hogy |sinnx [$1(xER, #EN) hogy a tort nevezdje minden szobajohetd ¥
r . , ca 1 , . , . - , . 4
és minden szobajohetd # esetén pozitiv, a masodik 1épés soran pedig azt, hogy * 20 (xel)

= 1

. 4 ., . . , .
Mivel #=L1§#" konvergens, ezért a fiiggvénysornak van konvergens numerikus majoransa, igy az 1.2.5. Tétel
értelmében egyenletesen (és abszolut) konvergens a vizsgalt intervallumon.

vissza a feladathoz

Zln [1+

1.2.1. Feladat. k) Egyenletesen konvergens-e a **

Aln's ] fiiggvénysor a L %) intervallumon?

Megoldads. Mivel

2 1 7y
n|1+2_|= In |1+ -2
nln’e | e nln’n

ésa

9 Y
[1+ il ] n22

Hln 2?3

2
fiiggvénysorozat monoton ndvekedve tart ¢ -hez, ezért

®hd
X_] PRI (xe (—a,a)).

w 2

A ¥=2#n"% pumerikus sor az integralkritérium értelmében konvergens, ugyanis a

midi":l' a£#dﬁ=1' azmicﬁx:l' a 1.1 _a
:[f-glnzf s ,[:Eln% P hLu? 28 | me 2] Ine
p=lnt, du==d

[

N
improprius integral konvergens. Tehat a =1 fliggvénysornak van konvergens numerikus majoransa, igy az
1.2.5. Tétel értelmében egyenletesen (és abszolut) konvergens a valos szamok halmazan.

vissza a feladathoz

Zf(x) 22 s1n—

1.2.1. Feladat. I) Egyenletesen konvergens-e a #1 tx fliggvénysor a pozitiv valos szamok R
halmazan. Vizsgaljuk meg az egyenletes konvergenciat a [3.= intervallumon is.

Megoldas.
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i) A fliggvénysor (5, f .z e M) részletosszeg sorozata a X" halmazon nem teljesiti az egyenletes konvergenciara
vonatkozo 1.1.7. Cauchy-féle konvergencia kritériumot, azaz

e>0,YNeN, Inme N nm> N, meR*, hogy| S,/ (x) - 8, F(x) |2 &

! 2
£=— .
Valoban, 2 n=2N,m=2N+1> N g

valasztasa esetén

| 5,0 - (8, A )x) = 22 o ;2 =0l ain Ly ey |
2741 & 2

o

i) Vizsgaljuk meg a fiiggvénysor egyenletes konvergencidjdt a [9: =) intervallumon is, ahol & > 1

Ismeretes, hogy ha > 0, akkor &inx <x igy
N

(%) (%) 'l (%)

5 5 »=1

2

3

< o

A fiiggvénysornak tehat van konvergens numerikus majoransa, igy az 1.2.5. Tétel értelmében egyenletesen (és
abszolut) konvergens a [9: =) intervallumon.

vissza a feladathoz

=] l: 1)?1
Zf (x)= Z [0, 2]

1.2.1. Feladat. m) Egyenletesen konvergens-e a =2 w2 ATEINX fijoovénysor a intervallumon?

Megoldas. Vegyiik észre, hogy

Zf (x)= Z( L

»tEnx
Leibniz-tipust sor minden * €[0,27] esetén, igy |55 =51 pecslésére hasznalhato a Leibniz-tipusu sor
hibaformulaja:
(S0 - SRS ————  (xe[0,27],#22)
r+l+zinx
gy

Uia;,=sup{|(S'xf)(x)—S(x)|:xE]R+}Ssup{; xe[0, 2??]}—— iz 2)

#ntl+sinzx

1 L]
lim—=10 li =0 5 E.jm
Mivel =2 , ezért i , ezért az (S 2 2) fiiggvénysorozat és igy a =2 filiggvénysor is

egyenletesen konvergens a [0:27) jntervallumon.

vissza a feladathoz

:ut?e 1)

0 0 l: 1)
1.2.1. Feladat. n) Egyenletesen konvergens-e a *! T ﬁlggvenysor a %4 jntervallumon?

wln—1
Megoldds. Vegyiik észre, hogy 2 pdros, ha ® % -gyel oszthat6, vagy ha 3%+ alakii természetes szam,

ahol £ €N &g pdratlan a tobbi esetben, igy a hatvanysorunk két Lebniz-tipusii sor Gsszegeként irhaté fel:
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Zf Zfz; PR

= (1.2.2)

[

2
Fontos kiemelni, hogy az (1.2.2) felbontas akkor és csak akkor érvényes, ha mind a 1 ! sor, mind pedig a

w
Z ,J-Ei+1

a=d sor konvergens.

A
221
(-1
_1)
Zf Z?.'(JBL’) +g" NETERPL
ésa
(i1

Dha= e I e
e e Jot g e

sorok a Leibniz-kritérium értelmében konvergensek, tehat az (1.2.2) felbontas helyes. A sorok 6sszegét jeloljiik

Saval illetve 2 -vel. A Leibniz-tipusu sorokra vonatkozo hibabecslés alapjan # = 2& (k€ N} esetben

| Sy () = S() | =E2f +an.1 (S, +8)[<

=0

R

1 1 - 1 N 1 p 2

+

< < .
Pagk+1) +e*  HQE+1D +e" YA+ Qe+ H2k+1)?

Z ) Z

< =
T 2 P 2 .
Mivel J(2k+1) és J(2k+1) , ezért az (. €N ullsorozat. Hasonloan igazolhato, hogy
0L @y
«.3;‘(23:+ 2° (ke Ny

Mivel (%7€ ] paros ¢és paratlan indexii részsorozatai egyarant nulldhoz tartanak, ezért (@ nE N g

o

(8. fnmel ,Zf*

4 - —_ + -
nullsorozat. gy ésezért *1  is egyenletesen konvergens a © %4} (@€} jnervallumon.

vissza a feladathoz

Dx
1.2.1. Feladat. o) Egyenletesen konvergens-e a = fiiggvénysor a 1+ 4178} intervallumon, ahol 0 < & <1
?

b4

Megoldas. A fiiggvénysor dsszegfiiggvényét és a részletosszeg sorozatot az 1.2.1. Példa. megoldasa soran mar

meghataroztuk. Az (5,7 ne N fiiggvénysorozat egyenletes konvergencidjdat most az * (-1+5.1-5) feltétel
mellett kell vizsgalnunk, igy

e+l
&, = sup{llL, re(-1+41- .5)}.
- X

x x+l
g0 =2

A szuprémum meghatarozasahoz a 1-x fiiggvények menetét a derivélt alapjan fogjuk vizsgalni.

Mivel £x az =10 pont kivételével mindenhol differencialhaté és a derivaltja:
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(?3' + 1)(_ ])N+1xﬂ(l - x:] + (_1):!1—1 I}HA]. _(_I)H(’: +1- nx)

(1 )2 hax< G, [:1 )2 ha x < O:
- - X
g;(x)= 241 =
(D2 (- 2 hax>0, 2@ o gsg
(1-x) -

A Ex szamlalojaban szerepld #+1- %X linearis kifejezés pozitiv, ha <1, ezért &~ U ha Dex<1-6 g

g, <0 (-1+ 4,0

, ha ~1+d<x<0 Tehat 5 szigoran monoton csokkend a intervallumon és szigorian

monoton névé a -1~ 92 intervallumon minden # € M esetén.

A B (€N fliggvények szuprémumat az intervallum végpontjaiban vett egyoldali hatarértékek valamelyike
adja:

| |m+1

_ . . |x|?!+1 _ (-l _5)x+1
G max{x_l}trlr}ﬂ 1-x ’foPﬁ- l—x} a

w

(5, F.neH) zf" -1+ 4,1-4)

Mivel (% #E N1 bilisorozat, ezért és igy =0 is egyenletesen konvergens a

(0= 3<1) intervallumon.

vissza a feladathoz
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2. fejezet - Lebesgue-integral

Ebben a fejezetben a Lebesgue-integral fogalmat vezetjikk be és megvizsgaljuk, hogy fiiggvénysorozatok esetén
a hataratmenet és a Lebesgue-integralas sorrendje milyen feltételekkel cserélhetd fel. Tovabba megmutatjuk,
hogy a Riemann-integral és a Lebesgue-integral milyen kapcsolatban all egymassal. A Lebesgue-féle
integralfogalom bevezetése utan a mérhet6 fiiggvény és mérhetd halmaz fogalmat is bevezetjiik.

A fejezetben eldkeriilé uj fogalmak: 1épcsdsfiiggvény, majdnem mindeniitt valé konvergencia, =

fiiggvényosztaly, © fliggvényosztaly, also- és felsd burkolo, fiiggvény pozitiv-, illetve negativ része,
(Lebesgue-)mérheté halmaz, (Lebesgue-)mérhet6 fiiggvény.

Sziikséges eldismeret:1. fejezet, Riemann-integral.
A fejezet elsajatitasahoz sziikséges id6: 8 tandra + 8 ora 6nallo munka.

A Lebesgue-integral bevezetése elétt néhany 1j fogalommal, illetve tétellel kell megismerkedniink. Ezeket
tartalmazza az els6 két alfejezet.

1. Nullamértéki halmazok

2.1.1. Definicié. Legyen I egy nyilt, zart, vagy félig nyilt, félig zart intervallum. Az intervallum mértékén az

mes(T)

intervallum hosszat értjiik és -vel jeloljik.

2.1.2. Definici6. A ¥ S nem iires halmazt nullamértékiinek nevezziik, ha barmely &% 0 -hoz létezik

(Zy,2el) intervallum-rendszer, ahol I véges, vagy megszamlalhatéan végtelen indexhalmaz, amelyre

L. 2H & Dwmes(T)<e

x=T nal
Jeloles: | 4= 0.

Példak T -en nullamértékii halmazokra:

(1) Az egyelemii halmaz nullamértékii. Ekkor A=z} (% ek)

A halmazt ekkor egyetlen intervallummal is le tudjuk fedni. Legyen £* U tetszdleges, és a 7 -t lefedd
intervallum

£ £
I= [:JrIJ —g T +H] oinl=H
Az intervallum hossza:
mes(L)=2

= £

Ia | oy
e | o

(2) Minden véges halmaz nullamértékii. Ekkor 2 = (- R} gpo) HERDLILN (o wen

A halmaz minden elemét lefedjiik egy intervallummal, melynek a felez6pontja az adott pont. Legyen &7 1
tetsz6leges, és a 7 -t lefeds intervallum-rendszer:

T, =(x,-r,x,+r),0$n <N, zhol r=—" _
AN +1)

Ekkor
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Lebesgue-integral

Ij I I g g

T oH : 7, ) ——=—==

Unaf & DneT)= g =D g =3

(3) Minden megszdamldlhatéan végtelen halmaz nullamértéki. Ekkor 2 = (o f- 2 B gpo] R € R 2EN,

Legyen €> U tetszéleges. Itt szintén minden pontot lefediink egy intervallummal (a pont egy adott sugara
kornyezetével), de az intervallumok hosszat egyre kisebbre valasztjuk. A lefed6 intervallumrendszer:

T, =K, (x)=(x, .5 *r), akol rui=£ (e N).

td

Ekkor
= . = o e 1Y & 1 &
,,IEJUIH o s ;mes(fm) 2;2’; =§Z[E] =Z-1__l= 5 < £

Ezzel belattuk, hogy minden megszamlalhato H B halmaz nullamértékii. Felmeriil a kérdés, hogy az allitas
megforditasa teljesiil-e, azaz, hogy minden B -en nullamértékii halmaz megszamlalhaté-e. A vélasz nem, azaz
1étezik nullamértékii, nem megszamlalhatd halmaz. Ilyen példaul a Cantor-féle triadikus halmaz:

12
33

] intervallumot, aztan

A [BHER jntervallumbol emeljiik ki a kozépsé nyilt harmadat, vagyis az [

1 2] [? 8]
ugyanigy jarjunk el a megmaradé két zart intervallummal, azaz tavolitsuk el az [9 ) es |99 intervallumot;
ezt az eljarast folytassuk a keletkezd négy, nyolc, zart intervallummal. A végiil megmaradd halmaz legyen < .
Megmutathaté, hogy © nem megszamlalhat6, nullamértékii halmaz. Lasd: [3] vagy [13].

2.1.3. Definicié. A majdnem mindeniitt (réviditve m.m.) kifejezést annak kifejtésére hasznaljuk, hogy a széoban
forgd tény mindeniitt érvényes, kivéve legfeljebb egy nullamértékii halmaz pontjait.

Ez a definici6 értelmében fliggvénysorozatok esetében bevezethetjilk a pontonkénti, egyenletes konvergencia
mellett az in. majdnem mindeniitt konvergencia fogalmat:

2.1.4. Definicio. Az o' P Rrel) (4 A =) fiiggvénysorozat majdnem mindeniitt konvergal az
F 7 =R fioovényhez, ha az

E:={xEH | flx) =% fix) (m— m)}
halmaz nullamértéki. Jelolés: S mm (n= ) g -n.

Megjegyzés. A nullamértékii halmaz fogalma barmelyik #< B* €M) 150 kiterjeszthetd. A definicioban
szerepl6 % -dimenzios intervallum a kovetkezokeppen értelmezheto:
I* = rER wT

FEd

ahol DLz Ly egydimenzids intervallumok. Az n-dimenzids intervallum mértéke:

mes( I = mesd) mesl, .. mes,
«  Példik B -beli nullamértékii halmazokra:

~ Minden I -beli nullamértékii halmaz.

~ Korlétos zart intervallumon folytonos fiiggvények grafikonja is nullamértékii.
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~ Riemann-integralhaté fliggvények grafikonja is nullamérték{i.
«  Példak B’ -beli nullamértékii halmazokra:
~ Minden B -beli nullamértékii halmaz.

" A kompakt halmazon értelmezett folytonos kétvaltozos fiiggvények grafikonja is, azaz minden egyszeril
feliilet nullamértéki.

2. Borel-féle befedési Tétel.

2.2.1. Tétel. (Borel-féle befedési tétel.)Ha £ S’ kompakt halmaz’, akkor akdrhogyan fedjiik le végtelen sok
nyitott intervallummal vagy végtelen sok nyitott halmazzal, ezek koziil mindig kivalaszthato véges sok, amelyek a
A halmazt szintén lefedik.

Bizonyitas. A bizonyitast két 1épésben végezziik.

H=[a,b]

1. eset. Tegyiik fel, hogy korlatos és zart intervallum. Az allitast indirekt médon bizonyitjuk. Az

indirekt allitas értelmében létezik L=< ) (T' egy végtelen indexhalmaz) lefedés, melybdl nem valaszthaté ki

véges sok, amely lefedné [a.2] ¢

Alkalmazzuk a korabban ,,oroszlanfogas modszereként” megismert intervallumfelezési eljarast. Az eljaras a
kovetkezo két 1épés iteralasabol all:

a) Megfelezziik a vizsgalt intervallumot.

b) A két félintervallum koziil legalabb az egyikre igaz, hogy nem fedhetd le véges sokkal a halmaz-rendszeriink
elemei koziil. A vizsgalodast ezen a félintervallumon folytatjuk. Azaz

s :au+f’n
.8 1 =[a.b] 6s 0 2

- Legyen [

[ = [etg. 5], ko (g, 5 | nempedherSlevigessolinteriallunmal 5, 8, ],
} arhl= kil énben.

= aﬂ +b?€

g,
- Tegyiik fel, hogy az [@ 2] intervallumot mar definialtuk, ekkor 2
- Igy

[, 5], hala,, s, ] nemfedhetdlevigessokintervallummal 5, b, ],

A=
[Bya1r B {kﬁfénben.

Igy egymasba skatulyazott zart intervallumok rendszerét kapjuk, melyekre
ap oy Lo Sy LB 38 L L,

(c,, ne M) és (b, ne H)

azaz monoton és korlatos sorozatok, igy konvergensek is.

Mivel az intervallum-sorozat hossza nullahoz tart, ha # tart végtelenbe, hiszen

g—%=%§+omemy

EQy Hcl halmaz kompakt, ha barmilyen H peli pontsorozatnak létezik konvergens részsorozata, melynek hatarértéke is H hoz
tartozik.
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o lime, =limb, = @
ezert #—w B .

Az [2:2] intervallum zart, — azaz minden konvergens sorozattal egylitt tartalmazza annak hatarértékét is — és
a?! E[ﬂ,b] , = N’ ezért &E[ﬂ,b].

nel

. T
Az intervallum minden pontjat lefedtiik, igy < -t is, azaz 1étezik olyan index, hogy TSy

[a,.5,] ze|

Mivel az intervallum hossza tart nullahoz, ha # tart végtelenbe és ] minden # €M esetén,

.’21 = N [a;ul ’b?el] c I?du , azaz [amlsbml]

ezért 1étezik olyan index, hogy lefedhetd az eredeti lefedésbdl egyetlen egy

b
nyilt halmazzal is. Ez ellentmond annak, hogy [a"l’ "1] nem fedhetd le véges sok halmazzal, ami a feltétel
alapjan teljesiil.

2. eset. Ha 7 S korlatos és zart (azaz kompakt) halmaz.

Mivel & korlatos, ezért létezik (%% intervallum & <& @.5€R) amelyre 7 S48 (pgldaul @ =inf & ¢
bi=sup A )

Legyen Zwn€T) 3 H halmaz tetsz6leges nyilt lefedése, azaz

§r=7:4

el

o
Ekkor [a.5]C U’“FI” W H , azaz [@.2] efedhets nyilt halmazokkal.? Az els6 esetet alkalmazva kapjuk, hogy

[#.5] mar lefedhets véges sok halmazzal is, azaz

HclablcZ, vI, v.. wT, W HE,

de mivel & és #° diszjunkt halmazok, ezért éppen az igazolandé allitas adodik:

Hgfﬁufmg u...ui"xk.

Megjegyzés. A 2.2.1 Tétel feltételei koziil sem a zartsag, sem a korlatossag nem hagyhato el:

1. Korlatossag

Legyen £ =[0:=} Exkor

[0, ) Q[O(n,n+1)]u[0(n—im,n+ix)]
x=0 x=0 2 2

intervallum-rendszer lefedi # -t, de nincs olyan véges részrendszere, amely szintén lefedné.

2. Zartsag

Legyen =1} Exkor

=1 1 =f1 1 1 1
(0,11 [TuT] A - == T ,,]
Ul et U.J ot P

intervallum-rendszer lefedi # -t, de nincs olyan véges részrendszere, amely szintén lefedné.

o
*Mint ismeretes, a zart H halmaz # komplementer halmaza nyilt.
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3. Lépcsobs fuggvények

2.3.1. Definicié. Legyen (2. 2] yorlatos és zart intervallum. A TS[%:#] felosztasa az intervallumnak, ha [1)]

1 a,beT
2. T véges szamossagu.

T(a=r <5< <5,=8) pplab]

Jelolés: intervallum felosztasainak halmazat jeloljiik Fieal -vel.

2.3.2. Definicié. Legyen (%) korlatos intervallum. A ¥ (@& =R fiiggvényt lépcsds fliggvénynek nevezziik,

TeF

2] felosztasa az [%%] intervallumnak, ugy hogy minden X (i, %)

ha létezik pont esetén (p(x)zci, (

1= 1’2’"“”), GER A, osztopontokban a fiiggvényt akarhogyan értelmezhetjiik, a kdvetkezdkben ugyanis
mindig eltekintiink egy esetlegesen zavard nullamértékii halmaztol.

2.3.3. Definicié. Ha ‘“%) nem korlatos intervallum, akkor a # (&# Z R’ fioovenyt 16pesds fiiggvénynek

nevezzik, ha 1étezik % casfich , melyre

. (P(x)zolha X":Cl"vagy .ﬁc‘x,
+ P 1épesos fliggvény az [<. ] intervallumon.

Az la.) véges vagy végtelen intervallumon értelmezett 1épcsésfiiggvények osztalyat Co_jal jeloljiik.

2.3.4. Definici6. Integral értelmezése 1épcsds fiiggvények esetén. Legyen & (@.b)—R Iépcsds fiiggvény. A

fenti definicidnak megfeleld felosztas legyen =T, R B g P =0, 7E (R, )=

(e, )

Ekkor a & 1épcsés fiiggvény intervallumon vett integralja definicid szerint legyen:

4 »
[pondr =2 (5~ 5a)
3 i=1

Az igy definialt integral nyilvan rendelkezik a Riemann-integralnal bebizonyitott tulajdonsagokkal; additivitas,
monotonitas a £ relaciéra nézve, intervallum szerinti additivitas és egyéb miiveleti tulajdonsagok.

4. A & fuggvényosztaly

Ebben a pontban két lemma segitségével kiterjesztjik az integralt egy, a Co -nal bévebb, tgynevezett =
osztalyra.

2.4.1. Lemma (A-Lemma). Legyen % < Co minden # € N esetén. Tegyiik fel, hogy ‘%€ M) sorozat monoton
csGkkendn tart 0-ba majdnem mindeniitt ‘%) -n 2= =) Ekkor

3

I@(x)dx =0 (p—e)

E, :={xE fe, 2 | gix)— F D(n— 00)}

Bizonyitas. Mivel % Omm (8% et nullamérték{i halmaz.

Legyen E o ={xelab)| e geC,)

. Mivel minden 1épcsds fliggvénynek véges sok ilyen tulajdonsagu pontja
van és megszamlalhatoan végtelen sok ilyen fiiggvény van, ezért & -be megszamlalhatéan végtelen pont kertil,

igy £ js nullamértéki halmaz.
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By=Ey OB Uiab)

Vezessiik be az jelolést. Nyilvanvalo, hogy E; is nullamértéki halmaz. Eszrevételek:

lima (x) =10

1. Legyen T S (@ 2VE pryor , és ezért

We 0 3AN=MNg, )M han = N aldor | @ (x,)|< &

Tudjuk tovabba, hogy % (%) monoton csikkendn tart 0-ba, igy Bl7) 20 , igy a konvergencia definicio altal
szabott feltételben az abszolutérték-jel elhagyhatd, tovabba mivel % folytonos *0 -ban, ezért létezik az *o
pontnak olyan T (x) nyilt kdrnyezete, melyre

@x) =g Wxe Jix).
Minden ,,j6” pontot lefedhetiink ilyen nyilt intervallumokkal, azaz

@B c ) T

gl A N Ey

E, =0

2. Masrészt, mivel nullamértékil, ezért barmely £ esetén létezik Le? €N nyilt intervallumok egy

rendszere, hogy

UL, 28 ts Dmes(I) <z,

x=0 »=0

3. A (BreN) fliggvénysorozat egyenletesen korlatos, ugyanis minden *< @8 eseten (A(TL2EN)
monoton csokkend sorozat, ezért

@x) 2@, (x) Vxelab), Vee M

és igy

sup{gg () |ne M, xe (e, &)} =sup{g(x)|xsla =2 =0

Mivel # fiiggvény értékkészlete véges, ezért M nyilvan valos szam.

Az 1., 2., és 3. megallapitasok felhasznalasaval tudjuk bizonyitani az A-Lemmat:
[ 1. eset.] Eldszor azt az esetet vizsgaljuk, ha (@.8) korldtos intervallum.

Ekkor az [%%] intervallum lefedheté az elébb definialt ,,j0” illetve ,rossz” pontokat koriilvevé nyilt
intervallumok egyesitésével:

il || o] U gl
»=0 we[n 2]Ey

AFOS SRtk Fpmwk

A Borel-féle befedési tételbdl kovetkezik, hogy 1étezik véges lefedés is, azaz léteznek k.

melyekkel

természetes szamok,

&

[a,b];[ur

2
s

o)

ahol % cla.b]VE (£=1,..5)
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Tehat véges sok nyilt intervallummal lefedtiik [‘I’b]-t, de ezek kozos része nem feltétleniil iires. Vagjuk le az
egyes intervallumokat gy, hogy barmely[g, #]t részintervallumnak legfeljebb egy k6zods pontja legyen és az
intervallumok egyesitettje ne tartalmazzon -n kiviili pontokat.

2.1. abra - Lefed0 intervallumok "levagasa"

Ekkor
E L
[a,b]=[UIxj.]u UJ"(X;)],
=0 i=0

To; . T o . -
ahol % &s 75 4 fenti levagasokkal szarmaztatott részintervallumok.

Be szeretnénk latni, hogy

3
I@(x)dx — 0 (e — 0y,

azaz barmely pozitiv -hoz létezik & = MEIE N iisz5bindex, hogy ha # * I akkor

< E

a
[ (x)dx

2

@ (x)dn 20
Mivel %@ 20 mingen x€le.2] esetén, az integral elemi értelmezését felhasznalva = . Ezt a
bizonyitandd egyenldtlenséggel Osszevetve ¢s felhasznalva a szintén az integral értelmezésébdl adodo
intervallum szerinti additivitast kapjuk, hogy

3 3 k 5

J‘% (x)dx‘ = J‘% (x)dx =Z_j @, (x)dx + Z_(I‘ @, (x)dx

n 2 .f:UEHJ. =1F LAY (21)

Ha # = M= max{lin), Mx). . N5} aikor a ,jo pontok™ kérnyezetében a fuggvényértékek & -gyel, a

,rossz pontok” kornyezetében a fiiggvényértékek szuprémumaval (3 -mel) tudjuk feliilré]l becsiilni. Igy a
p Y ggveny p d gy

(2.4.1)-ben szerepl6 integralok feliilr6l becsiilhet6k:

8 s —
J‘% (xidx| £ iM : m\es(ij) +Z€1 s Tl <M g +e(b-a)
% e 1

Itt kihasznaltuk, hogy £ nullamértéki halmaz, ezért
k _ w

ZWS(I;&J-) £ Zmes(fx) ie,

J=0 n=0

tovabba

Dmes(J(x)) Lb-a.

i=1

A fenti kifejezés
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£
2k -a)

£y s 8

=—*¢
28
valasztas mellett, egyenld £-nal, amivel az allitast belattuk.

fa, ) FL=R ("

nem korlatos intervallum. Mivel ‘% #= M) monoton csokkend, ezért barmely
esetén %7 2 Bl o igy barmely *€ @) s barmely # €N esetén B0 2B Bppsl kovetkezik, hogy,

ha %= 8 valés szamokra < & &s %7 £ ogetén % (%) 20, akkor az [% & korlatos zart intervallumon kiviil a

Tegytik fel, hogy

1épcsosfiiggvény-sorozat dsszes eleme nulla. Ezzel az 1. esetre vezettiik a problémat, hiszen (@) intervallum
helyett attérhetiink az [% &1 korlatos és zart intervallumra.

2.4.2. Lemma (B-Lemma).Legyen (B.nEN) Co poti monoton novekeds lépcsdstiiggvény-sorozat, melynek
integrdljai korldtosak, azaz létezik ¥ € szam, hogy minden # €M esetén

2
J‘(;ge(x)dx LK

Ekkor (%72 N] fliggvénysorozat m.m. konvergens.

Bizonyitas. Feltehetd, hogy % 20 (a.5) -n minden # €M esetén. (Ha nem teljesiilne, akkor a =g @20
sorozatot vizsgalnank.)

Mivel ‘% #E€ M) 5r07at monoton né, ezért ha valamely * pontban ‘%(¥-2E M) nam konvergens, akkor a
hatarértéke +.

Legyen

By ={x|x€ (@ &), im@ (x) = =}.

Megmutatjuk, hogy Zs nullamértéki.

Legyen
s
A=sup {J‘Qg, (xldx, ne N}.

Mivel % 29 minden szobajove @& -n minden # €N esetén, ezért 420 tovabba 4=0 esetén minden %
azonosan egyenld nulla, igy az allitas trividlisan teljesiil. Feltehetd tehat, hogy 4 * U,

Legyen &* 1 tetszbleges és
A
E ={x|xelab),IncM, g x)==}
£
Nyilvanval6, hogy intervallumok egyesitése, illetve, hogy £ 2
Vezessiik be az

B, =(x|xe @5).a ) > f}

60



Lebesgue-integral

¢
halmazokat, melyek szintén interva 4 ( )yesitéséb(')'l alln: 4 B.neN) sorozat monoton nod, ezért ha
— = x

xe (@, h) nel £ & = < Bnln) (&, .nE N

valamely és esetén teljesiil, akkor is igaz, azaz az halmazok
monoton ndvekedd halmazsorozatot alkotnak:

Er,ﬂ = Ez,l c...C Ez,?! c...

Tovabba nyilvanvaldan igaz, hogy

o

LJE =& =1inZ ..

u=0 N

Ekkor a % nemnegativ fliggvény integralja a o -beli integral tulajdonsagai alapjan alulrdl és feliilrél az
alabbiak szerint becsiilhetd:

4 4 ’
—mes(E )= | Zdis | @ixldr s |@(x)dx £ A,
: J e fawa]

e B ) jeloli az e halmazt alkot6 intervallumok hosszanak sszegét. Innen

ahol
A 50
—mes(E Ve A = mes(E )ee = £imes(E)
£
Azt kaptuk tehat, hogy
B CE csmez(E )L g,
amibdl kovetkezik, hogy £y nullamértékit halmaz.
A B-Lemma lehetdséget ad az integral fogalmanak kiterjesztésére.
. [ . . . . . il ne M)
2.4.3. Definicio. Legyen -1 olyan fliiggvények osztilya, melyekhez talalhaté B-Lemma-beli

monoton névekedd, Co -beli, korlatos integrallal rendelkez6 fliggvénysorozat, amely majdnem mindenditt tart J
-hez, azaz

&
Cy={f(ab)—=R|3g eC,, (neM), hogy @ /" F (mm) (n— =) s (Igtg,(x)dx,ne Mkorlatos).

Az igy definialt fiiggvényosztaly nyilvan magaban foglalja a Coat is, azaz el

2.4.4. Definicid. Integral értelmezése C1-beli fiiggvények esetén. Legyen Je Cl, ekkor
2 &
If(x)dx =lim IQ?” { x)edx

Az alabbi tételben belatjuk, hogy ez a definicid jo abban az értelemben, hogy az integral értéke nem fiigg a
fliggvénysorozat valasztasatol.
2.4.5. Tétel.

i) Ha (@ 2EN) o (572 M) et B-Lemma-beli fliggvénysorozat, melyekre IR O NN ot
(#=> =) m.m. akkor

=

& A
lim jaa(x)dx =lim ju-f (x)dx.

61



Lebesgue-integral

ii) Ha JeC , akkor az integral -beh definicidja alapjan szamolva ugyanazt kapjuk eredményiil, mintha a Co.
beli deﬁn1c10t hasznalnank.

Bizonyitas.

i) A tételben szerepld allitas helyett a kovetkezd, annal erésebb allitast bizonyitjuk:

Ha 7-8€C1 ¢ Jig , ©s (@, € N) , W n €M) e B-Lemma-beli fiiggvénysorozat, melyekre
@ = F (n— o) mm o ¥h v E (71— oo) mrem, akkor

2 E
lim j%(x)dx < lim Ia,ar,,(x)dx_
?d—)woﬂ ?é—)u:!ﬂ

me M)

Vizsgaljuk a % ~ ¥» kiilonbséget, ha # rogzitett index és ® — ¢, Ekkor (@~ monoton csokkenve

tart % ~ £ -be majdnem mindeniitt, és

@-gif-gll

- P —w meN) . .
Vegyiik a (@~ @ mE N fiiggvénysorozat pozitiv részét.*A I[(G’,, Yot o e ) fiiggvénysorozat is Co_beli és
monoton csokkenve tart 0-ba majdnem mindeniitt, ha # —* azaz erre a fliggvénysorozatra teljesiilnek az A-
Lemma feltételei. Az A-Lemma alapjan

2
J‘%(x) W, (7)) dx%[] (ppr — 2,

. -V g - . . o
Mivel (@ -%) 2o ¥ ezérta “t-beli integral tulajdonsagai miatt:

A

& & &
[((0) - ()" dr 2 fa(x) - 4 (R = [, (x)dx - s

a

Véve az ® —* @ hataratmenetet, kapjuk, hogy
& 2 2 2
0z J‘t;g! (x)dx - limIWM(I)dX = lim J‘wm(x)dx ZI@% (x)dx TneH,

melybdl # szerinti hataratmenettel az allitas adodik.

Ha a most bebizonyitott allitast az F=2  azaz /22 ¢ 257 esetre alkalmazzuk, akkor az i) allitas
bizonyitasat nyerjik.

ii)Legyen S €C | Ekkor i) miatt a Co _peli fliggvénysorozat valasztasa tetszéleges. Legyen (@ =SnelN) o

feltételeknek megfeleld C -beli sorozat. Ekkor a két értelmezés egyértelmuisége trivialisan teljesil.

O

A 2.4.5. tétel 1) részének bizonyitdsa kdzben belattuk azt is, hogy a G -beli integral monoton a £ relaciora
nézve:

Az @ € g7am poritiv illetve negativ része:

. a, haa20, 0, haazl,
at = a = ]
0, kifénben, -, Kilonban

. *aT N = a7 + +
melyekre a kovetkezd megallapitasok teljesiilnek: * *% = 0 ,a=a Tad |af=a” +a sala
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2.4.6. Kovetkezmény. Ha 7 8€C1 g5 S <2 akkor

}j(x)dx £ j‘g(x)dx.

4.1. Miiveleti tulajdonsagok “-ben

A Co peli integral trivialisan rendelkezik a Riemann-integralnal megismert miiveleti tulajdonsagokkal. Most

megnézziik, hogy a G fliggvényosztalyra melyek teljesiilnek.

2.4.7. Definicié. Az /-8 (@8 =R goovenvek felss burkoldjan azt az & <& @8 =B gioovenyt értjiik,
amelyre:

| S=, ka fix) 2 glz),
(ng)(XJ-—{g(x), lombon (xelad)

2.2. abra - Felso burkolo

z

Ilj! + I|:|.; + IIIIE- =+ I|:|B:

Az S &:1aB) =R gioovenyek alsé burkoldjan aztaz £ M8 @8 = B gioovenyt értjiik, amelyre:

_|elx), ha fx)zglx),
(Frgix= {f(x), il ombon (xe(a,d)

2.4.8. Tétel. Ha /€501 fiiggvények és A= U szam, akkor
Ffrag A f. fug frgel

és

2 3 2

If(?-’) +glx)dx= If(?-’)dx + IE(X)dX,

illetve

}A' Finde=A4" }f(x)dx.
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Bl

Fa—— £ )
Bizonyitds. fte. Legyen ‘@ — f mm kor W, —>g i €N . ”_g'fc\,éé gf. 2 &_((;% +yr, me Fynoton nicy, ked6

fliggvénysorozat, melyekre és , ha ¢4, Ekkor C,dntén  -beli

monoton névekedd fiiggvénysorozat, mely majdnem mindeniitt -hez tart. Az integral  -beli miveleti
tulajdonsagai miatt:

2 2 s
I@(x) +yr (x)dx = J‘% (x)dx + I% (x)dx,

ahonnan # -szerinti hataratmenettel kapjuk az allitast.

A7 Mivel 7 €51 ezert Iétezik (B E M Copeli monoton novekeds fiiggvénysorozat, melyre % = mn
=) Mivel 4> 0 ezert B PEN) inien monoton névekeds ©o -beli fliggvénysorozat, melynek

hatarfiiggvénye Af majdnem mindeniitt. Az integral o _beli miiveleti tulajdonsagai miatt
2 2
J‘Atg(x)dx = AIQ% (x)dx,

ahonnan # -szerinti hataratmenettel kapjuk az allitast.

fee . Legyenek (@.2€N) ety W2 €M) Co el monoton novekeds fliggvénysorozatok, melyekre
B S mm g W g 7 ha 2 — . Ekkor (@ i, el nyilvan szintén Co -peli.

Igazoljuk, hogy (& e 2EN) 1 onoton novekvo, azaz

B, S By U, (REN).

Ha valamely * &-&) e & () 24400 akkor az igazolandé relacié bal oldala:
(@ Wi )x) = g (%),
mig a jobb oldal

(-2%+1 (st ha {:paul (X) 2 %H (st

l:(-‘pk+1 U%H)(x) z{%“(}f:l, kilanban,

Ha a jobb oldal % (x)’ akkor (%7 M) onoton novekedése miatt a reldcié teljesiil, mig ha a jobb oldal
(%) , akkor a fels6 burkold értelmezése miatt Y (%) 2 By (%) és (. 2E N) monoton novekedése miatt

Bual®) 2R3 A kapott relaciokat dsszevetve az allitas adodik. A B () =Y (%) o5t hasonloan igazolhato.

2
., [ L ()
A &y neN) fiiggvénysorozat nyilvan majdnem mindeniitt S "2 hez tart és az ® integral-
5

3
I(;:‘x (x)cdx I% (x)dx o
sorozat pedig korlatos, mert az = és integral-sorozatok korlatosak. Tehat JYE valsban “1-
beli.

Az als6 burkoloéra vonatkozo allitas hasonléan igazolhato.

O
1
PRV e o JE=
Megjegyezziik, hogy ha 4 =10 akkor 7 illetve ¥ 7€ s kivezethet 1 -bél. Legyen példaul x
(xe0.1) A ® legyen a konstans 1 fliggvény, a @ (neN) fliggvény pedig legyen a kovetkezdképpen
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értelmezve. A [01] intervallumot osszuk # egyenl6 részre. Minden intervallumon legyen a fliggvényérték a
jobboldali végpontban felvett fliggvényérték. Az igy definialt fiiggvénysorozat monoton nd, ¢s hatarértéke
&

o, (x)dx —» 2
majdnem mindeniitt FoA fiiggvénysorozat integraljainak hatarértéke 2 (= =) , tehat 7 S _peli,
Az 2.3. dbran H2 s grafikonja lathato.
2.3. 4bra - %: és / grafikonja
&
- 1
1
L____‘___q_
4 } b i J--.
@ 03 04 [ o8 =

AE="F figgvény esetén nem lehet a definicidonak megfelelé monoton névekvéd (@.neN) fliggvénysorozatot
talalni.

Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik ilyen fiiggvénysorozat, és a @ fiiggvény a ©. 2] (%€ 0.10) intervallumon a

“1 értéket veszi fel. Mivel a sorozat novekedd, ezért minden # <M esetén e ©.x) intervallumon, azaz

1i 25
=il majdnem mindeniitt és mivel S=00.0 -en, ezért “1 =0
1 1
xe (0,—) - <g
Ha ‘1, akkor Jx , ami ellentmond annak, hogy % =S ) majdnem mindeniitt a . x)

intervallumon.

Ezzel belattuk, hogy a - -gyel vald szorzas kivezet a = fiiggvényosztalybol. A kovetkezd részben
bevezetiink egy bovebb fiiggvényosztalyt, melybdl ez a miivelet mar nem vezet ki.

2.4.9. Tétel. Az integrdl intervallum szerinti additivitisa. Az Jilab) =R fiiggvény pontosan akkor G -beli,

ha @ < <& gsetén f|(“], j|["?’] is G -beli és
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& ¢ &

Ij(x)dx = Ij(x)dx + If(x)dx.

Bizonyitas. A tétel allitasa a definicio kdzvetlen kdvetkezménye.
5. A & fuggvényosztaly

2.5.1. Definicié. A kér “-beli fliggvény kiilonbségekent el6allo fiiggvények osztalyat C2vel fogjuk jelélni, azaz
legyen

Cy 3={f|f3 (a8 —= R, . LeC, =4 _fz} ,
ahol (&%) véges, vagy nem véges intervallum.
2.5.2. Definicid. Integral értelmezése C2-peli fliggvények esetén.

Legyen < € 2. Ekkor létezik /-3 €1 hogy & =4 772 (@.8) jntervallumon. Ekkor®
& & &

If(x)dx = J}i(x)dx - J‘fg(x)dx.

2.5.3. Tétel. A fenti definicio jo, azaz

ha /€2 65 S TA T8 "8 anol S 8082 €L upor

3 3 & 3
[ - [ (R = [ (Ddx - [ey (D,

azaz az integral nem fiigg S gs 2 valasztasatol;

ii) ha s Ecl, akkor az integral 2 peli definicioja alapjan szamolva ugyanazt kapjuk, mintha a 1 _peli
definiciot hasznalnank.

Bizonyitdas.

i) Ha fh=ae , akkor A*8 T8 A Mivel mind a négy fliggvény C1 beli s az 5sszeadds nem vezet ki
a4 figgvényosztalybol, ezért St g @it hrjs G -beli, és

& & & & & &
i@+ [g,(0dx= [(h + g:)(mdx = [ley + 4)(0dx = [ (Max + [£; (Dar.
melybdl atrendezéssel kapjuk, hogy

2 2 s s
Iji (x)dx— Ifg(x)dx = Igl(x)dx - J‘gz (x)dx

i) Tegyiik fel, hogy 7% Ekkor 1) miatt Figs o tetszOlegesen valaszthato. Példaul A=T g /2 =0 egy jo

valasztas, amely mellett

2
A rovidebb irasmod kedvéért gyakran fogjuk hasznalni a Riemann-integralnal is megszokott 2 jelolést.
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» ? »

Ij(x)dx = Iji(x)dx - J‘J;(x)dx.

trivialisan teljesiil.

O

5.1. Miveleti tulajdonsagok “:-ben

2.5.4. Tétel. Ha /-85 fiiggvények és A R szam, akkor

Fredffve fne /I fEC

és

& & &
J‘f tg= J‘f + Ig,
illetve

& &

I/’if = /’iJ‘f.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¥+ 8 =<2 Ekkor létezik 1, /2, 81 BaEC1 hogy /=A™ fa s 88178,

Fre. pp Sresla-Atg-a)=Uite) Uit fiiggvény C2 beli, mert 172882501 ¢ 4,

Osszeadas nem vezet ki a = fliggvényosztalybol. A % -beli integral definicidja és a = -beli integral miveleti
tulajdonsagai miatt

) ) )
If+8=IJﬁ _fz+31_32=‘|":ji+81)_(f2+82)d?‘=

3 3 3 S 3 S

ZIﬂ+81_If2+82=Iﬂ+I€1_Iﬂ_I82=
S S S S 3 3

B i el i

AT Az allitas igazolasat két 1épésben végezzik.

Tegyiik fel, hogy 42 0. Ekkor A =AA A2 Mivel a nemnegativ szammal vald szorzds nem vezet ki a G

fliggvényosztalybol, ezért A g5 A% Cpeli fliggvények, igy A7 T2 peli. A “a-beli integral definicidja és a G
-beli integral miiveleti tulajdonsagai miatt

3 3 3 3

[ = [Ah-ah= A 15 =

& &

=ﬂjﬂ-ﬂjﬁ=ﬂ[jﬂ-jﬁ]=ﬂjf

Ha 4 <0, akkor | #F =4 ¢s | 4170 ioy o Af = AR AL = AAH AL AL T LA gatakitas alapjan A7
C2 beli, tovabbé

67



Lebesgue-integral

3 3

A 3
[ = [1A A@-A14= [l A4~ [IALA=

2 & &

& &
= 2| [Am 12 ff =2+ Al =2

N
YN T pozitiv részére vonatkozo allitas igazolasahoz vegylik észre, hogy

S-F hafi-fz20,

Fr=0A —JE;)+={O, flomben WAl AEG,

e}

hiszen a “1-beli miiveleti tulajdonsagok miatt -1 =22 € €1 teljesiil &s igy 7 felirhato két “1-beli fiiggvény

kiilonbségeként. (Megjegyezziik, hogy az JrEA-Ang) feliras is megfeleld lenne.)

azd negativ részére vonatkozo allitas igazolasahoz vegyiik észre, hogy

0, ha fi-7F, 20,

f‘=(f1-fg)'={2_f1, = (RUR) - REC,

hiszen a “-beli miiveleti tulajdonsagok miatt AAH ARG teljesil és igy F felirhaté két 1-beli fliggvény
kiilonbségeként. (Megjegyezziik, hogy az ST=R AN feliras is megfeleld lenne.)

fueg. az o B fiiggvények felsd burkoldjara vonatkozoé allitas kozvetleniil kovetkezik az alabbi
észrevételbol:

I EE A - S
(fug)—{g, ku;mbm—(f g’ +e

Mivel a tétel korabban igazolt allitasai alapjan S8 g igy (F=8)" is 2 peli 6s mivel 8€2 is teljesil,

tovabba az Gsszeadas sem vezet ki a fliggvényosztalybol, igy fugels igaz.

J MZ. Az el6z6hoz hasonlo atiras alkalmazhaté ebben az esetben is, amelybdl az allitas azonnal adodik:

g. hafig,

F.  kildnben =/-(f-gl"eC,

(ff“-g)={

|71: Mivel 7~ ¢s 7 is “2-beli figgvények és az Osszeadas nem vezet ki a © fliggvényosztalybol, tovabba
I A L L teljesiil.

O

Az alabbi allitas teljes indukcidval igazolhato, melynek elvégzését az olvasdra bizzuk.
2.5.5. Kovetkezmény. Nyilvanvalo, hogy ha Ao Ay M ER g f e Sy
AAr LAY v A0, Aufuwf el Anfimoonfel,,

azaz “2-beli fiiggvények linearis kombinacidja, alsé és fels6 burkoloja is 2 _peli.

2.5.6. Tétel. Az integral intervallum szerinti additivitasa. Az Silad) R fiiggvény pontosan akkor % -beli,
ha @ <c <& gsetén s h”], S ey is ¢ -beli és
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3 ¢ 3
p=F-F
Bizonyitas. A tétel allitasa a definicio kdzvetlen kdvetkezménye.

O

)
20
[

25.7. Lemma. Ha #SC2 g5 hz0 g7 (@8] intervallumon, akkor

Bizonyitas. Mivel #€C2 | ezért létezik "2 €1 hogy # =% 20 Erkor 12 % g5 3 i beli tulajdonsagok
alapjan

& &
>
2 &y,
fef
ahonnan az allitas atrendezéssel kaphato.

O

2.5.8. Tétel. A Lebesgue-integrdl monoton a L reldcidra nézve, azaz ha f.gety és fig , akkor

2 2
Fele

Bizonyitas. Legyen h=g=7 20 Ekkora2.5.7. lemma és a miiveleti tulajdonsagok alapjan

&

& & &
[ e U

O

&
glﬁ-

Pl e, 3

Megjegyzés. A 2.5.7. lemma és a 2.5.8. tétel feltételeinél elegendd az is, ha a relicio majdnem minden

XE@E) pseron teljesiil.

2.5.9. Kovetkezmény. Legyen FEC Exkor | FE CE, és
2

[

a

L]

<{lAl

a

Bizonyitas. A 2.5.4. tétel alapjan | FEG teljesiil. Az abszolut érték definicidja alapjan nyilvanvald, hogy
“lFE ST
Felhasznalva a 2.5.8. tételt kaphatjuk, hogy
3 ER
~[lr1< 7 < gl7l.
O

Megjegyzés. A % fiiggvényosztalyt ezentul a Lebesgue-integralhato fiiggvények osztalyanak is fogjuk nevezni.
Az igy kapott fiiggvényosztaly megegyezik a Lebesgue altal definialt fiiggvényosztallyal.
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6. Beppo Levi Tétel.

Miutan a 1épcsosfiiggvények Co osztalyabol kiindulva az integral fogalmat kiterjesztettiik a ndla tagabb % gs

% fiiggvényosztalyokra, felmeriil a kérdés, hogy ugyanennek az eljardsnak a megismétlésével ki lehet-e
terjeszteni az integral fogalmat egy b&vebb halmazra. Ebben a fejezetben belatjuk, hogy a B-lemmanak

megfeleld fliggvénysorozatot véve a s figgvényosztalybol, a majdnem mindeniitt val6 hataratmenet nem vezet
ki a Lebesgue-integralhato fliggvények osztalyabol, azaz az eljaras megismétlése nem vezet ki a s osztalybol.

Ennek a tételnek az igazolasa Beppo Levi® nevéhez flizodik. A tételnek megadjuk a fiiggvénysorozatokra és
sorokra valé megfogalmazasait és bebizonyitjuk azt is, hogy a két tétel-kimondas egymassal ekvivalens.

2.6.1. Tétel. (Beppo Levi tétel. fliggvénysorozatokra). Legyen (o€ N Cy gy (azaz (@.2) intervallumon

integralhatd) monoton névekedd fiiggvénysorozat. Feltehetd, — a B-Lemmdhoz hasonlé médon— hogy Ja 20

EN)  1ovabba tegyiik fel, hogy az integralok sorozata korldtos, azaz létezik egy ¥ * U szam, melyre
2
J‘j LK (nelM)

Ekkor létezik & ,az (@.2) intervallumon integralhatd (fety) figgvény, hogy Ju > S (n—> ) és

= M

& & A
lim IJ; = J‘limf,e = jf .

ne M) (a.B)

2.6.2. Tétel. (Beppo Levi Tétel. fiiggvénysorokra). Legyen (& nemnegativ 2 _beli (azaz

intervallumon integralhato) fiiggvénysorozat. Ha a

numerikus sor konvergens, akkor a

[

py-S

x=0

fliggvénysor majdnem mindeniitt konvergens és létezik egy £, az @) intervallumon integralhaté (% € Cz)

figgvény, hogy

o

ng =g mm,

=
tovabba

T
;lgx lg

El6szor belatjuk, hogy a két megfogalmazas egymassal ekvivalens.
2.6.3. Tétel. A 2.6.1. tétel és a 2.6.2. tétel ekvivalens.

(g,.neM)

Bizonyitas. A 2.6.1 = 2.6.2: Legyen a2.6.2. tételnek megfeleld fiiggvénysorozat és

(1875 -1961)

Beppo Levi olasz matematikus.
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fo=2g, (neN)
k=0

Ekkor /» " fe1 =8 20 (€N Mivel minden 7+ fiiggvény véges sok “2-beli fliggvény dsszege, ezért 7€ &2
. Tovabba mivel véges sok tag esetén az integralds tagonként elvégezhetd, illetve nemnegativ tagu sor felsd
korlatja az dsszege, ezért

A 3 . 'R o ?
AR

Igy a 2.6.1. tétel feltételei teljesiilnek, ezért

ol ol

E E
Fel, hkogy lmf,=jF mm es lim‘l‘ﬁz‘[f'
a a

Mivel

M=

» w
Ju= Egk ezért  f =limJ, =ng .,
= =

tovabba mivel véges sok tag esetén az integralas és az 6sszeadas sorrendje felcserélhetd, ezért

w B g PR By g B B
2,Jex = lim 2 [ =lim [ g =l [ = [
26.2= 26.1:

Legyen (e 2€N) 55 6.1 tétel feltételeinek megfeleld fiiggvénysorozat, és legyen
g, =t fophanel g g =y

Ekkor

Fe= 2 g =SSt S Sttt A AN A S A
k=0

Az (fy.2E N sorozat monotonitasa €s nemnegativitisa miatt g 20 (neN) , tovabba = €0 minden #< M

index esetén, hiszen két 1 beli fiiggvény kiillonbségeként kaphatd. Ekkor, mivel
&

[f<E (mem),

a

és véges sok tag esetén az integralas és az 6sszeadas sorrendje felcserélhetd, ezért
3 I n B

e =J‘ZgR =ngk LK (nelN)

3 2 k=0 0%

Végrehajtva a # — @ hataratmenetet kapjuk, hogy

w
;}!‘gkﬁﬁf,

amivel a 2.6.2. tétel minden feltétele teljesiil, azaz

[~

o ? !
g =, amehre Zg?!:g M Es Z‘I‘gx=‘|‘g.
w=0g ]

x=0
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A végtelen sor 6sszegének definicidjat és az J fiiggvények felirasat felhasznalva:

N
lim D gy =limf, =g  mm,

x—mk:u N=rw

és

B B o 20 g w? B »
Lﬂlﬂ = }dl_)ﬂ;lgsk =lim > [g = ;a[gk = lg = l}g&ﬂ-

b red] k=0 3
amivel az allitasunkat bebizonyitottuk.

O

A Beppo Levi tétel bizonyitdsa.. A bizonyitast a 2.6.2. tétel esetére végezziik. Ehhez a kovetkezd két esetet
érdemes kiilon vizsgalni:

(g, nEMN)

1. eset: Tegyiik fel, hogy nemnegativ 1 beli fiiggvénysorozat és

n ?
ngk <K (me )
k=0g

Ekkor minden # esetén létezik (%B £ M) Co_peli monoton novekeds fliggvénysorozat, melyre Boi 77 Ba PN
ha & — < Legyen
k

D, =>@, (keN).

i=0

Nyilvanvalo, hogy el

A Pra et elallito 0sszeg minden tagjara igaz, hogy nem kisebb, mint a Dot elallitd Osszeg megfeleld tagja és

&, <D

a tagok szama is eggyel nagyobb, ezért #1 minden £ €M esetén.

Legyen most
&

G,=>g (kel)
=0

Ekkor nyilvanvald, hogy P LGilab) py (ke W)

G el

Mivel minden fliggvény véges sok 1 beli fliggvény Osszegeként kaphatd, ezért minden & €M

esetén. Kihasznalva a = -beli integral monotonitasat a = reldciora nézve kapjuk, hogy

& & R k&
l®k < !.I.Uk = J;Ez = ;lgi S <

3
g -
-3

Tehat a (P, k€ N) fliggvénysorozat kielégiti a B-Lemma feltételeit. {gy a B-Lemma alapjan
AF= 0, hogy P20 mmk— o)
és

3 3

ch,; —>J‘G (k— =)
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Azt szeretnénk belatni, hogy a (G kEN) fliggvénysorozat hatarfiiggvénye majdnem mindeniitt & . Legyen
3
Dy =D By (e N).
=0
Ekkor Prx £ G i Eoae o 1 . P S ot 211 A1
or Tk minden * és minden # esetén, hiszen mindegyik fliggvény ugyanannyi tagli 6sszegként all elé

¢és a megfeleld tagok kozott fennall a relacio .

2.4. dbra - A (Pofel) 5 (GuEeN) gg 5 (PamEN) fiioovénysorozatok

i iy i r i 4 ikl
Vi i Pr.o P i Pr i1 s
1 i 13 1] e

1l r-":- or—bs Wit Mm
0 < S o ¥l < iz . e 5 Pk . POiE+1) . . s wihn Lo &
0= 10 < &1 < 1z < < Pk < ik 1 < < i < <=
0 = wan = i = e = = Pk = Pk = = i = = i
0O =] v =] v =] we |= - =(]o ]S ey |2 - 2] @ |2 --- 5] W
LI} S Vel B Pk E Pk = R ViRl & PR DERY 2 - B2 FikElm]| = %= Tk
0 = Pold = Pl Pz 2 = Prak P+l = = P | = : ¥

(DykeN) , (G keN)

A 2.4. abran szemléltetjiik a ¢sa (Pe#EN) fliggvénysorozat néhany tagjat.

Mivel

lim$Pp, =G, mm &5 limP, =G mm

Wk W

. (o . L P i w2k
és a hatarérték képzés monoton a = relacidra nézve, ezért o )

hataratmenettel

egyenl6tlenségbol # — @

G LG mm [keM)
adodik.
Az eddigi megallapitasokat sszefoglalva kapjuk, hogy

@, () < G, (x) < F(x)

minden £ €M ¢s majdnem minden *€ (a.5) | P Omm (k=) oo g (k=)

renddr-elv alapjan

esetén. Mive , ezért a

F, =G mm (f—> o)

Masrészt, kiindulva a PG LT oy (REN) egyenl6tlenségbdl, és kihasznalva, hogy i ben az integral
monoton a < relacidra nézve kapjuk, hogy

D, sjq sjt; (ke W),

e,
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A & —© hataratmenet és a rendér-elv alkalmazasaval kapjuk, hogy

& A
JU,C%J‘G (k— el

Ezzel az 1. eset vizsgalatat befejeztiik. A 2.6.3. tétel bizonyitasanak folytatdsa eldtt tovabbi segédtételek
kimondésara és bizonyitasara van sziikség.

he

1 g5 PEG h-pel)

2.6.4. Lemma. Legyen , ekkor

A .2.6.4. lemma bizonyitdsa. Mivel ke Cl, ezért létezik (B?E M Copeli monoton névekeds fiiggvénysorozat,
amelyre % Zimm (#—> =) 4

3

I@SK (ze M)

a

valamely £€R szamra. A k- fiiggvény akkor lesz = -beli, ha talalhaté B-Lemma-beli fiiggvénysorozat,
amely 272 he tart majdnem mindeniitt.

A (@ -@nrelN) fliggvénysorozat nyilvan monoton ndvekedd, Co -beli és hatarérteke #~ 9 majdnem
mindeniitt.

2
oo
Igaz tovabba, hogy iz korlatos szamsorozat, mert
2 2 2
J‘a;g, —¢9=J‘¢% - J‘{p LE-MeR (ne M)
a a =:}:E

Tehat (@ -@neN) valoban B-Lemma-beli fiiggvénysorozat, mely 2@ hey tart majdnem mindenditt, ezért

kel teljesiil.

he

2.6.5. Lemma. Legyen B2l gg 82 0 tetszéleges. Ekkor

i) Iétezik M EC1 hogy A=A

i) Pty 20

&
< E
if)

Ay €0 =% Elkor az integral 2 _peli

A 2.6.5. lemma bizonyitdsa. Mivel kel , hogy =

definicidja alapjan

i

a a

, ezért 1étezik

@

Mivel kﬁecl, ezért létezik (@.neN) G -beli fliggvénysorozat, amely monoton ndvekedé és majdnem
mindentitt tart y -hoz és

3 3

Iﬂ_}‘lﬁtz (n — ).
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A A
[251 e,

Mivel (%.nEN) monoton ndvekedd, ezért % Skﬂ, (ne M), melybé6l és a sorozatokra

vonatkoz6 konvergencia definiciot felirva kapjuk, hogy

3 3

[+~ [

We=0 AN=Ne)eM, ha n> N, akior

bN A
-fi-face

(2.6.1)

N

Legyen "o - rogzitett index, és

}32:=§;2—¢3¢0 Es }31:=.£1—¢2¢0.

Megmutatjuk, hogy gs teljesitik az 1) 12 1882) fejtsteleket.

by €0y

i) A 2.6.4. lemma alapjan , tovabba

h=h—hy=(h-g )~ U@ )=k~ by

- Shy | hy=hy- . = -

ii) Mivel g * és ¢ ° @‘0, ezért fg 20 , tovabba mivel =kt és kg 2 0, ezért 20 is teljesiil.
A 6” bN A

I L Ll

iii) (2.6.1) alapjan = = z 2

(]

1
£ =—

2. eset. Legyen (8 #EN) o (etel feltételeinek megfeleld 2 beli fliggvénysorozat, tovabba legyen 2
(ne W)

. 3 — _
A 2.6.5. lemma alapjan Iéteznek ExrrEaz €01 fiiggvények, hogy Ealo Bz = 0, Ba T Bl T B gg

y 1
Igm,E = 2_74 l:?ﬂ S N)
a

i}gu.z

Ekkor a majorans kritérium értelmében *"2  konvergens, hiszen

= =1_ 1 _
;2;!}3m2 = ;g;zg;'—'i—:—ﬁj—-z
2

H = + r r r rr 3 . r s
Mivel Sx1 7 & T Ex3 ezert végtelen sorokra vonatkozd miiveleti tulajdonsagok alapjan

w w & w E] w B w B
;!gx,l = ;lgm + gx,g = ;[ lgm + !gx,ﬂ ] = ;lgx + ;lgx‘g < oo,
B P

A (guy2& ) és ERAR fiiggvénysorozatok G -beliek, és a tétel feltételeit teljesitik, tehat az 1. eset alapjan

léteznek E1 52 G figgvények, melyekre
.= ngl mim. B3 g, = ng LB,
x=0 »=0
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tovabba
;lgm.l = l& Eg ;lgx.z = ;[32' (262)

A végtelen sorokra vonatkozé miiveleti szabalyok alapjan

EFE&5 & zzgx.l - ng.z = Z(gm.l T Ex2) = Zg?é PR B
»=0 »=0 »=0 »=0

=

1, ezért gel; ¢s (2.6.2)

Mivel &1- &2 illetve a miiveleti tulajdonsagok alapjan

3 3 daf 3 w ? w ?

lg = lgl TEx T l& - E[Ez = ;lgm,l - ;lgm,z =
" B w 2 dof e ?

= Z[Ig,u -Igm ] = g‘[ﬂjgx,l = ] = Fulgx_

=0l ]
O
Az alabbiakban felsorolunk néhany kévetkezményét a Beppo Levi tételének.

2.6.6. Kovetkezmény.

a) Legyen "€ NI 57 (@8) jntervallumon Lebesgue-integralhato fiiggvényekbsl ©2 ~##) 4116 monoton
sorozat, mely majdnem mindeniitt az (@8] intervallumon Lebesgue-integralhato / fliggvényhez tart. Ekkor

& &
lim Ij; = If.

N=rw

b) Legyen (E*=H) 5 (@B
figgvénysorozat, melyre

intervallumon Lebesgue-integralhatd, nemnegativ fiiggvényekbdl alld

[

Zgu =g mm,

x=0

ahol & szintén az ‘%% intervallumon Lebesgue-integralhaté fiiggvény. Ekkor

- b B
;‘1&, = lg-

c) Legyen (&.2€N) 57 (4.8 jntervallumon Lebesgue-integralhatd fliggvényekbdl allo fiiggvénysorozat,
melyre

w @
;y g, | =

Ekkor létezik £, az (@#) intervallumon Lebesgue-integralhaté fiiggvény, hogy

w
2= ng .39,
x=0

és
o @ a
;lgm - ﬂg
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d) Legyen s nemnegativ, az @) jntervallumon Lebesgue-integralhato fuggvény. Ekkor az

pontosan akkor teljesiil, ha
Fixi=0 mm xciab)

3

Bizonyitas. a) Ha (Fe-2€ M) onoton névekeds fliggvénysorozat, akkor 2 az integraljainak jo felsé korlatja,
tehat a Beppo Levi tétel fliggvénysorozatokra valé megfogalmazasanak feltételei teljesiilnek.

Ha “e-2€ N 1onoton csokkend, akkor (%7€ M) onoton novekeds szintén integralhato fiiggvényekbdl
allo, ~f _hez majdnem mindeniitt konvergalo fliggvénysorozat, tehat az el6z6 eset alapjan

& & A A
—1imp‘;=1imI—J; =I—f=—jf.

Mk X

)

. (ngk,ne M K=z
b) Mivel & =" (2 ezérta ¥z szamsorozat monoton nd és a 2 szam egy jo fels6 korlatja,
tehat a Beppo Levi tétel sorokra valdo megfogalmazasanak feltételei teljesiilnek.

¢) Tekintsiik a (g2 EN) figgvénysorozat pozitiv és negativ részét. Mivel
=g "E l&Feite g dgl g gl (eN)
gn gx gx 2 gm gx gx 2 ® g?! ? ® g?! »

+ - + -
tovabba Sx-5x is Lebesgue-integralhatok (a.8) -n, ezért a (g.#EN) o (g neEN) fiiggvénysorozatok
teljesitik a Beppo Levi tétel sorokra vald megfogalmazasanak feltételeit.

+ -
A Beppo Levi tétel értelmében léteznek £ és & Lebesgue-integralhaté fiiggvények, melyekre

o w
+ + . - _ -
g = ng mm. gs g = ng LI,

= =
és

w ? 3 w ? E
;{gm —lg+ s ;lg; —lg'

Ag=g g fiiggvény az ‘“#) intervallumon Lebesgue-integralhato, tovabba a végtelen sorokra vonatkozo
miiveleti tulajdonsagok alapjan

w o P ]
g=3g mm i Sfe=[e
»=0 »=0p ]

d) A Beppo Levi tétel sorokra valo megfogalmazasat hasznaljuk. Legyen & =7 €M) Exkor & 2 minden
#eM jndex esetén teljesiil és

w & o P
g‘lgx:;lf:f]

A Beppo Levi tétel értelmében a
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2 &

x=0

fiiggvénysor majdnem mindeniitt konvergens. A végtelen sorok konvergenciajanak sziikséges feltétele miatt
F=g > 0gn (t—=)

O

7. Lebesgue Tétele

A Beppo Levi tétel és kovetkezménye monoton fliggvénysorozat tagonkénti integralhatésagara vonatkozik.
Kérdés, hogy lehet-e tagonként integralni tetszéleges, majdnem mindenditt konvergens fiiggvénysorozat esetén?

Tekintsiik a kovetkez6 harom példat! A példak soran kihasznaljuk, hogy ha egy fliggvény Riemann-integralhato

az (@.2) intervallumon, akkor Lebesgue-integralhato is és a kétféle integral értéke megegyezik. A Riemann-
integral és a Lebesgue-integral kapcsolataval a késobbiekben részletesen is foglalkozunk.

a) Legyen Wa(m=2"ne N) (xe(0.1))

Ekkor Jxt8 = 02— =) inden 22 (0.1 (ovabba

1 a1 T

Xﬂdx= XI =L%0 (?s—)m)_

TI n+l 0 n+1

b) Legyen () =n x"n€ M) (xe(0,1))

Ekkor Jx(8 = 02— =) inden 22 (0.1 (ovabba

1 o+l 1
bt = | 22 =2 51 (n— )
n+1 0 n+l

c) Legyen (fm=n" 2" neMN) (xe(0,1))

Ekkor /xt8 = 02— =) inden 2201 (ovabba

1 wl T 2

x a

PREPLPE P P = — o (=)
ntl], n+l

A fenti harom példa mutatja, hogy altalaban az integral és a hatarérték képzés nem cserélhetd fel, hiszen
mindharom esetben a hatarfiiggvény integralja 0. Ebben a fejezetben arra a kérdésre kapunk valaszt, hogy
milyen kikotések mellett Iehet az integralas és a hataratmenet sorrendjét felcserélni.

2.7.1. Tétel. (Lebesgue Tétele). Legyen (a.5) tetszoleges véges vagy végtelen intervallum, (fh.nE ) 5, (a.8)
intervallumon integralhato fiiggvénysorozat, mely majdnem mindeniitt az J fiiggvényhez tart. Ha létezik &, az

(@.2) intervallumon Lebesgue-integrdlhato fiiggvény, melyre
| £ (2D S glx)

minden # € és minden ¥ @#) esetén, akkor 7 is Lebesgue-integralhaté ‘%% -n és

3

’ #
If(x)dx = ‘Ilf}o_,ﬂ (x)dx = }di_)n;‘l‘fm(x)dx.

a
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{For Fonre} Tegyiik fel, hogy az ne N fliggvénysorozat teljesiti a tétel feltételeit, és jelolje =* a

vegtelen sok fiiggvény felsé burkolojat, amelyet az alabbi modon értelmeziink:
gl = W ) @i =sup( Ak 2 ) (x€ (@ B)). ) 7 1y
Hasonléan bevezethetjiik végtelen sok fiiggvény also burkolojat:

he(®) = (M O ) () =i0f (D k20 (€ @) 5799

Belatjuk, hogy a tétel feltételei mellett a (2.7.2) és a (2.7.1) fiiggvények integrdlhatéak. (Az allitast a =

fiiggvények esetére igazoljuk, a % _re vonatkozo allitas bizonyitasat az olvasora bizzuk.) Vezessiik be a

gm,k:zﬂu-ﬂﬂu"'u.ﬂ!m (';:EN)

figgvényeket. A Enk fiiggvények minden # €M ¢s minden % €M esetén integralhatok, hiszen véges sok
fiiggvény felsdburkol6jarol van sz, tovabba

limg,, =g, (M)
Ko

A Exk fiiggvények értelmezésébdl kovetkezik, hogy tetszleges # =M rpgzitett indexre
Sk S Eupn KEN

ke N) {a, )

azaz (& monoton nové fliggvénysorozat. Kihasznalva, hogy |7 X8 minden #€ N esetén az
intervallumon, a felsd hatar értelmezése alapjan kapjuk, hogy

Ll (reM) = gLz (neNkeHl)

(e, b)

teljesiil az intervallumon. Mivel az integral monoton a < relaciora nézve, ezért

2 &
< M, ke ).
bljgm,k lg (}g = = )

Mivel (gus £ M) monoton novekvd fliggvénysorozat, melynek integraljai korlatosak, ezért alkalmazhaté a

(2.6.2) Beppo Levi tétel. Ez alapjan £x integralhaté és
2 &
kld_)ﬂnloaligm,k = !gm'

Belatjuk, hogy az integralhato Uaon € N) 5o (g nEN] fliggvénysorozatok majdnem mindeniitt konvergensek és
a hatdrfiiggvényiik 7 . Tudjuk, hogy majdnem minden *€ @&} g Julx = F(@) (==} 470, majdnem

minden *< @5 egetén

Fex0 esettn AN=N(e,x)eM, ha k> Nakwr |f(x-Fx|e,
azaz J B TES L@ S flm)t e

TE(@.8) [5ozitett, amelyre (i (x), £ N) konvergens és legyen # * M rogzitett index. Ekkor

Legyen
JER e fwmb{fi(x. k2ny=h(x) < f(x Lg () =sup{fi(x).kza} L f(x)+s >N,

mivel az infimum- illetve szuprémum-képzésben résztvevl Gsszes fliggvényre igaz az egyenl6tlenség. Azaz
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| ix)—Flx)|de & |g,(x)-F(x)|£e ha n=N,
ami definicio szerint azt jelenti, hogy

(= f(x) e gxn)—= fla (r—=)

minden olyan * pontban, ahol Fr is konvergal, azaz

h,—> f mm t5 g,—F mm n—o)

Az also és fels6 burkold értelmezésébdl kovetkezik, hogy a Va2 € M) onoton nové és 8" €M) monoton
csokkend fiiggvénysorozat.

Masrészt, mivel |5 158 g5 124152 minden 7 <M indexre (-2 -n, ezért
—gik,fg, —gig,ig

az (@8 intervallumon, igy az integral monotonitasat kihasznalva kapjuk, hogy

2 2 2 2
—K:=l—g S?!hmi?!‘gmi?!‘g::K.

Tehat P2E M yonoton nove fliggvénysorozat majdnem mindeniitt tart S hez és tagjainak integraljai

korlatosak, azaz % _re alkalmazhat6 a (2.6.1.) Beppo Levi tétel, azaz / integralhato és

2 & 2
fe =

Mivel (82E M) 1on0ton csokkend, ezért (82 =N} 1 6n0ton nove fliggvénysorozat és
& &

—Ki‘l‘gx = I—gHSK (ne MY
-3 a

Mivel (78x-#EH) fliggvénysorozat monoton nd, majdnem mindeniitt tart -f -hez, integraljai korlatosak, ezért
alkalmazhat6 ra a (2.6.1.) Beppo Levi tétel, mely alapjan

3 A A
L];I}I.}Dl_ = &Ill_}n;_gn _l_f-
Az integral miveleti tulajdonsagai alapjan
A

& & A
—limfgx = —jf = 1imjg,¢ =jf.

Mk Mo

. S LS . . . . [ g . .
Mivel % < Jx £ 8 g7 (a.5) intervallumon és az integral monoton a * relaciora nézve, ezért

L

&
%< fe. (e M),

=
Pt

A rend0r-elv alapjan az # — hataratmenet elvégezve kapjuk, hogy

3

& a & a
If =lim [% Slim [/, £ lim‘l‘gm =If,
3 ?d—)mﬂ ?d—)u:!ﬂ ?é—)u:!ﬂ 3
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melybdl mar az allitas adodik.
O
2.7.2 Megjegyzés.

{a, )

1. Ha a tételben szerepld intervallum véges, akkor mivel a konstans fliggvény integralhatd, ezért elegendo,

hogy az AR fliggvények abszolut értékben egy kozos korlat alatt maradjanak.

2.Haaz/ hatarfiiggvény rendelkezik csak integralhaté majoranssal, akkor is integralhat6 az J fliggvény, de
ebben az esetben nem tudunk semmit sem mondani a tagonkénti integralhatosagrol (lasd 2.10.1. feladat).

A kovetkez6 fontos tétel P. Fatou-nak® a trigonometrikus sorokrdl sz6l6 nevezetes dolgozataban (1906), mint
segédtétel szerepel, ezért Fatou-féle ,,Jlemma” néven szoktdk emlegetni.

(e, )

2.7.3. Lemma (Fatou-féle lemma). Legyen (hne M)y véges vagy végtelen intervallumon értelmezett,

nemnegativ integralhato fiiggvényekbdl allo sorozat, tovabbd a sorozat majdnem mindeniitt tartson az J
fiiggvényhez, és tegyiik fel, hogy létezik ¥ * U szam, melyre

minden # €N esetén. Ekkor 7 is integralhat6 az (@.5) intervallumon és

2 ]
jf (x)ddx < liminf J‘j; (Xdx < K.

Bizonyitds. Lebesgue tételének bizonyitdsanak egyik felét ismételjiik meg. Mivel az Ju (rEN) figgvények
nemnegativak, ezért a Beppo Levi tétel alapjan a (2.7.2)-ben definidlt als6 burkoldk is integralhatok,

hatarértékiik majdnem mindenitt I Minthogy
& &
"Egm < J?:Hk’ éSigy I‘kn < If:ﬁk (';:E N):

ezért ha £ — = akkor

F) a &
f%’ S]iﬁigf lj;ﬁ,c =liminf lfk_

A Beppo Levi tétel szerint az als6 burkolok hatarértéke, 7 s integralhato, és

E E E
?[f Ll_}n.}oalk —llnkllilf;[fk,

amivel allitaisunkat bebizonyitottuk.
O

8. A Riemann-integral beépitése a Lebesgue-integral
elméletébe

A Lebesgue-integral felépitésében a 1épcsdsfiiggvények egyszerii, elemi geometriai értelmezését vettiik alapul
¢és nem hivatkoztunk a Riemann’-féle elméletre.

SPierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) francia matematikus ¢és csillagasz.
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{a, )

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a Yo es intervallumon értelmezett Riemann-integralhato

fiiggvények Lebesgue-integralhatok, s6t még a  fiiggvényosztalyba is beletartoznak és a kétféle integraljuk
egyenld.

A 2.3.1 definicioban mar definialtuk a felosztds fogalmat. Most a felosztasokkal kapcsolatban vezetiink be
néhany 1uj elnevezést.

& Flary az %] korlatos és zart intervallum egy felosztasa. A

2.8.1. Definicié. Legyen *
I ell=max{(x - xp),i=1,....1}

szamot a T felosztas finomsaganak nevezziik.

L. eEFR

28 gz [@.2]

T

2.8.2. Definicié. Legyen zart intervallum két felosztasa. Akkor mondjuk, hogy a

felosztas a 1 felosztas finomitasa, ha annak minden osztdpontjat tartalmazza, azaz, ha ety

Megjegyzés.Nyilvanvalo, hogy ha a % felosztas a 1 felosztas finomitasa, akkor Il li<ll = 1 .

A Riemann-integral Darboux®-féle felépitését ismételjiik at. Ehhez a Darboux-féle alsé és felsé kozelitd
Osszegek fogalmat kell bevezetniink.

TeEF

2.8.3. Definicié. Legyen & [%21 =R o405 fiiggveny és 201 az (2] intervallum egy felosztasa,

amelyre ©= o - B (REN) peslie

my =inf (f(2) | x€lnn ]l G=Lo.m) g 1)
M =mpl{f(x)|xe[xy. 5] (G=1..., M)'(2.8.2)

Ekkor az

s(f.1)= gf’n; % T )

Osszeget Darboux-féle also kozelité dsszegnek, a
SO.Ti= Y (5 )

Osszeget Darboux-féle felsd kozelitd dsszegnek nevezziik.

A Darboux-féle alsé és felsé dsszegek fontos tulajdonsagat tartalmazza a

2.8.4. Tétel. Legyen S e b= R potat0s fliggvény.

T2 € Fagy st felosztasa az 14 %] intervallumnak. Ha @ S % akkor

i) Legyen
s(f.n) e/ ) gs  S(f.mz S

T.T € Fraz) két tetsz6leges felosztasa az [a.5] intervallumnak, ekkor

ii) Legyen
L TYAE, T

Bizonyitas. Az also és fels6 kozelité dsszegek definicidja alapjan mindkét allitas egyszerlien igazolhato.®

'Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) német matematikus.
¢Jean Gaston Darboux (1842-1917) francia matematikus.
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O

A 2.8.4. tételbdl kvetkezik, hogy -0 T€ Fraa) 65 U0 7€ Fan) patmazok korlatosak.

2.8.5. Definicio. Legyen 7 * [# 817 R yorlat0s fiiggvény. Az

L =suple(f.T),TE .’F[a_a]}
értéket az o fliggvény Darboux-féle alsé integraljanak, az
I'f=inf {507, 1),1e Fran}

értéket az o fiiggvény Darboux-féle fels6 integraljanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az s fliggvény

Riemann-integralhat6 az [a.5] intervallumon, ha L=17=8 a7z ¥ erteket az I fliggvény Riemann-
integraljanak nevezziik.

Legyen Jila bR Riemann-integralhato fliggvény. Beldtjuk, hogy s Lebesgue-integralhato. Tekintsiink

+ im || T, ||F 0 —
(t,.ne N T CT,, (neN')ﬁﬂ” E0 = m)

egy felosztas-sorozatot, melynek elemeire

Rendeljiink minden & felbontashoz két [épcsosfiiggvényt:

@ix)=my ha xe[xx), & $,(x=M, ha xe=[x,.x) (G=12_ 1),

2

ahol 7 illetve M a (2.8.1)-ben illetve (2.8.2)-ben definialt értékek.

(g, ne M) &g (PromE MY

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy -beli monoton fiiggvénysorozatok:

@ <@, (meN) é& d,2d,, (meN)

Mivel

E E
5(f=Tx)=I¢3¢ g5 S T)= J‘CDM,

¢s  korlatos fuggvény, ezért
k=i { (x5 xela,b]} é K=sup{fix). xelab]}

valos szamokkal a
& &
k(b—a)ij@ SIGDHSK(b—a) (e M

egyenlétlenség teljesiil.

Ezzel belattuk, hogy (@, ne N és P, 2e N fiiggvénysorozatok teljesitik a B-Lemma feltételeit, igy a
fiiggvénysorozatok majdnem mindeniitt konvergalnak. A hatarfiiggvények pedig %1 -beliek.

17 : ] ] 1 0" ] 1
A i) bizonyitasanal az 1) allitasta T, T T Jjlletvea T , T T halmazokra alkalmazzuk.
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{(n—> =), hogy by @ (%) = F (%) ’ &, (%)= 7 (x)

,azazaz fluggvény also, illetve fels6 hatarértékéhez konvergalnak.*

% € (a.8) egyik fliggvénynek sem osztopontja, akkor

A & felosztashoz tartozo intervallumok koziil legyen Z, az, amelyik az *0 pontot tartalmazza, tovabba *0-nak

az intervallum végeitdl vett nagyobb tavolsagat jeldljik % -nel, a kisebbiket pedig % vel 0% <8 Exkor

s

P, (x) 2 @ () 2 s (%), Mﬁr (m) @) s Mﬁu (%)

Mivel”ﬁe”é"o("g%m) g, —>0 &g 5,,-%0(?2%00)

, ezért * , és a renddr-elv alapjan

lim@ (%) = lim s (5) = f (%) €5 L@, () = lim M, (1) = 7 ().

3w

Azon pontok halmaza az [@.2] intervallumban, amelyek osztopontként szerepelnek valamelyik felosztasban,
megszamlalhatd szamossagu, ezért nullamértékii ezért

@, — Ji mL. (1 — o) s D, — J_f” mLm. (n— @),

fgy a B-Lemma alapjan JeC g ~FEC (F €52 teljesiil, tovabba
» » » e

lim [&, = [F £s lim [F, = [/

i o~ | o

Masrészt barmely © felosztasra a ©-hoz rendelt ¥ és ® fiiggvényekre legfeljebb az osztopontokon kiviil a
PLFLTLD

egyenl6tlenség teljesiil, és igy az integral monotonitasat felhasznalva

# 2 2 #
s f. 1= I(;D(x)dx < I_i(x)dx < IF(x)dx < fb(x)dx =5(f. 1T

& &
Ijiﬁﬁﬂﬂiﬁﬁﬂﬂiff

Ha < az [%#] intervallumon Riemann-integralhato, akkor Li=17 ¢ igy sziikségszeriien

“Fiiggvény alsé és felsé hatiréricke: Logyen J - @BV B (oo oissbleges figavény és 7 S @ E) Minden & * U sam esetén
mg(xg) =inf { f(x) | x€(@.8) N(x% =85 * 8} s M (x)=sup{flx)|x€la,b)nx -dx%+d)]. L, 0=4 =4 akkor

legyen
mo(x )2 (2) é3 M_(x)LM_(x), lirn 2, (%, ) lim M, (x)

a0 oy M0 a0 oM ezért a véges vagy végtelen =0+ : ¢ Fu0v © hatarértékek mindig
léteznek. Definicié 61 Sk~ R egy tetszoleges fliggvény és % € (a.8) Az

BN

i(*"’u) = ;ﬂims (x)= ;i_f&[:inf{j(x) | xe {a. by iz — 8, x, + c'i')})

hatarértéket az S fiiggvény helyen vett also

7 () = lim M, (x0) = lim (sup(£(3)| v (@.5) (3 = 6.7 +9)))

xS (k)

hatdrértékének, az hatdrértéket az J Siiggvény o helyen

és barmilyen (x.nEN) x -hoz konvergdlo (a.5) -beli

S S S S F )., F

vett felsé hatarértékének nevezziik. Belathato, hogy minden

J (7} L liminf f (%) £ limsup/(x,) < F %),

pontsorozat esetén #—w tovabba, hogy

S ) =5 () =F(x)

pontosan akkor

folytonos az % pontban, ha

84



Lebesgue-integral

» ’_ 7 N
Ii(x)dx=jf(x)dx = f=fmm,

azaz ¥ majdnem mindeniitt folytonos. Ekkor JS=S=Smm ehat azt is belattuk, hogy  Lebesgue-

integralhato (sot, i beli) és Lebesgue-integralja megegyezik a Riemann-integraljaval.

» 8
e Fmm Ii(x)dx=jf(x)dx

Masrészt ha majdnem mindeniitt folytonos, akkor < és t , és mivel
3 3

I‘Iﬁ(ﬂdx:s(f,fu) SLFLTFASAT) =I¢u (x)dx,

ezért a hatarérték monotonitasara vonatkoz6 tétel alapjan

& & & &
lim [ (x)dx = [f (x)dx L1 < I'f< I}“(x)dx = lim [, (x)dr,

& &
I f(x)dx = I}(x)dx

tehat, ha , akkor Lf=1y , azaz 7 Riemann-integralhaté az [a.8] .

Ezzel belattuk a Riemann-integrdalhatosag Lebesgue-féle kritériumdt is:

2.8.7. Kovetkezmény. Az 7 [@E12R giooveny pontosan akkor Riemann-integralhaté az %%

intervallumon, ha
f=i=? LI,
azaz, ha s majdnem mindeniitt folytonos.

Megjegyzés. Az [@.2] korlatos intervallumon Lebesgue-integralhato fiiggvények halmaza bovebb az [a.2]
Riemann-integrdlhato fiiggvények halmazandl, hiszen példaul a Dirichlet-fiiggvény nem Riemann-integralhato

semmilyen [a. 4] intervallumon, de bdrmelyiken Lebesgue-integrdlhatd, hiszen majdnem mindeniitt egyenld
nullaval.

A 2.6.1. Beppo Levi tétel és a 2.7.1. Lebesgue-tételének és feltételeit kiegészitve az aldbbi, Riemann-
integralhato fliggvényekre érvényes allitasokat kapjuk:

a) Tegyiik fel, hogy (fn€N) 5, (48] jntervallumon Riemann-integrdlhaté, monoton novekedd

Gicavénysorozat, mely majdnem mindeniitt az Sl Bl= R goovenyher konvergdl. Ha létezik egy K 20 szdam,
gig ). 'y maj Jjuggveny & gy
melyre

3
J‘j; (idx L K (e R,

¢sha 7 az [%#] intervallumon Riemann-integeralhato™
3 3 3
Lim [, = [lim/y = [

= M

*Ha nem tennénk fel Riemann-integralhatdsagot, akkor csak a Lebesgue-integralhatosagot tudnank garantalni.
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b) Tegyiik fel, f;[a,rf;jﬂ—;ﬁ{m az 1%-®] intervallumon Riemann-integralh g :[a,k]— Rsorozat, mely majdnem
mindeniitt az | f |<g Jiigs, Sghez konvergal. H gy létezik egy Riemann-integrdlhato
fiiggvény, melyre minden indexre, akkor ha  Riemann-integrdlhato®, akkor

2 2 &
i [1.= i, = [

Felmeriil a kérdés, hogy az impropriusan Riemann-integralhaté fiiggvények milyen kapcsolatban allnak a
Lebesgue-integralhato fliggvényekkel. Nézziink egy példat.

Legyen J [0.=) =R

, melyre

f(;r):=(—1)’°-L ha xelkk+1), (kel)
k+1

A figgvény grafikonja a 2.5. abran lathato.

2.5.abra - Az / fiiggvény grafikonja

2]tt is igaz az a) ponthoz fizott kiegészités.
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Mivel a

lin [ (2 = i S (-1 —— D ICL
k=0

3w J!—}nok_ 0

sor konvergens a Leibniz-kritérium alapjan, ezért s impropriusan Riemann-integralhat6 a [0,=) intervallumon,
viszont abszolutértéke impropriusan nem Riemann-integralhatd, mert

w [ -l
| F(x) |z =lim — =
| “é%“ 2" (2.84)

Ezért 7 nem lehet Lebesgue-szerint integralhatd®.

Legyen CR véges vagy nem véges intervallum. Megmutathatd, hogy ha / impropriusan integralhato CRI
s 1 s impropriusan integralhato CRY -n, akkor s Lebesgue-integralhato () o5 F Lebesgue-integralja
megegyezik S improprius Riemann-integrdljaval. (Lasd 2.10.2. feladatot.)

A Lebesgue-integralnak is 1étezik ugynevezett improprius Lebesgue-integral kiterjesztése, amely kiterjesztéssel
jelen jegyzet keretein beliil nem foglalkozunk.

9. Mérheté halmazok, mérhet6 fliggvények

Ebben a fejezetben el6szor a mérhetd fiiggvények, majd a mérhetd halmazok fogalmat vezetjiik be.
Megjegyezziik, hogy Lebesgue az integralfogalom bevezetése soran el@szor vezette be a mérheté halmaz
fogalmat, majd ennek segitségével értelmezte a fliggvények mérhetdségét.

Az altalunk kovetett Riesz-féle és a Lebesgue-féle felépités egymassal ekvivalens. Ennek bizonyitasa
megtalalhat6 [13] 181. oldalan.

9.1. Mérhet6 fuggvények

2.9.1. Definici6. Az /@8 =R figgvényt Lebesgue-mérhetének nevezziik, ha 1étezik olyan (@.2eN) Gy

beli fliggvénysorozat, amely majdnem mindeniitt tart J -hez.

2.9.2. Lemma. Ha < Lebesgue-integralhaté az (e, ) intervallumon, akkor Lebesgue-mérhetd is.

Bizonyitds. Legyen S az ‘&%) jntervallumon Lebesgue-integralhato fliggvény. Ekkor 1étezik S 1€ Cl, hogy
J=A-4

neN)C,

Mivel 1 és 2 is © -beli fiiggvények, ezért 1étezik (@.neN) o (W ® -beli monoton ndvekedd

figgvénysorozat, hogy
@ — mwm (m— o), W= i L (m—> o)
A @8 e N e G ey fliggvénysorozat és

@ - = A5 mm (n— ),

0, o 0,%) (ne M)

) -on Lebesgue—integrélhaté lenne, akkor a miiveleti tulajdonsagok miatt 171 is. Legyen oy a [
(|f| I[D:uj HEN)

Ugyanis, ha S a [
monoton novekedd 1épcsdsfiiggvény-sorozat hatarértéke |f | ,ésa

Beppo Levi-tételének 2.6.6./a) kovetkezménye alapjan a hatiratmenet és az integralas sorrendje felcserélhetd. Viszont (_};,HE N)
Lebesgue-integraljainak —ami megegyezik a Riemann-integraljaikkal— sorozatanak hatarértéke a (2.8.4) sor Gsszege, ami végtelen, tehat

intervallum karakterisztikus fliggvénye. Az

171 Lebesgue-integralja végtelen. Ez ellentmondas.
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azaz ¥ =7 %2 valgban Lebesgue-mérhetd.

O
2.9.3. Megjegyzés.

1) A Lemma allitdsa nem fordithaté meg, azaz van olyan Lebesgue-mérhetd fiiggvény, amely nem Lebesgue-
integralhat6. Legyen ugyanis példaul

1 ha, x€(-nx),

‘B—=R = B
@ - Gl {0 Kilonben (e N)

Az igy definialt [épcsdsfliggvény-sorozat hatarértéke a valos szdmok halmazan értelmezett J=1 fliggvény. Az
J fiiggvény tehat Lebesgue-mérhetd, de nem Lebesgue-integralhato.

2) Ha viszont egy fiiggvény Lebesgue-mérhetd €s van integralhaté majoransa, akkor Lebesgue-integralhato. (Ez
a2.10.1. feladat kdzvetlen kdvetkezménye.)

Kérdés, hogy a mérhetdség tulajdonsagat mely miiveletek 6rzik meg. Erre kapunk valaszt a kdvetkezo tételben.

2.9.4. Tétel. Legyen CRY véges vagy nem véges intervallum. Ha Fgiad) =R fliggvények Lebesgue-
meérhetdk, akkor az

fue e fra Je 1F190)

fiiggvények is Lebesgue-mérhetdk. Tovabba, ha & ™ O m.m. akkor 7/ € is Lebesgue-mérhets.

Ha oo diil@t) =R Lebesgue-mérheték és # € B —R (reN) folytonos fiiggvény, akkor az
FlA T ) ssszetett fiiggvény is Lebesgue-mérheto.

Bizonyitas. A (2.9.1)-ben szereplé fiiggvények nyilvan mérhetGek, hiszen a 1épcsOsfiiggvény-sorozatokkal a

megfeleld miiveletet elvégezve szintén lépcsdsfiiggvény-sorozatot kapunk, melynek hatarértéke az J.g
figgvényekkel végzett miivelet eredménye.

A hanyadosfiiggvény esetén a kovetkezOképpen jarhatunk el. Legyen (@.neN) a £ fiiggvényhez majdnem

mindeniitt konvergalé 1épcsdsfiiggvény-sorozat. Mivel & O mm., ezért &~ “mm. €M) Ekkora

0, hag (x)=10,

whixy=¢ 1 me M xe(ad)
%, hag (x) =0

1épesésfiiggvény-sorozat majdnem mindeniitt /8 -hez tart, tehat /& mérhets, és ezért S /8= (/g
fiiggvény is mérhetd.

Az utols6 4llitss igazolisahoz legyen '‘H2EN} 5 Ji G=12...r) fisovényekhez konvergdlo
lépcséstiiggvény-sorozatok. Az # fiiggvény folytonossaga miatt

By = F(@B, B B = F A f L A=k . (= w),
Ha #0000 “aior % Iépesdstiiggvény, tehdt az 4llitas teljesiil. Ha (%00 =0 "aikor & nem

feltétleniil lesz véges intervallumon kiviil nulla, tehat nem lesz 1épcsésfiggvény. Ekkor tekintsiik a e = Heaas
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(€M) figovényeket, ahol w1 a [ 741 intervallum karakterisztikus fiiggvényét jeloli. A fn (€M)
fliggvények mar garantaltan 1épcsosek és hatarfiiggvényiik majdnem mindeniitt %, tehat # valéban mérhet6."

O
A mérhet6 fiiggvények halmazabol a majdnem mindeniitt vald hatardtmenet sem vezet ki. Errdl szol az alabbi
2.9.5 Tétel. Mérhetd fiiggvények majdnem mindeniitt konvergens sorozatanak hatarértéke is mérhetd fliggvény.

(a. ) véges vagy nem véges intervallum, Sol@ bl 2R o filat) >R fiiggvényhez

hilab)—=RY

Bizonyitas. Legyen

majdnem mindeniitt konvergald, mérhetd fliggvényekbdl allo sorozat. Tekintsiink tovabba egy

pozitiv, integralhato fiiggvényt. (Korlatos intervallum esetén legyen példaul #=1, nem korlatos intervallum
1

.32 X =— .

eseténpedig l: ) ?92 , ha Xe (ﬂ,b:l és H‘lilxkﬁ?ﬂ (HEN ))

Ezzel a % fiiggvénnyel képezziik a

LX) (x)

g, (ab) =R, g (x)= PENES]

(ne N)

|= 7 {a, )

fliggvénysorozatot. Az el6z§ tétel alapjan a S fiiggvények mérhetok, és | & teljesiil az

intervallumon minden # €M esetén. Tovabba

Bix)f (2
Alx)+| f(x) |

gu(7 — = gix) mm,

ezért Lebesgue tétele szerint € is Lebesgue-integralhatd, tehat mérhetd is. Mivel S e B eléjele megegyezik,
ezért atrendezéssel kapjuk, hogy

k
=t
kgl
igy 7 is mérhets.

O

9.2. Mérheto halmazok

(e, )

2.9.6. Definicio. A véges vagy végtelen intervallumban fekvé < € halmazt Lebesgue-mérhetének

nevezzik, ha a halmaz

()= 1, haxe A,
2730 walenben

karakterisztikus fiiggvénye Lebesgue-mérhet6. Ha Yx Lebesgue-integralhato, akkor az

L]

m) = [rg(xdn (H clab)),

értéket a H halmaz Lebesgue-mértékének nevezziik, ellenkez esetben definicio szerint 43} ==

“A hanyadosra vonatkozo6 allitas kivételével a tobbi nyilvan ennek az allitasnak kozvetlen kdvetkezménye, de kdzvetleniil is bizonyithato.
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A Lebesgue-mérhetdség és a Lebesgue-mérték nagysaga nyilvan nem fligg az @) intervallum valasztasatol,
tovabba a definiciobodl kdvetkezik, hogy minden vége+coagy végtelen intervallum mérhetd halmaz, és mértéke
az intervallum hosszaval (végtelen intervallum esetén -nel) egyezik meg.

2.9.7. Megjegyzés. A 2.1. fejezetben bevezetett fogalom szerinti nullamértékii ¥ S halmaz ebben az
értelemben is nullamértékii, hiszen 1 karakterisztikus fiiggvényének integralja nulla.

Forditva, ha egy # R halmaz karakterisztikus fliggvényének integralja nulla, akkor a Beppo Levi tétel
2.6.6./d) kovetkezménye miatt a karakterisztikus fiiggvény majdnem mindeniitt nulla, azaz 7 az eddigi
értelemben is nullamértékii.

A fent definialt Lebesgue-mérték rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

k HMQR(PEEN)

2.9.8. Tétel. Legyene mérheté halmazok. Ekkor

i)a
H\H,, IJH:w ﬁHi (=M, DHJ!’ (14,
i=0 i=0 #=0

halmazok is mérhetdk,

ii) ha valamely #€ ¥ esetén ANH; =067 (00 w3 20 akkor

m(Hy UH, U \UH ) =m(H,) +m(H) 4+l H),
iii) ha 4 = EESE N2 akor
iy DH O UH, U = m(H ) bl b m(H )

iv)ha Fo SIS H C A C ikor

miHy UH QLA U )= imm(HL),

H=rw

V) ha HyoH oM, 0. H 0. g mindegyik halmaz véges mértékii akkor

miH, mH o mH, )= e (AL,

R
Bizonyitdas.
i)A

(=)

Hve,  |H, (W eew s [H
=0 i=0 i=0

=0

halmazok karakterisztikus fiiggvényei rendre a

T = ¥ ey !EAI%, DJI% (ne M), limUIH!., limmfﬂi

w3 iy r—roop

figgvények. Mivel a mérhetd fiiggvények korébdl nem vezet ki a szorzas, a kiilonbségképzés, a véges sok
fliggvény burkoldinak képzése €s a hatdratmenet sem, ezért a fenti fliggvények mindegyike mérheto.

H, H, H=HUH,

ii) Legyenek el6szor kozos pont nélkiili mérhetd halmazok. Ekkor a halmazok

Ta= ¥y + La,

karakterisztikus fiiggvénye . Ha & és = fliggvények mindegyike Lebesgue-integralhato,

akkor *# is, és tagonkénti integralassal
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m(H) = m(H) +m(H,)

adodik. Ha & és g fiiggvények koziil legalabb az egyik Lebesgue-szerint nem integralhatd, akkor egyrészt
¥x sem Lebesgue-integralhatd, masrészt a megfelelé halmazok Lebesgue-mértéke végtelen, ezért a

) =miH,) +mlH,) egyenloség teljesiil.

Ez az egyenldség # -szerinti teljes indukcioval tetszéleges véges sok, kozos pont nélkiili halmaz esetére
kiterjesztheto.

i) A Hi= Hy WH OO Y aimaz karakterisztikus fiiggvénye ebben az esetben a

w
e= E A,
%

im0

végtelen fliggvénysor Osszege. Mivel a fliggvénysor minden tagja nemnegativ, ezért az Osszegfiiggvény

majoralja a sort, igy Beppo Levi és Lebesgue tétele alapjan a Ya fiiggvény pontosan akkor lesz integralhato, ha
a 4, fiiggvények mindegyike integralhaté és az integralok sora konvergens. Ebben az esetben szabad

tagonként integralni, és a mértékekre a kivant egyenldség adodik. Ha a 4, figgvények barmelyike nem
integralhato, vagy az integralok sora nem konvergens (nemnegativ tagii sorok esetén sor az Osszege ekkor
sziikségképpen végtelen), akkor az egyenléség szintén trivialisan teljesiil.

iv) Ha 4 S & mérhetd halmazok, akkor mivel B'Aw 4= B tovabba 4 és B14 kozds pont nélkiili halmazok,
ezért BV A)tm(A)=m(B) ¢ A SmB) ouabba, ha D == akkor
(B A) = m(B) - m(4)

Ebbdl adodik, hogy egyrész

Legyenek e ci o dy e mérheté halmazok monoton ndvekedd sorozata. A & halmaz eldall a

Hy B\ Hy 0 H gV koz6s pont nélkiili mérheté halmazok egyesitéseként.

Haa Hy i (nelN) halmazok véges mértékiiek, akkor i) alapjan
mlH) =l Hy) Dl Hy g VH Y= e H ) > () - mlH ) =
=1 =1

n-1
= limm(Hu:' + Zm(Hm) —m(H!-) =

=0

= limme(H o) + () —m(H )+ o+ Gn(H ) - m(H ) = Lﬂm(ﬂ”)'

=

Mivel o) Smli) S SmlA S SmlH) e g barmelyik Ay halmazra 7HI== akkor

miH) = ii_}mM(Hm)

sziikségképpen mi )= G >n) mH)== teljesiil, ezért fennall az elballitas.
HyoH oH, o H,o. . 2H=[4,
v) Mivel »=0 ¢és mindegyik halmaz véges mértéki, ezért

MmUY S Sm(E S L Sm(H ) S mlHY) <

(X, .#EH)

ahol ™) definicié szerint a ix, fiiggvény integralja. Mivel a fliggvénysorozat monoton

csokkenve a Lebesgue-integralhato Ye fliggvényhez tart, ezért a Beppo Levi tételének 2.6.6./a) kovetkezménye
alapjén a hataratmnet és az integralas sorrendje felcserélhetd.

O
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Felmeriil a kérdés, hogy van-e egyaltalan olyan halmaz, amely Lebesgue-szerint nem mérhetd? A valasz igen.
Az ilyen tipust halmazok konstrukci6ja nem trivialis. Az érdekl6d6 olvasé egy ilyen konstrukcidt talal [13] 185.
oldalan.

9.3. Mérheté halmazok és mérheto fuggvények kozotti
osszefliggés

Az alabbi tétel tovabbi kapcsolatot teremt mérheté halmazok és mérhetd fliggvények kozott. A tétel bizonyitasa
megtalalhato [13] 17%. oldalan.

2.9.9. Tétel. Haaz JER—I fliggvény merhetd, akkor az

{(zeDp| Sz ze), {xeDp|fix)=e), (el |[Fx)ic), {xeD|fix)=c)
nivéhalmazok is mérheték barmilyen < € B szamra.

Forditva, ha a fenti nivohalmazok koziil barmelyik, barmely © € B esetén mérhetd, akkor az s fiiggvény is
mérhetd.

10. Feladatok

2.10.1. Feladat. Legyen CRY egy véges vagy nem véges intervallum, (fy f@.8) > R, zeN) Lebesgue-
integralhato fliggvények egy sorozata, mely majdnem mindeniitt konvergal az fiab) =R fliggvényhez.
Bizonyitsuk be, hogy ha létezik egy £ Ha b)) >t Lebesgue-integralhato fliggvény, melyre | Fls g gz (a.d)
intervallumon, akkor 7 s Lebesgue-integralhato.

[Lebfelmo]megoldas

2.10.2. Feladat. Legyen (a. ) egy véges vagy nem véges intervallum. Igazoljuk, hogy ha / impropriusan
(@8 5 ¢s 17| is impropriusan integralhato ‘&%) -n, akkor ¥ Lebesgue-integralhato @ &5

Lebesgue-integralja megegyezik f improprius Riemann-integraljaval.

integralhato

[imprfeladatmo]megoldas
11. Megoldasok

2.10.1. Feladat. Legyen CRY egy véges vagy nem véges intervallum, (fy f@.8) > R, zeN) Lebesgue-
integralhato fiiggvények egy sorozata, mely majdnem mindeniitt konvergal az fiab) =R figgvényhez.
Bizonyitsuk be, hogy ha létezik egy £ Ha b)) >t Lebesgue-integralhato fliiggvény, melyre | Fls g gz (a.d)
intervallumon, akkor 7 s Lebesgue-integralhato.

Megoldas.T ekintsiik az

fo=UAnguig) (el

fliggvénysorozatot. A miiveleti tulajdonsagok alapjan az S fliggvények Lebesgue-integralhatok és mivel & 20 ,
ezért az (f.nE M) fiiggvénysorozatra

| A l<g (relN)

teljesiil az (a.5) intervallumon, tovabba S majdnem mindeniitt, ha # =% . Lebesgue-tétele alapjan /
Lebesgue-integralhato.

[Lebesguetetel kevesebbfelt]vissza a feladathoz
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2.10.2. Felaja,» Legy€|jf|1’b) egy véges vagy nem vé(a,&)ntervallun 7 Igazoljuk, hogy ha J {a, BOPrius
integralhato -n és is i # opriusan integralhato -n, akkor  Lebesgue-integralhatd -n és
Lebesgue-integralja megegyezik  improprius Riemann-integraljaval.

Megoldas. A bizonyitast az improprius integrdl két alapesetére fogjuk elvégezni. (A tébbi eset is hasonloan
targyalhato.) Elészor tegviik fel, hogy ‘@1 =@. %=1 “anol a € R jovabbd, hogy & és 141 is Riemann-

integralhatoé minden @ = @ esetén az (@, @) intervallumon, tovabba léteznek a véges

@,

i [F (0%, i [1.73) | d
: ey (2.11.1)

hatérértékek. Feltehetjiik, hogy ¢ = U . Tekintsiik el6szor a

Ey = Ypa | S| (nEN)

fliggvénysorozatot, ahol T g [0:2] intervallum karakterisztikus figgvénye. A Ex (e M) fliggvények a

feltételek miatt Riemann-integralhatok a [0.7] intervallumon, tehat ezen az intervallumon Lebesgue-
integralhatok is, és a két integral értéke megegyezik. Mivel ezen az intervallumon kiviil nulla az értékiik, ezért a

. intervallumon is Lebesgue-integralhatok. Az integraljaik sorozata (2.11.1) alapjan korlatos, tovabba a
sorozat monoton né és hatarértéke | |, ha # —%_ A Beppo Levi tétele alapjan £ 1 s Lebesgue-integralhat6 a

(0, ) intervallumon, és
[1/0) 1 =tim [, (R =i [|.1 2

azaz |/ | improprius Riemann- és Lebesgue-integralja megegyezik.
Most tekintsiik az

Jo = oS EN)

fiiggvénysorozatot. Az Jo (HEN) fiiggvények a %) intervallumon Lebesgue-integralhatok (ugyanaz az

indoklas érvényes itt is, mint a &= fiiggvényekre), hatarértékiik J , és a flggvénysorozatnak van integralhatd
majoransa:

| A ()] (xe (0,)).

A Lebesgue-tétele alapjan 7 is Lebesgue-integralhatd (0.=) 1 ¢s
Jf (x)dx =lim JJ; (x)dx =lim Jf (x)dx,

azaz 7 improprius Riemann- és Lebesgue-integralja megegyezik.
A masik alapeset targyaldsa kovetkezik. Tegyiik fel, hogy (e, 5] véges intervallum, tovabba, hogy Joeslflis

a+eg b

Riemann-integralhaté minden £~ > £> U esetén az [ intervallumon, tovabba léteznek a véges

=+

3 3
lim [f(x)dx, lim [|f(x)|dx
I H%L (2.11.2)

hatarértékek. Tekintsiik el6szor a

B =Ty 1 ()
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1
la+ .52
fiiggvénysorozatot. A & PEN) fioovények a feltételek miatt Riemann-integralhatok az 2
intervallumon, tehat ezen az intervallumon Lebesgue-intega, )0k is, és a két integral értéke megegyezik.

Mivel ezen az intervallumon kiviil nulla az értékiik, ezért az intervallumon is Lebesgue| 7 [egralz st Az
integraljaik sorozata (2.11] i |alapjan korlatos, tovabbd a ¢z, &)1t monoton n6 és hatarértéke , ha A
Beppo Levi tétele alapjan is Lebesgue-integralhaté az intervallumon, és

3 3 3
[17@)1dx= lim [, (Ddr =lim [ |5,
K H—}ma R 1

2t —
2?!

azaz |/ | improprius Riemann- és Lebesgue-integralja megegyezik.
Most tekintsiik az

L=, el
2?4

fliggvénysorozatot. Az Jo (RN fliggvények a (@.2) intervallumon Lebesgue-integralhatok (ugyanaz az

indoklas érvényes itt is, mint a Sx fiiggvényekre), hatarértékiik / , €s a fliggvénysorozatnak van integralhato
majoransa:

| £l |8 F ] (xele2])

A Lebesgue-tétele alapjan 7 is Lebesgue-integralhaté @ %) -n ¢s

& & &
dx =1im [f, (x)dx =1 dx,
lf(ﬂ x xﬂlf (x)dx lim Ilf(ﬂ x

a+——

-
azaz 7 improprius Riemann- és Lebesgue-integralja megegyezik.

[imprfeladat]vissza a feladathoz
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3. fejezet - Euklideszi terek

Ebben a fejezetben a metrikus, normalt, linearis és euklideszi tér altalanos fogalmat vezetjitk be. Az B* térhez
hasonldan euklideszi, illetve Hilbert terekben vizsgaljuk, hogy a tér elemeit hogyan és milyen feltételek
teljesiilése esetén tudjuk eldallitani egy ortogonalis rendszer elemeinek linedris kombinacidjaként.
Megvizsgaljuk azt is, hogy ez az eldallitas milyen feltétel mellett egyértelmi. Eljarast mutatunk tovabba arra,
hogyan lehet egy linearisan fliggetlen vektorrendszerrel azonos teret kifeszité ortogonalis rendszert 1étrehozni.

A fejezetben elokertild uj fogalmak: metrikus tér, linearis tér, norma, normalt tér, skalaris szorzat, euklideszi tér,

teljes metrikus tér, Hilbert tér, Banach tér, ortogonalitds, ortogonalis vektorrendszer, teljes ortogonalis
vektorrendszer.

Sziikséges eldismeret: Komplex szamok, " (el tér, szamsorozatok, végtelen sorok.

A fejezet elsajatitasahoz sziikséges ido: 3 tandra + 3 o6ra 6nallé munka.
1. Metrikus tér, linearis tér, normalt tér
1.1. Metrikus tér

A metrika tavolsagot jelent. A metrikus tér alatt egy olyan halmazt értiink, melyben két elemnek a tdvolsagat
meg tudjuk adni. A tavolsagnak, mint fliggvénynek természetesen kell, hogy rendelkezzen néhany
tulajdonsaggal.

NX =@ g & AXX =Ry

3.1.1. Definicio. Legye leképezés. Ekkor az (X. 0 part metrikus térnek nevezziik

ha [i)]

1. A5 20 minden %Y €L egetén ¢s PP =0 akkor és csak akkor teljesiil, ha * =¥
2. Play)=ply.x) (xyeX).

3 olxy) S olx )+ olyz) (xy,zeX)

A bevezetd matematikai kurzusokon szamos metrikus térrel talalkoztunk mar. Ezek koziil néhéanyat
megemlitiink.

3.1.1. Példa. A kovetkezd halmazok a mellettiik feltiintetett tavolsag-fiiggvényekkel metrikus teret alkotnak.

[1]

1. {2 ghol A= x-y[ (nyeRy

2. '(Rz ) , ahol 2 (x0 = \!((xl _.)"1)2 +(xy _)’2:‘2 (X =(x. %) x=0n.0)E ]Rz) (euklideszi tévolsdg).

1.2. Linearis tér

3.1.2. Definicié. Az X halmaz linedris tér & (CA®)

szamtest felett, ha
I. & -en értelmezve van egy + -szal jeldlt belsé miivelet:

+ XxX X, (@B s a+beX (abelX),

amellyel (4.1 Kommutativ csoport.
Il. & -en értelmezve van - -tal jeldlt skalarral valo szorzasnak nevezett kiilsd miivelet:

CKXX X, (Aa) lack (AeKackX)
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az alabbi tulajdonsagokkal. Minden A AE R o minden ©¥E X esetén:
i (A+Lla=Aa+ da,

ji) Ala+8)=Ada+ Ak,

jii) Alha) = (4 Aa,

iv) La=a

A linearis tér elemeit vektoroknak is szokas nevezni.

A bevezetd matematika orakon az alabbi linearis terekkel talalkoztunk:

3.1.2. Példa.

1) B* (€M) a szokasos vektor-Gsszeadassal és a szokésos skalarral valo szorzassal linearis teret alkot I -
felett.

2) Az 7 %% s, valés elemii matrixok B™ ("#€N'y halmaza a szokdsos miiveletekkel linedris tér a valos
szamok felett.

3) A legfeljebb # -edfoku valds illetve komplex egyiitthatés polinomok L (#<M) halmaza a szokasos
miveletekkel vektortér a valos illetve komplex szamtest felett.

4) A valos illetve komplex szamsorozatok halmaza a szokasos miiveletekkel linedris tér a valds illetve komplex
szamtest felett.

3.1.3. Definicié. Egy ¥ linearis tér Y C X r¢szhalmazat a linedris tér alterének nevezziik, ha a linearis téren
értelmezett két miivelet nem vezet ki az ¥ halmazbél.

1.3. Euklideszi tér

3.1.4. Definicio. Az (ALK linearis teret euklideszi térnek nevezziik, ha benne értelmezve van egy
(A=Y =K

skalaris szorzat az alabbi tulajdonsagokkal:

i) (rm20(x€ L) ¢ (x2)=0 pontosan akkor teljesiil, ha =2 ahol € a lineris tér nulleleme.

iiy (20 =n7 (ryed)

i) (A%t y.2) = U2yt pip2) (.26 X, A e k)

A fenti tulajdonsagokbol azonnal kovetkezik, hogy

(x, Ay ={Ay, 2y = Ay, x) = Ay, 0y = Az,
A bevezetd matematika orakon az alabbi euklideszi terekkel talalkoztunk:

3.1.3. Példa.

2 : N r r r
1) A sikvektorok ¥~ halmaza a vektorosszeaddssal és a szammal valé szorzassal linearis tér a valos szamtest
felett és euklideszi teret alkot a jol ismert

Ha K =R akkor V52 =% fjeste teliesiil.
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VLvy) =(w | v | cose

skalaris szorzattal, ahol |%] az % vektor hossza és ¥ a két vektor 4ltal bezért sz0g.
2) BB+ ouKlideszi tér az

(xR =antry; F=(x.5Ly=00%)

skaldris szorzattal.

3) B+ (€ N ouktideszi tér az

(%) zzxiyi (x=(m. 5 Y= D )
=1

skalaris szorzattal.

R+

. 2 . - -
Konnyen igazolhat6, hogy az 1) példaban szerepld ) ésa 2) példaban szerepld (BLR.A) euklideszi

terek izomorfak.
A késObbiekben sziikségiink lesz a skalaris szorzatra vonatkozo alabbi egyenlétlenségre.

(X,+”q:

3.1.5. Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség). Legyen >) egy euklideszi tér. Ekkor

|‘1 X,V >|$J<i x,x>'\fﬂy,y> (x,yeX)

Bizonyitds. Ha ¥ a tér nulleleme, akkor az 4llitds trividlisan teljesiil, hiszen ekkor az egyenlétlenség mindkét
oldala nulla. Tegyiik fel, hogy ¥ = © és legyen 4 €K tetszoleges szam. Ekkor

0 fx+Ay,x+ Ay ={x 2 +{x W)+ (A, 2 + Ay, D) ={(x,2) + Ax, ) + Ap, 5 + ALy, 3

A<xy=+l<yp x>

A tovabbi atalakitasok el6tt vizsgaljuk meg a dsszeget. Ehhez tegyiik fel, hogy 4 =@+ E2

¢s TERYE=crd o ognol @bcd€R Az WP peli Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenséget
felhasznalva kapjuk, hogy

E(x,y) + Ay, xy =(a-d)o+di)+la+Ec—di)=
= 2fac +bd) = 2{(a,b),(c.d) Tl et bt =2 A1 | (x|

Ty g
Az itt kapott becslést, tovabba a AL =| 4| azonossagot felhasznalva kapjuk, hogy
0% (x,x)y+ 2| A | (x| +]AF (2.9,

A fenti kifejezés | 2] masodfoka fiiggvénye, amely akkor és csak akkor nemnegativ minden 4 €I esetén, ha a
masodfoku kifejezés diszkriminansa nempozitiv, azaz

Az [ 4 5 {r.0 <0,
melyet atrendezve a bizonyitando6 allitast kapjuk.

O

1.4. Normalt tér

2Ugyanis (x.8) = (x, 18) = Ux.E) minden 4 €T esetén, ami csak ugy lehetséges, ha (x.8) =0 , tovabba (8.8y=0 .
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3.1.6. Definicié. Az X - B %7 linearis teret normalt térnek nevezziik, ha benne értelmezett egy Il [} £ =10, =)

leképezés a kovetkezo tulajdonsagokkal:

i) | ]2 0 (xe X) és [ x[=0 pontosan akkor teljesiil, ha *~ e,

i) | A= (=121 | <[l (Ae K, x= ),

iii) (ERSJISES M Py IES AR (haromszog-egyenlbtlenség).
Al F&E = [0,2) leképezést normdnak nevezziik.
A bevezeté matematika orakon az alabbi normalt terekkel talalkoztunk:

3.1.4. Példa.

1) I -ben norma az abszolutérték fiiggvény.

Nt tx (x=(x,x,..,x)e R

2. " _ben norma az | * = ) (€N} figovény (euklideszi norma).

Az eddigiekben definialt terek k6zott kapcsolatot teremtenek az aldbbi tételek.

(&,+

3.1.7. Tétel. Minden skalaris szorzat normat indukdl az s >) euklideszi térben. Az indukdlt norma:

||||X%|:0,+OD:], ”x”: f{x,x:}_

Bizonyitas. Megnézziikk, hogy Il rendelkezik-¢ a sziikséges norma-tulajdonsadgokkal. A skalaris szorzat
tulajdonsagai alapjan:

iy 17120 xEE) mepg 2% 20 5 (2.2 =0 5ont0san akkor teljesiil, ha *=©,
iy 122 1P= A, Az = A30x, 2 = AF (x5 | AP P (A€ K, xe D),

iii) Minkowski-egyenldtienség:

I+ 3lP= Gx 3 x 030 = (r o)+ nx ) S mx ) lonx+ 31 C Nl s e+
Ha [ x+x(=0 , akkor a fenti egyenl6tlenség ekvivalens az alabbival:

=+ 1<l =N+ 11l

Ha ll=+>[=0 , a kivant egyenl6tlenség trivialisan teljesiil.

O

Ezzel igazoltuk, hogy Il vatéban norma.

3.1.8. Tétel. Legyen D egy normalt tér. A

pEy)=x-y|| (xyeX)

leképezés egy metrikat definial & -en.

Bizonyitas. A norma tulajdonsagait felhasznalva a metrika tulajdonsagait is konnyen igazolhatjuk:

i) e = x=y[20 (xyed) o 2xII=0 s1yor és csak akkor teljesiil, ha ”x_y”:U, azaz ha * V=8
, x=y
igy .
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iy 2 = 2=y [FI CDO =D IH -1 |y - #l= 2.5 (rye X))
iiiy )=l x-yHlx-z+z-y Kl x-z| + |2 -y |= plx.2) + oz.3) (n.y.2€ X)

3.1.9. Kovetkezmény. Minden euklideszi tér normalt tér, és (mivel minden norma metrikat indukadl), igy
metrikus tér is.

Az analizis szdmara nagyon fontos a teljesség fogalma:

3.1.10. Definicié. Egy (£.2) metrikus tér teljes, ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens, azaz ha egy
(%7€ N) ¥ _peli sorozatra L%Vl 0 (2.m =) yiqor ltezik @ € X hogy Pl @ U= =)

Megjegyezzilk, hogy minden metrikus térben teljesiil, hogy ha egy sorozat konvergens, akkor Cauchy-sorozat is.

(x,,ne M)

Legyen ugyanis az (£.2) metrikus térben az egy konvergens sorozat, hatarértéke legyen & =& |

Ekkor a haromszog-egyenlotlenség alapjan:

0€ P(n.7,) < 01, @) + Pl @) >0 (rm—> ),

tehat a rend6r-elv alapjan PlEy 2} =0 (. — =) 4 teljesiil.
Eddigi tanulmanyokban teljességgel az alabbi terekben talalkoztunk:

3.1.5. Példa.

1) Az R0 tr teljes az abszolutérték altal generalt metrikara nézve.

2) Az (RY, 0 (neNY o teljes az euklideszi norma altal generalt metrikara nézve.

17 .
[1+—] »neHM
hed

3.1.11. Definicio. A teljes euklideszi teret Hilbert-térnek, a teljes normalt teret pedig Banach-térnek nevezziik.

1.5. Feladatok

3) A Q2 ter nem teljes az abszolutérték altal generalt metrikara nézve, mert az sorozat

Cauchy-sorozat, de nem konvergens a racionalis szamok halmazan.

3.1.1. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy metrikus tér-e az (.0 par.
a) Legyen ,G(X,_}’) =| & | + | yl (x,_yE R)megoldds

.
o= emy

b) Legyen I+ x-y| megoldds

o) =|x-p| xre®

c) Legyen “megoldds

2
3.1.2. Feladat. Igazoljuk, hogy ‘®+©) metrikus tér, ahol
a) plry) =gz oy =z -0tz -nl ’ (x=(x.7).5=01.0) R :[1_normamo]megoldas
b) plryr= g (x ) =maxl|x - n |5 -y , (x=(x.7).5=01.0) R . megoldds

3.1.3. Feladat. Legyen & =% egy halmaz és
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Bizonyitsuk be, hogy © metrika & -en.
[diszkrmetrmo]megoldas

£

3.1.4. Feladat. Legyen “% azon valés % W =R szamsorozatok halmaza, melyre a

numerikus sor konvergens. Bizonyitsuk be, hogy

a) %2 linearis tér a sorozatok terén szokésos sszeadas és konstansszoros miiveletekkel;

<x’.y> zzxxyx ':Xs}’e‘gzj . £
b) #=0 skalaris szorzat “2-n;

c) £ teljes a skalaris szorzat altal indukalt metrikara nézve, azaz Hilbert-tér.

[kisell2mo]megoldas

1.6. Megoldasok

3.1.1. Feladat. a) Metrikus tér-e & ha
ol yi=x|+|y| (xyeR)

Megoldas. %Y1 20 4z abszolitérték tulajdonsagai miatt nyilvanvaléan teljesil, de ©%¥1=9 nem mindig
teljesiil, ha * =%, csak akkor, ha * =¥ =0 gy .2 em metrikus tér .

vissza a feladathoz

3.1.1. Feladat. b) Metrikus tér-e ‘&) ha

-
P =21 e my
-y

Megoldas. Megnézziik, hogy teljesiilnek-e a megkivant norma-tulajdonsdagok.
i) plxy)20(xyeR) nyilvanvaldan teljesiil. A

.
olxyy =2~
I+ x -y

feltétel pontosan akkor teljesiil, ha | % =2 =9 ami azzal ekvivalens, hogy * =~

X - X
plryy =2 T
H|x-y| +|y-x|

ii) A szimmetria is teljesiil, hiszen
iil) Megvizsgaljuk, hogy teljesiil-e a

i- x—z -
p(x,y)zﬁsfg(x,z)_;_p(z,y): | | + | y|
I+ x-y| +|x-z| 1+|z-y|

egyenlétlenség minden ¥ 2SR esetén. Vezessiik be az [¥77Fa@ 572158 [2-VE¥ jelsleseket. A
bizonyitand6 egyenldtlenség:
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@ B, v
I+a 1+48 1+y%

Az egyenldtlenséget rendezziik:

all+y)l+ ﬁ)éﬁ(1+cr)(1+y)+y(1+ a)(l+ 8
&’f&?”ffxﬁ*ﬂﬁ?;ﬁ*ﬁﬁ*ﬁ?’fCfﬁ}“f:"*fx}“fﬁ?*ﬁﬁ?

alf+ fy+y+ By +apy

Mivel &=l x -yl x-z[+[z=y[F8+Y ¢ 28+ a0y 20 74t o fenti egyenlétlenség teljesiil.
Tehat ©# metrika az B halmazon.

vissza a feladathoz

3.1.1. Feladat. ¢) Vizsgéljuk meg, hogy metrika-e az I halmazon a
elxyi=|x-p| (xre®
leképezés!

Megoldas. plry) 20 (xyek) nyilvanvaloan teljesiil. A Alxy) =0 pontosan akkor teljesiil, ha |4/ = M tehat
=Y vagy *T 7Y, ezért © nem definidl metrikat B -en.

vissza a feladathoz

2 — - -
312 Feladat. a) lIgazoljuk, hogy ‘B metrikus tér, ahol AEXIFATAIF[H =y
(x=(x1,x2),y=(yl,y2)emg)_

Megoldas. Ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a metrika tulajdonsagai.

2
i) AEYI 20 (xyeRY) 4 abszolatértek tulajdonsdgai  alapjan  nyilvanvaléan teljesiil. A
A= x =0+ % =0 =0 (ar akkor teljesiilhet, ha |5 =01 [F 0 g % =y |=0 ,azazha ¥~ 7.

i) alxy)=a0.7) (xy R az abszolutérték tulajdonsagai alapjan nyilvanvaldan teljesiil.
iii) Mivel ©la: &) =la~b[(a.2€R) petrika R -en, ezért barmilyen *¥+2 € B \ektorokra

|2 = -z [+ |z - nl

|2 =i x -z | +|z -0

A két egyenlbtlenség 6sszeadasaval kapjuk, hogy
axy)=ln-nltln-nEa-altla-nl+ln-al+tla-nFakxa+e0,2)

Ezzel belattuk, hogy ! valéban metrika B -en.

[1_norma]vissza a feladathoz

2 _ _ _
3.12. Feladat. b) lIgazoljuk, hogy ‘B’ metrikus tér, ahol e ®XI=maz{lm=onllx -}
(x=(x,%).y= l:yl,yg)ERE) ’ (x=(xm.x).y= @1:)’2:‘ER2)_
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Megoldas.Ellenérizziik, hogy teljesiilnek-e a metrika tulajdonsagai.

2 —
i) “e 20 (xyeRY) oy abszolutérték tulajdonsagai alapjan nyilvanvaloan teljesil. A = (%) =0 pontosan
akkor teljesiil, ha | % =0 Fx=p=0 ,azazha *=7%.

— 2
i) “o (% 2)= 2. 0.7 (xy €RT) o, apszolutértek tulajdonsagai alapjan nyilvanvaloan teljesiil.

iii) A Fladl=la=b] (@5€R) merika R -en, ¢és “ értelmezését felhasznalva kapjuk, hogy barmilyen

2
%». 2R \ektorokra

lm-nl dx-zl+|z-nltexa+e, 2]
|2 =yl Hx -z |tz - »nlt e nzte .2
Mivel a bal oldalon szerepl? kifejezések maximuma 2o (. ) , ezért

2% Lo (x v o (v z2)

Ezzel belattuk, hogy P valéban metrika I -en.

vissza a feladathoz

3.1.3. Feladat. Legyen X = egy halmaz és

Bizonyitsuk be, hogy © metrika & -en.

Megoldas. Ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a metrika tulajdonsagai.

i) © 20 (xy€X) nyilvanvaléan teljesiil. Definicio alapjan () =0 pontosan akkor teljesiil, ha * =%,

i) AlxY)= 005 (Y € L) Gintén nyilvanvaloan teljesiil.

i) A

plry) Lpnz)+oy.z) (xyzed)

egyenl6tlenség csak akkor nem teljesiilne, ha 1étezne olyan eset, hogy a jobb oldalon all6 6sszeadas mindkét
tagja U, mig a bal oldalon 4ll6 kifejezés értéke 1. Az értelmezés alapjan ekkor ¥ =72 és ¥ =% és *= ¥ ami
egyszerre nem teljesiilhet.

Ezzel belattuk, hogy £ valoban metrika £ -en?.

[diszkrmetr]vissza a feladathoz

£

3.1.4. Feladat. Legyen “* azon valos %M —= R gzamsorozatok halmaza, melyre a

numerikus sor konvergens. Bizonyitsuk be, hogy

a) “? linearis tér a sorozatok terén szokdsos Gsszeadas és konstansszoros miiveletekkel,

*Az igy definiélt tavolsagot diszkrét metrikanak nevezzik.
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(x,_y} zzxxyx ':Xs}’e‘gzj 4’
b) #=0 skalaris szorzat “2-n;

c) £ teljes a skalaris szorzat altal indukalt metrikara nézve, azaz Hilbert-tér.

Megoldas.

a) Az =¥ N=R o07at0k osszegén és az * sorozat 4 € B konstansszorosan az
x+y=(x,+y, necM), Ax=(1x nel)
sorozatokat értjiik.

A két mitvelet nem vezet ki az *2 fliggvényosztalybol: Ha 7 €t

az (@*B) {2a% +20% (a beR)

2, akkor a haromszdg-egyenldtlenség, tovabba

egyenldtlenség alapjan

o w 2 w w w
PNERSNED S (EARIFA) iE[ZIa [+ |2]=2Z| 5[ 2> | few,
»=0 e =0 n=0 =0

melybSl a majorans kritériumot alkalmazva kapjuk, hogy * tred

vonatkoz6 miiveleti tulajdonsagok alapjan

w w
D Ax, = A1 D x <=,
u=0 u=0

2 valdban teljesiil. A numerikus sorokra

tehat A€ £

% is teljesiil.
A valds szamokra vonatkozd Osszeadas és szorzas tulajdonsagai alapjan a sorozatok halmazan értelmezett

£

Osszeadas és konstanssal valo szorzas is rendelkezik a megkivant tulajdonsagokkal. Az ** tér nulleleme a

8 =(0.n€MN) sorozat.

ryed

b) Felmeriil a kérdés, hogy a feladatban szerepld oY fliggvény valdban minden 2 esetén egy valds

D 5
szamot ad-e eredményiil, azaz a 0 sorozat konvergens-e? A szamtani és mértani kozép kozotti osszefiiggés
alapjan

2 + 2
B e,
melybdl 6sszegzéssel a
\ celnfHnl 1 a1
PAESAEDY =2 m [ 52 e
»=0 »=1) 2 27¢=EI 27¢=EI

becslés adodik. Tehat a majorans kritérium alapjan a kérdéses sor abszolut konvergens. A skalaris szorzatra
vonatkoz6 tulajdonsagok:

(xx)=>|x[20
==0

i) trividlisan teljesiil, tovabba %% =" pontosan akkor igaz, ha a monoton novekeds,
]
QI frel)
nemnegativ tagokbol allo #1 sorozat hatarértéke nulla. Ilyen tulajdonsaggal csak a konstans nulla

sorozat bir. Mivel nemnegativ szamok 6sszege pontosan akkor nulla, ha minden tagja nulla, ezért ** ~ O minden
#neM egetén, tehdt * valdban a tér nulleleme.
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ii) A valos szamokon értelmezett szorzas miivelete kommutativ, tehat:
{x’.y:’zzxxyx: 2 }xxmzc:.y’x} (X,yE-ﬂE).
x=0 x=0

k ny.zel,

iii) Legyenek A H yalés szamo . Ekkor a valds szdmokra és a sorokra vonatkozd miiveleti

tulajdonsagok alapjan
(Ax+ py.2) = D (A%, + (3,2, = DARZ, + 132, =AD K7, * D 32, = Ax,2) + fy.2)
n=l w=0 =0 n=0

Ezzel belattuk, hogy ¢~ valban skalris szorzat.

¢) A skalaris szorzat altal indukalt norma és a norma altal indukalt metrika:

||x||=JZ|xx|2 (xety), p(x,y)=./2|xx—yx|2 (ryedy)
=0 u=l

Be szeretnénk latni, hogy a £ tér teljes, azaz, hogy benne minden Cauchy-sorozat konvergens. Legyen

(2™ e M) £ R

. #) _ ., . . .
2-beli Cauchy-sorozat, azaz [ESuE: . Ez definicio szerint azt jelenti, hogy

We=0 szémhoz IN=MNeeN, hogy am>=>N esetén |27 -x™|<g

Legyen £ €M tetsz6leges. Ekkor

|x§f”—xﬁ.,“’|s4{§f|x§*’—:e‘*”|ﬁ=||f“—x‘“’||=:e (rm> ),
=0 (3.1)

LN .
(x e H) valos szamsorozat Cauchy-sorozat minden rogzitett £ €M indexre. A szamsorozatokra

G =R

tehat az
vonatkoz6 Cauchy-féle konvergenciakritérium alapjan a sorozat konvergens, tehat 1étezik
limx =g —

wwe ¢ Ezzel egy & (% FEN]
(x

szam, melyre

valos szamsorozatot kaptunk. Kérdés, hogy & ﬁﬂ-beli-e, illetve, hogy az

"
€M) sorozat #2-normaban @ -hoz konvergal-e?

((3.1.1) egyenlétlenség alapjan minden rogzitett £ €M szamra
k w

S A AP e )

=0 =0

Végrehajtva az # — © hataratmenetet kapjuk, hogy

k

DI AT SR

=0

melybSl £ = hataratmenettel

& o

2 2 2
Dl -g <A g et = [WM-alke =N
=0 =0

)
adodik. Mivel % 0 tetszdleges volt, ezért a kapott egyenldtlenség azt jelenti, hogy [t 0, ha # —
imr _
tovabba, hogy *  ~E€f1 han> N

f®) ) _ :
Tekintsink egy #7 & rogzitett indexet. Mivel * AN -t , ezért a kiilonbségik is 4 -beli, azaz
() _pdal oy =
@ -a)=asd, , amivel allitasunkat bebizonyitottuk.
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[kisell2]vissza a feladathoz

2. Ortogonalitas

2.1. Ortogonalis fuggvényrendszerek

A sikvektorok esetén a skalaris szorzat a két vektor hosszanak és kozbezart szogének koszinuszanak szorzataval
egyezik meg. Az is egyszerlien igazolhatd, hogy két nemnulla hosszisagu vektor pontosan akkor merdleges
egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla. A skalaris szorzatnak ez a tulajdonsaga lehet6séget ad euklideszi térben a

merdlegesség fogalmanak bevezetésére.

3.2.1. Definicié. Legyen X egy euklideszi tér.

i) Akkor mondjuk, hogy %% X yektorok ortogondalisak, ha pp=0

ii) Legyen @.7€10 ¥ beli vektorok véges, vagy végtelen rendszere. Akkor mondjuk, hogy az (@.nel]
vektorrendszer ortogondlis, ha

(@ =0, ha 1=j (Gjel)
iii) Az (B €T} ohsorrendszert ortonormaltnak nevezziik, ha

1, hkai=j

y=4=¢" oG, jel
'(‘:?';Q?;:) ¥ {0, Bai = G.Jel)

A definiciobol kovetkezik, hogy minden ortonormalt rendszer ortogonalis. Visszafele altalaban nem igaz az

allitas, viszont minden, a tér nullelemét nem tartalmazé .nel} ortogonalis rendszer normalhat6, azaltal,
hogy a

%::i (HEI—)
Il

rendszerrel helyettesitjiik, ahol Il 2 skalaris szorzat altal indukalt norma.

Az (B.nel} rendszer mér ortonormalt: Ha * ™ , akkor

wo ¥ 1

(@ @) = = gy =0,
oM e e e ’
ha i< akkor
W 1
@@y == L usy =1
s s lI” Iles I =

I I

feX

Kérdés, hogy ha egy <« euklideszi térben (@.nel} egy ortonormalt rendszer, tetszéleges, akkor & € M

esetén lesz-e a (&, @ B vektoroknak olyan linearis kombindci6ja, amely legjobban kozeliti meg F eta
skalaris szorzat altal indukalt norma altal definidlt tdvolsag értelmében? Erre az un. minimum-feladatra ad
valaszt a kovetkezd

3.2.2. Tétel. Legyen B1ETY G tonormalt rendszer a valés vagy a komplex szdamtest feletti <& euklideszi
térben. Valamely ¥ =M yogzitett szam esetén tekintsiik az

F=span{@. @, . @l ={a@ ra@+ . oy |ee Ki=01_ N}

altér elemeit.
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JelX g’

Ekkor minden vektorhoz egyértelmiien 1étezik vektor, hogy
I/ - glFinf{|l/ - %[ 2=},

méghozza

AT
2= BI%
k=0
Ervényes tovabba a Bessel-féle azonossag is, azaz

17 -2 P =S h.a b
; (3.2.1)

Lege R

Bizonyitds. Legyen % £ Y tetszéleges. Ekkor léteznek a “0-“1-- egyiitthatok, amelyekkel

A=cy@ to@ b oy @

Az 7 ¢s % vektorok tavolsagnégyzete:

Wf=hlF = -bf-B= 0y (LB N+ b= -2Re((f B+ | 5]P=
SIS -2Res SN+ 15 = S '2;Rt(5s<f-¢i>)+< _cm,;ﬁ%F

N _ N N _ N - w
AN -D2Reerl s, B0+ D D een{@. By =S IF -2 2Relerlf @)+ e, =
k=0 .,,‘u k=0 k=)

k=lgal

S F +§(lck P -2Re@a(f.an)=l 7P éh ~¢f.af -ZIUJ af

k=0

b
2
AT §|Ck_<f,¢%>| 210 T
Mivel 17 =% elsattitasaban csak &7 fligg % -t6], ezért Il =% pontosan akkor minimalis, ha

;I«:R ~¢f.@yf =0

,azaz ha

c=(f.@) (k=010

g=>0/.8)%

A minimalis tdvolsagnégyzet tehat k=0 esetén adodik. Ekkor

Fig
7 -glf=l7If —;kf,ml’,

amivel allitdisunkat bebizonyitottuk.

O

3.2.3. Megjegyzés.

a7
2
_ . A=
1. Nyilvanvals, hogy ha 7 =¥, akkor 8 =7 &s = .

Ha ezt 6sszevetjiik (3.2.1) Bessel-féle azonossaggal, akkor a Pitagorasz-tétel egy altalanositasat kapjuk:

If-glPlAF -llelP = I -2l +lleP=l71F
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Euklideszi terek

piy
2
7 1F -2 )r @l 20
2. Mivel 17 -2IF20 o er § 2t

egyenldtlenségnek nevezett osszefiiggés:

, amelybdl atrendezéssel kaphatdé az alabbi Bessel-féle

FIFe S 7, (Nel).
1712 2K af (e 022

Ha I'=M  akkor az el6zé egyenldtlenség minden & €M esetén teljesiil. Az & — hataratmenettel adodik a
Bessel-féle egyenlétlenség végtelen rendszerre vonatkozo alakja:

17182 ks af
; | (3.2.3)

wmell

3.2.4. Megjegyzés. Ha az ortonormalt 7€ fendszer helyett az ortogonalis (4 rendszert

hasznaljuk, akkor az /' vektorhoz legkdzelebb es6 altérbeli € vektor eléllitisa a kovetkezd:

e
g Z<WL=WF,> e

k=0

3.2.5. Kovetkezmény. A 3.2.2. tételben definialt P8 clem ortogondlis az ¥ altérre.

Bizonyitas. Azt szeretnénk belatni, hogy /e ortogonalis az ¥ altér barmely elemére. Legyen #€Y
b

h= ZCJ;Q:'L
tetszleges. Ekkor k=0 valamely
ortonormaltsaga miatt

Cp.Cn-- twE K, o . C
0251 szamokkal. A skalaris szorzat tulajdonsaga és a rendszer

(f—ghy ={f.0)- (k)= <f,§:k<m - <;<f, wkm;qw =

=D @) 2 e B (BB = 2 B~ DB =0,
k=0 k=0 k=0

k0=t =
A tételben szereplé £ vektort az / fiiggvény ¥ altérre vett merdleges vetiiletének (meréleges projekcidjanak)
is szokds nevezni. Jelolés: 27 . A 3.2.5. kovetkezmény allitasat szemlélteti a 3.1. dbra az £ = ¢s ¥ =R

esetben.

3.1. abra - ®*-peli vektor I -re vett meréleges vetiilete
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s Y

2.2. Parseval-formula és Riesz-Fischer Tétel. ortogonalis sorokra

Mivel 3.2.2. Tételben szerepld rendszer ortonormalt, ezért a kdzonséges vektorok analdgidjara az . a

skalaris szorzat az < vektornak a % iranyara valoé vetiiletének (komponensének) nevezhetd. (3.2.3) Bessel-

egyenlétlenség tehat azt fejezi ki, hogy minden <X -beli 7 hosszanak a négyzete nagyobb vagy egyenld, mint a

@2 N} onormalt rendszerre vonatkozo komponenseinek négyzetosszege.

Véges dimenziés vektortérben minden vektor hosszanak négyzete egyenlé a komponenseinek
négyzetosszegével, feltéve, hogy az ortonormalt rendszert # darab egységvektor alkotja. A dimenzié megadasa
nélkiil az ilyen tipus ortonormalt rendszerek ugy jellemezhetdk, hogy teljesek, azaz nem bdvitheték ujabb
elemmel.

Ez az értelmezés végtelen dimenzios rendszerekre is kiterjesztheto.

3.2.6. Definici6. Legyen ¥ egy euklideszi tér. Egy tgelnell gpgT véges vagy végtelen indexhalmaz —

ortogonalis rendszer teljes, ha nem bévithetd, azaz, ha nincs & -nek a tér nullelemétdl kiilonboz6é olyan ¥
eleme, amely a rendszer 0sszes elemére ortogonalis.

felk s l@ed nel)

A teljesség definicidjabol kovetkezik, hogy ha valamely elemre a telje

rendszer minden eleme ortogonalis, azaz

ortogonalis

@y =0 (nel],

akkor 7 a tér nulleleme.

Nyilvanval6, hogy nem minden — akar végtelen sok elemil — ortogonalis rendszer teljes, hiszen, ha egy teljes
ortogonalis rendszer akar egy elemét is elhagyjuk, az mar nem lesz teljes.

sy

egyenldtlenségben az egyenldség jele legyen érvényes. Erre keresiink valaszt ebben a fejezetben.

A rendszer teljessége mellett az " -térre is jellemz6 teljességet is fel kell tenniink, azaz a tovabbiakban Hilbert-
tereket vizsgalunk.
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3.2.7. Tétel. Legyen (CRE ?e X teljes ortonormdlt rendszer a valés vagy komplex szamtest feletti &
Hilbert-térben. Ekkor barmely vektor esetén
THi

> (. @G =1.
PIeAENE 624

azaz a sor részletdsszegeire
]
lr =2/ mia S s =0 (e,
=0
ahol II'll' a skalaris szorzat 4ltal indukalt normat jeloli. Ervényes tovabba az

FIE=S
71 ;u %”(3.2.5)

un. Parseval-formula.

Bizonyitas. Legyen Jex tetszoleges, és #2 =72 Ekkor

Do = P = {6y —Sianiy — ) = i<f,ﬁm,i<f,aa>aa>=

=m+l =m+l

E=m+li=m+l f=m+l

=3 SvaTar = Sl
s (3.2.6)

w

Sle A

Legyen “& =/ %) minden k €M esetén. Ekkor (3.2.3) Bessel-egyenlétlenség alapjan =t , igy a

2lef
k=0 végtelen sor konvergens. Alkalmazva a sorokra vonatkozé Cauchy-féle konvergencia-kritériumot
kapjuk, hogy

D le =0 (rm— =),
k=l (327)

(3.2.6) atalakitasba a kapott eredményeket visszairva, s —sw 20 (2m— o) , azaz (.2 € N) Cauchy-

sorozat az & Hilbert térben. Mivel % teljes, ezért benne minden Cauchy-sorozat konvergens, igy 1étezik £ <X
elem, hogy

ls=sl>0 (s> w)

Belatjuk, hogy ©~ ' Egyrészt

(s, <2¢’¢x>

It

x

{s. @) -Zﬂc, (@ @) =ls.a) -l

(s~ 5. R (s R) ~ (s B

masrészt a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

e =g @i l&ls s @20 Gr— e

fgy O e e e O e pontosan akkor teljesiil, ha ‘&% = (2= =1 Mivel (5B figgetlen 7 -
tol, ezért

(s, @)=c, (keH)
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Az VB = G (k eN) elsallitasbol kapjuk, hogy
ra@gy={ e Ear=a =0

Mivel (&.72EN) teljes, ezért s=F=0 azaz = . Beirva * helyére I et (3.2.7) képletbe a
normakonvergenciara vonatkozo allitast kapjuk. Az
I1f =5 =7 1P =2l |

k=0

(3.2.2) Bessel-formulabdl, # =+ hataratmenettel a

O=fIF -2 lecf

k=0
Osszefiiggéshez jutunk, amelybél atrendezéssel kaphato a Parseval-formula.
O

Az B* vektortérben akarhogyan adunk meg szamokat, pontosan egy olyan vektor van, amelyek adott # -
dimenzios derékszogii-koordinata-rendszerben rendre ezek a komponensei.

Felvetddik a kérdés, hogy végtelen dimenzidban is érvényes-€6 — ha igen milyen feltételekkel — ez a
megallapitas. Erre a kérdésre ad valaszt a

2
3.2.8. Tétel. Legyen (cneNjed , azaz egy olyan K -beli szamsorozat, melyre
e fee,
x=0

és legyen (@, ne N} teljes ortonormalt rendszer az & K szamtest feletti Hilbert-térben. Ekkor egyértelmiien
létezik < €< vektor, hogy

(f.ey=c, (el
AR
Bizonyitas. Egzisztencia: Mivel =0 , ezért a numerikus sorokra vonatkozd Cauchy-féle konvergencia-

> Jee -0

kritérium alapjan A=+l ,ha %= =

(5, = chﬁ,n e M)
A 3.2.7. tétel jeldléseit és bizonyitdsanak egy részét megismételve kapjuk, hogy az < -beli k=0
sorozat Cauchy—sorozat, mert

L]
s, =& = 2 e =0 (rim— ).
k=m+l

Mivel az % tér teljes, ezért létezik & =% elem, hogy I =/ P 0 (e = =)
A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenldtlenséget felhasznalva kapjuk, hogy

0< s, ~ S @il Sllsy ~F Il gl 0 — =),

A rendér-elv alapjan ey =7 | = 0 ,ha # = gy
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(s S @) = 5@ (S @)=~ @y =20 (r— ).

Mivel S~ - @) fiiggetlen # -tdl, ezért

o=@ (REN)

Unicitas: Tegyik fel, hogy F i€ X yektorok esetén % = B T4 B minden % €N indexre teljesiil.
Ekkor

g~ e =0 = Ui e =0 (kel)

Mivel (%-#EN) teljes ortonormalt rendszer, ezért ez csak ugy teljesiilhet, ha fmh= 0, azaz, ha A=A,

O

2.3. Gram-Schmidt-féle ortogonalizacié

Ebben az alfejezetben azt mutatjuk meg, hogy egy euklideszi térben, hogyan lehet ortonormalt vektorrendszert
1étrehozni.

3.2.9. Tétel. Legyen & egy euklideszi tér és Voo d X peli nemnulla elemek véges, vagy
megszamlalhatoan végtelen rendszere. Tegyiik fel, hogy a fenti rendszer linedrisan fiiggetlen. Ekkor létezik

(8080 B orronormalt rendszer, melyre
span{gﬂs gl:" i) gﬁ;} = spm{.}:)n};_:" . ?fj;.} (ke N) (3.2_8)

Bizonyitas. A tételre konstruktiv bizonyitdst fogunk adni, azaz megmutatjuk, hogyan allithato eld

e oo S} rendszer ismeretében a keresett ortonormalt rendszer.

= _h

O _ -
i) Legyen 171l Ekkor 2o I1=1 ¢s Pan{gel =span{sp) nyilvanvaldan teljesiil.

ii) Tegyiik fel, hogy valamely ¥ €M esetén a (80-81-- -8t} rendszer mar ismert.

iii) Hatarozzuk meg a feltételeknek elegettevé % elemet, azaz £+ legyen olyan vektor, melyre

span{gﬂsgl ==== gk}zspm{.ﬁhﬂ_:"'ﬁfk}

teljesiil. Ekkor S € span{(gy. g & , azaz
k
fo=2ugs
F=0
ahol “# < K(i=0,..80 ¢s %5 ™0 A fenti Osszefiiggést atrendezve kaphatd, hogy

1 k-1
gk.zc_ fk_zcj'kgj' .
wl W (3.2.9)

Mivel {2081, 8e) ortonormalt rendszer, ezért
{gp.g0=0 (j=0,__k-1)

A fenti skaldris szorzatokat (3.2.9) egyenlettel 6sszevetve £ darab feltétel kaphato:
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-l k-1
0={gwen=_—| Ve “Drplgnay| €=01..k-1.
B J=0

Mivel \8pr i) = Iy (1A 0L j:_l}), ezért a - -edik feltétel jobboldalan szereplé Osszeg tagjai egy
kivétellel mind egyenldk nullaval, igy a kdvetkez6 egyszertibb feltételrendszer irhato:

‘:fp,,&) =T l:gi’gI) =l (€=01..k-1)
=1

Ilymédon a E¢ felirasihoz sziikséges egyiitthatokat a “# egyiitthato kivételével meghataroztuk, ez utobbit a
normaltsagi feltételbdl nyerhetjiik:

(=
{gr8n=1 = cu=llfi- Zcﬂ-,gj -
J=0

O

3.2.10. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitas alapjat addo modszert Gram-Schmidt-féle ortogonalizacids eljarasnak
nevezziik.

3.2.11. Megjegyzés. Gyakran az eldallitando rendszer esetén nincs sziikségiink arra, hogy elemei normaltak is
legyenek. Ilyenkor a konstrukcioban a normaltsagi feltételtdl eltekinthetiink, helyette a “% ~ U feltételt vehetjiik.
A szamolasaink az 1j feltétellel egyszeriibbek lehetnek. Vigyaznunk kell azonban, hogy a “# egyiitthatok

szémolésa soran 881! skalaris szorzat értéke nem feltétleniil 1, igy az egyiitthatokra

_ g (4=01,. k-1
(g 80

ik

Osszefliggés adodik.
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4. fejezet - Integralhato fuggvenyek
terei

Ebben a fejezetben Hilbert térre példaként a négyzetesen integralhato fliggvények terét nézziik. Bevezetjiik a
Fourier-sorok altalanos fogalmat. A négyzetesen integralhato fiiggvények terében a klasszikus trigonometrikus
rendszer mellett a Rademacher-, Walsh-Paley-, Haar-rendszerrel, tovabba néhany ortogondlis
polinomrendszerrel ismerkedhetiink meg.

A fejezet végén az L tereket vezetjiik be, melyrél megmutatjuk, hogy Banach teret alkotnak # 21 esetén.

A fejezetben elokeriilo uj fogalmak: r tér, szeparabilis tér, Fourier-sor, Fourier-egyiitthato, trigonometrikus
rendszer, Rademacher-rendszer, Haar-rendszer, Ortogonalis polinomok.

Sziikséges eldismeret: 2. fejezet, 3. fejezet.

A fejezet elsajatitasahoz sziikséges ido: 4 tandra + 4 6ra 6nallé munka.

1. Az = fuggvénytér

A fizikaban és a matematika szamos agaban fontos szerepet jatszanak a négyzetesen integralhatd fiiggvények és
az ortogonalis sorfejtések.

4.1.1. Definicié. Legyen (a.5) egy véges vagy nem véges intervallum. Az (@5) intervallumon értelmezett,
Lebesgue-mérhetd fiiggvények halmazat, melyek négyzete integralhatd, négyzetesen integralhato fiiggvények
terének nevezziik. Jelolés:

= Z‘fa.,aj ={f{a.t)=R| /S mérketits fre Lant
Megjegyzés.

2
1. Ha (@8 véges intervallum, akkor ha / négyzetesen integralhatd, akkor nyilvan az (I+F12 s
integralhato, viszont a szamtani, mértani k6zép kozotti 6sszefiiggés alapjan érvényes az

1+ 72
< :
| 7] >

becslés, és mivel s mérhetd, ezért integralhato is (lasd a ??./2. megjegyzés).

2. Ha (&%) végtelen intervallum, akkor a négyzetes integralhatosagbdl nem kdvetkezik az integralhatosag. Ilyen
1

(x)=—
példaul az x (xe(l =) fliggvény, ami nem integralhato, de négyzetesen integralhato.

3. Az S @B = aies valtozos komplex értéki fliggvényt akkor mondjuk négyzetesen integralhatonak, ha
mérheté és 7 abszolit értékének négyzete integralhato.

1.1. Az 2 tér Hilbert-tér

Ebben a fejezetben belatjuk, hogy az r fiiggvénytér Hilbert-tér. E16szor igazoljuk, hogy I linearis teret alkot
az & szamtest felett.

Belatjuk, hogy ha /-8 € "E'z, akkor S *8E L ,ahol f *Elx) =F(x)+glx) (x=(@8)) Az 4llitas igazolasa elstt
igazo'juk’ hogy fg =FA , ahol (.J{g)(x:] = f(x) ' g(x) (XE (‘I:b)):

Legyen 4 * U tetszéleges. Ekkor a szamtani és mértani kozép kozti dsszefiiggés alapjan:
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1 2+ 2
= A
;if g

1 2 2
A > - A k)
2 77 TEl (4.1.1)

Mivel 7 &s € is Lebesgue-mérhets, ezért “2 is mérhetd. A (4.1.1) osszefiiggés alapjan - -nek van
integralhatd majoransa és Jg Lebesgue-mérhetd, ezért 2.7.2./2. megjegyzés alapjan JZ valoban integralhato.

2

Térjiink vissza az S el aitas vizsgélatara. Az fte Lebesgue-mérhetésége a sorozatok hatarértékére
2

vonatkoz6 miveleti tulajdonsagok alapjan nyilvanvaloan teljesiil. Mivel (f+2)" felirhat6 harom integralhato

2 _ g2 2
fiiggvény osszegeként (W F 81 =7+ 8 T 20 oert Lebesgue-integralhato.

2
A valds szamokra vonatkozo miiveleti tulajdonsagokbol kdvetkezik, hogy (L7 4) Abel-csoport, melynek zérus-

eleme az 7 = 077 figovény.

A A fiiggvény (ANE =4 7(x) (x€(@.8) ) | ehesgue-mérhets, mivel 7 Lebesgue-mérhetd, tovabba

2 __ 93 p2
négyzetesen integralhato, hiszen I s négyzetesen integralhato, és (A7) =477 A skalarral valo szorzésra a
megkivant tulajdonsagok nyilvan teljesiilnek.

Most belatjuk, hogy ! euklideszi tér. Vezessiik be az
5
(f.g) = [Fx)eg(xdx

skalaris szorzatot és ellendrizziik, hogy a a fenti leképezés teljesiti-e a skalaris szorzat tulajdonsagait.
’ 2
i) (f:77 20 minden € £ fiiggvény esetén, hiszen Jr20 (2.5.7. lemma).

_ 2 _ —
(F.71=0 pontosan akkor teljesiil, ha & = 077 gg jgy = O
i) &+ 2) =270 mivel =& teljesiil.
jii) (A Y Hg Ry = AL v g k)
3 3 A 3 A
(Af +pg by = [(AF + = [+ [righ = A+ 4 [gh = AF.h) + el ).
A skalaris szorzat altal indukalt norma:
3
17 1= = [ ax (re
Mivel a fenti normat a skalaris szorzat indukalja, ezért biztosan rendelkezik a norma-tulajdonsagokkal.

Megjegyzés. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség ebben a térben egyszeriien adodik a korabban
mar igazolt (4.1.1) egyenlOtlenség segitségével. Integraljuk (4.1.1) mindkét oldalat,

1%.0, .5 a
2 Ejf +’afg
[

llﬁli“f,

Léteznek (% €Cy.neN) , (W e Cp.e N) 1épcsostiiggvény-sorozatok, hogy Gty ¥ TE majdnem mindeniitt az (a.5)
-n (2= =)  Ekkor B¢ = B mm (n— =) az (a.2) intervallumon, azaz Jg valéban mérhetd.
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16 3
E‘I‘jgzﬂ‘l‘gz

majd valasszuk 4 * U értékét olyannak, hogy

i &
A= ”fﬂfg’*

és a fenti egyenl6tlenség az alabbi alakba irhato:

feltétel teljestiljon. Ekkor

(4.1.2)

Ezzel a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenségnél erdsebb egyenlétlenséget igazoltunk, hiszen:

|{F. g I=Iffglij|fg|$\/jf_z\/jg_z=llfll'llgll-

Mar csak annak igazoldsa van hatra, hogy az Iz tér teljes.’

(f, el ne )

Tétel. 95 (Riesz-Fischer Tétel.) Az Zter teljes, azaz az sorozat akkor és csak akkor Cauchy-

[
2 oo
sorozat, ha létezik Fel fliggvény, amelyhez a fiiggvénysorozat normaban konvergal (=S (= =) , azaz

ha lfi=F 50— =)

Tl
Bizonyitas. Tegyliik fel, hogy A g I haromszodg-egyenldtlenség alapjan

Qoillf;-fm g1 it il 0 (L8 ARt | et (e Y |
- 0

—0 —

tehat I ~fa 20 g mm— e s

Tegyiik fel, hogy ‘S M) Caychy-sorozat. Ekkor

Ferl AV=N(EeM, hogy am>N eseén ||f,-F=e (4.13)
A bizonyitast két 1épésben végezziik.

1. lépés:Belatjuk, hogy (fe-2€ M) ek van egy olyan részsorozata, amely majdnem mindeniitt konvergal egy
integralhato6 fliggvényhez.

1
£=—
A fenti (4.1.3) definicioban legyen 2" . Ekkor

FheM IV, =M, hogy mm= N, eseitr ||j;—fm||¢2—1

1
” jm T ”‘: ok
ke N) Wl 7T of (K€ N) geliesiiljon. Ehhez

Vélasszuk az indexsorozat, hogy

’Ennek az allitasnak az igazolasa Riesz Frigyes Riesz Frigyes(1880-1956) magyar matematikus, egyetemi tanar, a Magyar Tudomanyos

Akadémia tagja, a funkcionalanalizis egyik megalapitdja. és az osztrak matematikus Ernst Fischer (1875 -1954) nevéhez fliizédik, akik
két hénap kiilonbséggel, egymastol teljesen fiiggetleniil nyujtottak be eredményiiket ugyanahhoz a laphoz. (Riesz Frigyes nyujtotta be
korabban.)

Az allitasnak ez a fele minden metrikus térben igaz.
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Ba F L

Plg = oy = Ny

Mg = My,

egyenl6tlenségeket kell az indexsorozatnak teljesitenie. Tekintsiik a kdvetkezo teleszkopikus Osszeget:

w

g ¥ Dy =t

k=1

Ennek a sornak a részletdsszeg-sorozatinak % eleme (%< M):

Iy ¥ D " Sy =g U = g ) Uy = SV oy = S ) F 4 (o~ o )= o
k=1

td

Legyen (@ 8) a7 @8 intervallum egy véges részintervalluma, és tekintsiik az alabbi integralokat:

F

= [ +Zj| - P p|f,m|+2p| o]

s (@14

Mivel a konstans fiiggvény véges intervallumon négyzetesen integralhatd, ezért érvényes a (4.1.2)
egyenl6tlenség. Ezzel a (4.1.4) jobb oldala becsiilhet6:

L S g I3 Ny = o I B g 1+ 3B ey = IS

1
<fB-alls, | foﬂ —-Jﬁ_cx[u !|+--[3]T1 <B-a (|4, 141)

Ekkor a Beppo Levi tétel 3. kovetkezménye (2.6.6. kovetkezmény/c)) miatt

fiiggvénysor majdnem mindeniitt konvergens (s6t, majdnem mindeniitt abszolut konvergens) az (a &)

(o 2 EH)

intervallumon. Mivel a fenti fiiggvénysor részletosszeg-sorozata , ezért létezik az (a &)
— : w
intervallumon integralhato f fiiggvény, hogy fmﬂ J mm (n—> ) a7 (@ 8) .

Ha az (4%} intervallum nem véges, akkor eldallitiuk megszamlalhatd sok véges intervallum egyesitéseként.

(f me M)

Mindegyik részintervallumon érvényes a fenti gondolatmenet, ezért azt kapjuk, hogy ™™ majdnem

mindeniitt konvergal egy J fiiggvényhez az (@.5) intervallumon.

2. lépés: Belatjuk, hogy s négyzetesen integralhatd, és hogy a fiiggvénysorozat normaban konvergal hozza,
azaz

[£-FI=0 (z—=e)
A (4.1.3) definici alapjan ha # > ¥ &g ™%~ N akkor *

145 I e

. == . . . . .
Mivel 75— cha k& =2 czert biztosan Iétezik olyan X index, amelyre

my, = N(E)

teljesiil.
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V4

3
1= Sy IP= [ AP <2 > W
® (4.1.5)

. — . . . .
Legyen # * & tetsz8leges rogzitett szam. Mivel f““*« 4 majdnem mindeniitt, ha £ = ezért [¢]

LAY S e (o =)
. (ﬂ‘fmk)zlﬂ(;ce )

(s~ o, V' kETD
Z

A sorozat integraljai feliilr6l korlatosak (4.1.5)),

tehat az ((f” -fmka,ke N:I

integralhato, és

_ o
fiiggvénysorozatra alkalmazhat6 a 2.7.3. Fatou-féle lemma: Az S fiiggvény

3
[(fmrP <&
d (4.1.6)

Mivel Jx =7 mérhetd, ezért négyzetesen integralhato.

Felhasznalva, hogy Fo &5 77 is I peli fiiggvények, adodik, hogy
S-Uh-N=sell

tovabba (4.1.6) miatt a normakonvergencia is teljesiil.

O

A teljesség igazolasaval belattuk a kovetkez6 tételt:

4.1.3. Tétel. Az L' fiiggvénytér Hilbert-tér.

4.1.4. Megjegyzés. Az altalunk bevezetett I teret pontosabban val6s I térnek nevezik, megkiilonboztetve a

{a, )

komplex r tértél, mely egy valds véges vagy nem véges intervallumon értelmezett komplex értékdl,

négyzetesen integralhato fliggvényekbdl all. A komplex z figgvénytér tehat olyan mérhetd / figgvényekbdl

2
all, melyekre A1 s integralhato.® A skaldris szorzat és a norma ebben az esetben a kovetkezd alakot dlti:
3 _ 3
(f.er= [f@e@dr.  II7lIEU.0 = [1/ @ dr

A skalaris szorzat és a norma is rendelkezik a megkivant tulajdonsagokkal, és a komplex I tér is Hilbert tér. A
tovabbiakban, ha kiilon nem hangstlyozzuk ki, akkor I téren tovabbra is valés & teret értiink.

1.2. Teljes ortogonalis rendszer létezése az = térben

d_ ol
Legyen (@ 5) véges vagy nem véges intervallum. Létezik-e az L= hay) -térben megszamlalhato teljes
ortonormalt rendszer? Ebben a fejezetben erre a kérdésre fogunk valaszt kapni.

o figgvény akkor mérhetd illetve integralhatd, ha a valos és a képzetes része mérhetd illetve

i

integralhato. Az 7 fliggvény integralja: 2 2 a

SEgy valos valtozos komplex értékii S
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Véges elembdl allo ortonormalt rendszer ner j2'étezik. Indirekiy , 11on tegyiik fel ugyanis, hogy van # (reN)
elemdi teljes ortonormalt rendszer. Ekkor az  tér barmilyen elemii rendszere mar linearisan &sszefiiggo,
azaz linedris kombinacidjuk eldallitja a tér nullelemét.

Tekintsiink 2+ 1 darab kézos pont nélkiili, véges mérteki 0=+ 5 © @8 jntervaliumot. A #4444

2.2 2
karakterisztikus fiiggvények négyzetesen integralhatok és nincsenek olyan “0-%1---%x Em‘, Gtatote U

valds szamok, melyekre

Cokp Talyto ok =0 mm

(e, b) Yoo Ay

intervallumon, azaz a 4 figgvények nem linearisan Osszefuggok.

Ellentmondasra jutottunk, tehat valéban nem Iétezik véges elembdl allo teljes ortogonalis rendszer ' _pen.

teljesiilne az

Miel6tt a megszamlalhatéan végtelen teljes ortogonalis rendszer 1étezését igazolnank, egy uj fogalmat vezetiink
be.

4.1.5. Definicié. Eqgy “C+©) metrikus tér szepardbilis, ha van X -nek egy megszamlalhaté, £ -ben mindenitt

stirti # részhalmaza, azaz minden € & és minden €% 0 szamhoz létezik % € 7 elem, melyre £ (A<

e
4.1.1 Példa. Az I®" -tér szeparabilis, mert a @ egy megszamlalhato, I -ben mindeniitt siirti részhalmaza.

A megszamlalhato, teljes ortonormalt rendszer 1étezésére vonatkozd tétel bizonyitasanal ki fogjuk hasznalni,
hogy az L' tér szeparabilis.

4.1.6. Tétel. Az £ -tér szeparabilis.

Bizonyitds. Legyen Faz B er tetszOleges eleme és legyen (€ N kovetkezs figgvénysorozat:

0, ha| £,(x)|= nvagyhax e (@, 2\ (-5, 5),
Julx)= i
Fix), egyéblént.

Ha # — @ akkor nyilvan S 0(ad) -n, tovabba mivel

- A= {_g’(x) ha| fm(x) |» mragyhax s (@, &)\ (-, 4),
\ egyeblként,

_ 2 2 _ 2
ezért AT ST A7 Lebesgue tételét az (f =7 fliggvénysorozatra alkalmazva kapjuk, hogy

&
1f =4 IF= [U@ - A6 x>0 (=),

tehat & tetsz6legesen megkozelithetd (az z -tavolsagra nézve) véges intervallumon nem nulla, korlatos, Z el
fiiggvényekkel.

Legyen £ egy véges ‘% #) intervallumon nem nulla, korlatos (étezik # = 0, melyre |25 ) merhets

fiiggvény. Mivel € mérhetd, ezért létezik (&.neN) 1épcsostiiggvény-sorozat, melynek hatarértéke majdnem
mindeniitt £. Legyen

0, haxe (@, 8\ (a, &),
@x)=2&(x), hare(a Déz| DL M, el
M, egyeblént.
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Ekkor (®-#2=H) (@ S)én lépesdsfliggvény-sorozat, ‘prarértétke majdnem mindeniitt & , és mindegyik

1épcsdstiiggvény intervallumon kiviil nulla, pedig kozos korlatjuk. Alkalmazva a 2.7.2./1)
megjegyzést kapjuk, hogy

3
lg-&I'= fle@ -g(x)'dx—=0 (=),

tehat £ tetsz6legesen megkdzelithetd L -beli tavolsagra nézve 1épcsosfiiggvénnyel.

Tovéabba minden 1épcsésfiiggvény nyilvan tetszdlegesen megkdzelithetd £ -ben olyan lépcsésfiiggvénnyel,
melyek értékei raciondlisak és szakadasi helyei is racionalis szamokban vannak.

Legyen
M= {e,{.fe Chpfugavényértekeitsszaladasihel veiracionalisszam ok} )

Mivel a raciondlis szamok halmaza megszamlalhaté szamossagu és egy 1épcsdsfiiggvény véges sok kiilonbozo

fiiggvényértékkel és véges sok szakadasi hellyel rendelkezik, ezért a Hel megszamlalhatd szamossagu.

£f3

Legyen £* 0 g #<M ggy olyan index, melyre 17 = All= . Legyen tovabba ¥ olyan 1épcsosfiiggvény,

melyre 17 -@l= €73 wEH, melyre le-wl=ei3 A haromszog-egyenlbtlenséget alkalmazva kapjuk,
hogy

LF ==l S A+ A -ere-wld S - Al A - el Hle-wi=e

Mivel & tetszOleges L -beli elem volt, ezért ezzel belattuk, hogy L' valsban szeparabilis.

O

Az B tr szeparabilitasat kihasznalva mar be tudjuk latni, hogy létezik benne teljes ortonormalt rendszer.
4.1.7. Tétel. Az L' térben létezik teljes ortonormdlt rendszer.

Bizonyitas. Tekintslink egy, az ! térben mindeniitt stirti megszamlalhatd halmazt. Ezek elemeit indexezziik
meg:

En:B1:-- -+ Bps-- -

Hagyjuk el a kapott fiiggvénysorozatbol a tér nullelemét (ha benne volt), tovabba a £ elemet hagyjuk el, ha 6
eléall az el6zdek linearis kombinacidjaként.

Az igy kapott megszamlalhat6an végtelen, linearisan fiiggetlen

Josdiees Fo oo

rendszert ortogonalizaljuk (példaul a Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljarassal). Eredményiil egy

ortogonalis rendszert kapunk.

2
A @ 7EN) rendezer teljes. Legyen ugyanis ¥€Z° olyan figgvény, mely ortogonalis a ‘%*€™) rendszer

osszes elemére. Az ortogonalizacios eljaras alapjan ekkor ¥ ortogonalis az ne N rendszer Osszes elemére

CgaCpaes

is, hiszen (3.2.8) alapjan minden # <M esetén léteznek %% valos szamok, melyekre

Fe=coh ro@t o T om,
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Fo.oue M)

Mivel a (&-#€N) fuggven-gorozat Osszes eleme g : ( sorozat véges sok elemének linearis

kombinacidjaként eldall, ezért  ortogonalis az Gsszes fiiggvényre is. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
1= g IF= (W — g W~ ) = W4 — 205800 + g &) =l I 2 P20 1

nae M

Legyen £* U tetszéleges. Mivel (& mindeniitt stirti £ -ben, ezért 1étezik olyan # <M index, melyre

14~ 2152 Ekkor az egyenlétlenség alapjan [1¥ 17 € s teljesiil. Mivel £ U tetszdlegesen kicsi, ezért ez csak
akkor teljesiilhet, ha 1¥1= 9 azaz ¥ =Y majdnem mindeniitt. Ezzel a teljességet bebizonyitottuk.

|
1.3. Fourier-sorok

A 4.1. fejezetben belattuk, hogy az £ tér Hilbert tér. 4.1.2. fejezetben bebizonyitottuk, hogy az L
fiiggvénytérben 1étezik teljes ortonormalt rendszer.

A 3.2.7. tételben szerepld sort az I -tér esetében kiilén névvel illetjiik. Err6l szol a kovetkezd

{a, )

4.1.8. Definicio. Legyen egy véges intervallum, (@.ne N egy ortonormalt rendszer az ' téren. A

(3.2.4) sorfejtést az J fliggvény (4ltalanositott) Fourier-soranak, ennek “* egyiitthatéit, a
o ={f. @) (keH)
/ (altalanositott) Fourier-egyiitthatéinak nevezziik.

A 3.2.8. Tételt specidlisan az & =I' térre felirva a Riesz-Fischer-tétel ortogonalis sorokra vonatkozo
megfeleldjét kapjuk.

2
4.1.9. Tétel (Riesz-Fischer Tétel. ortogonalis sorokra). Legyen (e neN)EL ,

szdmsorozat, melyre

o 2
Siice,
x=0

azaz egy olyan valos

és legyen @ 2EN) 5 orlatos @2 intervallumon négyzetesen integralhatd fliggvények L' terében teljes
ortonormalt rendszer.

(c,.ne M)

2
Ekkor egyértelmiien létezik Jei figgvény, amelynek a szamsorozat elemei erre a rendszerre

vonatkoz6 Fourier-egyiitthatoi, azaz, amelyre
{f.a)=c, meM)

4.1.10. Megjegyzés.

1. A Parseval-képlet és a Riesz-Fischer-tétel szerint a (@, ne N} teljes ortonormalt rendszer kdlcsdondsen
egyértelmii megfeleltetést 1étesit az r fliggvénytér —s6t, az Osszes valos szamtest feletti Hilbert-tér — elemei és
a valos £ sorozatok tere kozott.

2. A komplex szamtest feletti £ Hilbert-téren is érvényben marad a tétel, annyi eltéréssel, hogy ekkor komplex

2
szamokbol 4116 Cx-# EMIEL

w
>le, [ e
==0

sorozatokat vesziink, melyre
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1.4. Ortogonalis fuggvényrendszerek az = térben

1.4.1. A trigonometrikus rendszer

A legismertebb példa ortogonalis fliiggvényrendszerre az in. trigonometrikus rendszer. Ebben a fejezetben ezt a
rendszert vezetjiik be, tovabba megvizsgaljuk ortogonalités, teljesség szempontjabol.

4.1.11. Definicio. Az (1-cosnxsinnx, n€ N} (x€R) yongszert trigonometrikus rendszernek nevezziik. Az
alapintervallum tetszéleges 27 hosszisagh intervallum.

4.1.12. Tétel. A trigonometrikus rendszer ortogondlis minden %% hossziisagii intervallumon.

Bizonyitds. Mivel a rendszer elemei 2% szerint periodikusak, ezért mindegy, hogy melyik ¢% hosszlisagli
intervallumot vélasztjuk. Legyen a vizsgalt intervallum a ("7 HaxeN akkor

{l,cosay = Il' coskk dx = [_ s1nnx] = —l(sin(?zfr) - sin(n(—}'r))) =0,
o ” s »
tovabba
COSMX

{l,sinnh = }1 BN mx oX = [ ]‘ = llzcos(.lzﬂ') - cos(m(—ﬂ'))) =0
E b

-

X

Ha %" €N oo n=um akkor

x x

{cosa, cosmry = I COSHX COSME dX = — I cos(r+mxtcos(n—mwnxdx=10,
- 2—3
X X

{sin m sineph = I sif ARSI MR o = —5 I cos(r+mx—cos(n —mxdx =10,
- -
X 1 F3

{sina,cosmy = I sin wx cos i dx = 3 I sin+pnx+an(r—pxdr=10,
- -

mert a szinusz €s a koszinusz fiiggvény egy teljes periddusan az integral értéke nulla.

O

A trigonometrikus rendszer nem normalt, ugyanis

I11F= }f*dx =[x] =2m

*
és minden #€ M esetén

: *1+cos 2ux 1 1 sin 2ux |
2 2
o= dr= [ ————dr=|—x+— =T
[|cosa || _[cos nxEA _J; 5 x [2 5 o ] .
. : * 1-cos2ax 1 1sin2ux]”
2 .2
' = d = —d = f— -_— = N
|| sin 2 || Is1n HXAK I 5 X [2x 5 o ] . i

-a -z

4.1.13. Megjegyzés. A trigonometrikus rendszerbdl a kovetkezd, barmely 27 hosszil intervallumon ortonormalt
rendszer szarmaztathatd:

1  cosxx sinaxx .
ne L

Nl m T

121



Integralhato fliggvények terei

Mivel véges intervallumon a négyzetes integralhatosagbol kdvetkezik az integralhatosag, ezért az alabbi tételben
a trigonometrikus rendszer teljességénél tobbet bizonyitunk.

4.1.14. Tétel. Ha 7 CTT =R 5 (5.2 intervallumon Lebesgue-integralhaté fiiggvény és

}j(x)dx =10, }f(x) cos(rxidx =10, }f(x) sn(pnidr=0 (ne N,
LS L a 4.1.7)

akkor 7 ) =0 majdnem minden ¥€ 77 esetén.

Bizonyitas. A bizonyitast két 1épésben végezziik.

1. 1épés: Tekintsiink eldszor egy 27 szerint periodikus, folytonos 7 fiiggvényt, amely a 7= intervallumon
ortogonélis a trigonometrikus rendszer elemeire. Megmutatjuk, hogy ekkor # =10,

Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy létezik olyan &S 7HT)  hogy 161 =¢ =0 yezessiik be a
kovetkezo segédfiiggvényt:

T x) = lF(é +x) (xel)
£

T
a(0)=1 O=o=3)

Nyilvanvald, hogy & is folytonos és . Mivel & folytonos, ezért 1étezik olyan ¢ szam

1
3 Gx) > —.
hogy minden %€ 9.9} esetén 2

# ortogonalis a trigonometrikus rendszer minden elemére és ezt a tulajdonsagot & is 6rokli, ugyanis mivel &
27 szerint periodikus, és (4.1.7) fennall ¥ -re, ezért minden #€ M esetén

I+L

I —F(ficosnlt— & di=
e

—I+L

IG(X) cosnxdx = I lF(é +xicosnx dx=
2x s

T T+E
= lcomgE I Fit)cos xt dt +lsin neE I Flisinmi dt =10,
€ —x+t < —x+t
x x 1 T+i
IG(x)singxdx = I—F(é + X sin nx dx = I —F(f)sinali - &) dt =
-z —ac —a+i -
1 T 1 T
= _cosnd I Flisinnt df ——sinnd I Flficosnt dt =0,
e ¢

—x+t —x+t

tovabba

a 3 F i 3 T+ :
_J;G(x) 1dx—_[;F(§+x)dx—; [ Feyde=v.

—a+i

0,2

Legyen & a korabban mar megallapitott 2 -beli szam. Vezessiik be a
T(xy=cosx+{l-cosd) (xcl)
segédfiiggvényt. A T fiiggvényre igazak a kovetkezd megallapitdsok: [¢]
«Ha-6<x<& akkor 18 =1

“Ha <7< vagy —7<x<-3d akkor ~5°89 “T(x) <1 q797 [ T(2)|= 1.
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A 27 gbraa T fliggvényt szemlélteti.
4.1. abra - A T segédfiiggvény grafikonja

A

Az addiciés képletekbdl kovetkezik, hogy a (T(2))* =(cosx+(1-cos8)) (xR, 2 N) fiiggvény felirhaté a

trigonometrikus rendszer # -nél nem nagyobb indexii elemeinek linedris kombinacidjaként. Mivel & ortogonélis
a rendszer minden elemére, ezért ortogonalis 7" -re is, azaz minden # € M esetén

-

0={G T = j'G(x)?"{xJ dx= IG(x)T‘(x) dx+ ‘[G(x)?“(x) dx+ i’.’:’(:ﬁ)?’(x) dr=1 +J, +X_

Mivel @ a [™™7 intervallumon folytonos fiiggvény, ezért létezik # > 0 hogy | G < M mingen *€ [-7.7]

esetén, tovabba és | T =1 minden *€ .MV =8) G amra ezért

| x0T x| G | | T L | Tz =0 (=), haxe(dmu-m -4,

és igy Lebesgue-tétele alapjan

-F

IM=IG(X)'?*(X)dx—>0 s Kx=1tf(x)'?’”(x)dx—>0 (n—> e

(4.1.8)
) >~
Ha—d<x<3d akkor L% * 1 ¢s & valasztasa miatt 2, igy
& & -1 -1
J, =_Lc;(x)-T*(x) dxz:l;?l” dr=-1x) =820 (eM)
.. . nel o D=1, 0 K . . F
Ez (4.1.8)-cal egyiitt ellentmond annak, hogy minden esetén . Tehat az a felvetés, hogy

nem azonosan egyenld nullaval, ellentmondasra vezetett.

2. 1épés: Tekintsiink egy olyan Lebesgue-integralhato fiiggvényt, melyre (4.1.7) teljesiil. Belatjuk, hogy ekkor
f=0 majdnem mindeniitt a (.7 intervallumon.

A bizonyitést a folytonos esetre valo visszavezetéssel végezziik. Vezessiik be a kdvetkez0 segédfiiggvényt:

Fix)= }f(z)dﬁd (xe[-mm) és Fx)=Flx+2m) (xel)
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Valasszuk @ értékét ugy, hogy

}F(x) dx=10

teljesiiljon. Ekkor # 27 szerint periodikus és folytonos fiiggvény, tovabba majdnem mindeniitt differencialhatd,
¢s FE=75() majdnem minden *S[77 ) egetén

Az F fiiggvény is ortogonalis a trigonometrikus rendszer minden elemére. Az (#.1=0 feltétel a € konstans

valasztasa miatt automatikusan teljesiil, tovabba minden #< M esetén

{Feinnhy = ]‘F(x)sin;zxdx =[F(x)[—

k FEFr) pix)sshar

cosnx ]] + 1 Ij (X cosnxdx =
# - H—z

COsXY

HlrEfixl g (x)=

_ —Fimcosnt  —F(—m) cos n(—71) _ cosam

- +d)1=10,
# # # [ )
{F.cosmy = IF(A’) CosMRdx = [F(x) s1n;zx:| - l J‘f () sin wxdx =
- # - .’2_‘_
b (xFEFx) g‘l:xj=cos_mx
Firpfiz) 5 (a2l
_ Flmysinnma  F({—7)sin ail—) -0

M »

Az clsé lépésben mar bizonyitottak alapjan =0 teljesil. Mivel ¥ =7 majdnem mindeniitt, ezért ¢ =
majdnem mindeniitt, ami éppen az igazoland6 allitas.

O

A trigonometrikus rendszer teljes az z figgvénytérben, ezért érvényes ra a 3.2.4. tétel. Mivel a trigonometrikus
rendszer elemei korlatosak, igy minden Lebesgue-integralhaté fiiggvényhez tudunk a trigonometrikus rendszerre

vonatkozo Fourier-sort rendelni, de a Parseval-formula nem érvényes, ha 7 nem négyzetesen integralhato.

A tovabbiakban, ha a trigonometrikus rendszerrdl beszéliink, akkor az eddig hasznalt rendszer helyett annak
normaltjara gondolunk:

1  cossx sinax (KEN‘)
NN '

Mivel a trigonometrikus rendszer 27 szerint periodikus, ezért célszerli 27 szerint periodikus fliggvények
Fourier-sorfejtését szamolni.

Legyen 7 27 szerint periodikus, Lebesgue-integralhato fiiggvény. Ekkor az

sBontsuk fel ugyanis J -et a pozitiv és a negativ részének kiilonbségére. (f =7 _f_) Ekkor 7t és S is nemnegativ integralhatd
fuggvények. A hozzajuk tartozo integralfiiggvények F* ¢s 7 monoton nének. Mivel # =F* = F~ , ezért F korlatos valtozasl, azaz
majdnem mindeniitt differencialhaté (10.5.3. Megjegyzés). Belathato tovabba, hogy F derivaltja majdnem mindentitt S -fel egyezik meg
(Annak ellenére, hogy az 7 figgvény lehet, hogy egyetlen pontban sem folytonos). A bizonyitas megtalalhato [13]-ban.
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—

: .
i, = —_— ot

V) zn[ .
g, :=<f,°‘j§_:')> ];(.ﬁ)cosmdz (ne W,

= <j, Sijgi;') >= = J‘f(:) sinntdt (ne N

Ly

E

jelolések mellett az J fiiggvény Fourier-sora:

Z Cosux i sin X

T thT ] (xe D).

Az éltalanos esetbdl adodo fenti egyiitthatok helyett az alabbi egyszertibb formulakat fogjuk hasznalni.

2, G by

: 0 - bm = .
Legyen N N m (EN) Eykor az egyiitthatokat az

Jix)rs

i, =l }f(i:lcos.’z!dﬁ (e M,
:lT—a

h = l }f(z) sinnidi (neMN
T (4.1.9)

képlettel szamoljuk ki és a trigonometrikus Fourier-sor

Fix)ra C%D + i(ax cosux +h, sin mr) (xeD)
»=1 (4.1.10)

alakot 6lt. Ha négyzetesen integralhat6 a (=7 intervallumon, akkor a Parseval-formula érvényes:

2
N o2 N 2 2 1 2_dp  NTfL3 L a2
”f”_ ZI: )=—QD+Z|[}'TLIM+7?§DM:I = _||f||=_+2[ax +b?¢)'
2 -"T 2 (4.1.11)
A Fourier-sor szamolasanal célszerii figyelembe venni, hogy ha / paratlan fiiggvény, akkor %x ~ Y minden
neN esetén és ha 7 paros, akkor 5 =0 minden #€ N" esetén.
T-x
, e LR g

4.1.2. Példa. Legyen az < fiiggvény 27 -szerint periodikus, és 2 [ hal2x<dr Irjuk fel a

fiiggvény Fourier-sorat. Hatarozzuk meg a Parseval formulaval ad6dé sorosszeget.

Megoldas. A 4.2. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld 7 2% _szerint periodikus fiiggvény grafikonjat.

4.2. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja
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FE]

Szimmetriai okokbol % =0 (€ )
A Fourier-egyiitthatok szamitdsakor barmilyen 2% hosszlisagt intervallumon szamolhatunk. Jelen esetben a &,

egyiitthatok szdmolasat célszeri a [9.27] intervallumon végezni, ugyanis a fliggvény ezen intervallum
egyszerlibben irhato fel. Parcialis integralassal kapjuk, hogy

1% . 12’2?—: . T—fcosat u:osm‘,
== [fif)sin nt dz=— sinxf di = ( )
T in 0 i 2n
.ul:rj—ﬂ Vit Fohnt
. m=_ “:::F—-:osmr

_(?T—r)cosnz_sin?zf, _1
T Zn ot |, n

Tehat a fliggvény Fourier-sora:

) isinmnx zeR).

x=1

Az S figgvény a [9:271] intervallumon négyzetesen integralhatd, ezért érvényes a (4.1.11) Parseval-formula. A
fiiggvény norma-négyzete:

-7
1] 6 ,

22 Ix
I = £ dx=§t[(,—ar—xf d;;:%[ =

igy a Parseval-formula alapjan a kdvetkez6 sordsszeg adodik:

el
g=Z—g-

w=1

A 4.3. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld s figgvény és Fourier-soranak Sof részletdsszegének
grafikonjat.

4.3. 4bra - Az 7 fiiggvény és Fourier-soranak Swf részletosszegének grafikonja
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»
> e
/.

)

1.4.2. A trigonometrikus rendszer komplex alakja

Sok esetben sokkal kényelmesebb a Fourier-sorokat komplex alakban kifejezni. Ebben a fejezetben a komplex
trigonometrikus rendszert és a ra vonatkozo Fourier-sort, illetve a valos és komplex trigonometrikus rendszer
kapcsolatat mutatjuk be.

El6szor egy egyszerti allitast igazolunk.

2
4.1.15. Tétel. A trigonometrikus rendszer a komplex e térben teljes.

. oy = g 2 r1: . . ..
Bizonyitas. Legyen JEut g komplex L' tér egy eleme, mely ortogonalis a trigonometrikus rendszer dsszes

elemére. Ekkor

0= {f.cosmy= }j(x)cos nadx = }u (xicosuxdx +i }v(x) cosaxdx  (me D,
0= {fsnuy= ]‘f(x)de = }u(x) sin xxdx +i }v(x) sinzxdx (ne W,

ami csak akkor teljesiil, ha ¥ és ¥ is ortogonalis a trigonometrikus rendszer 6sszes elemére. Mivel ¥¥ a valds
L' tér elemei, és a valos £ -téren a trigonometrikus rendszer teljes, ezért ¥ és v fliggvények is majdnem

mindenditt nullaval egyenldk, tehat F=0 mm.is teljesiil.

Legyen a valos valtozos, komplex értékii J fliggvény négyzetesen integralhat6. Ekkor a
ooy o -inx nx —hx
Cos .sz=—€, sinux = % neM xeR)
i

Euler-formulak alapjan a fiiggvény (4.10) Fourier-sora:

- w inx =i iwy _ -y
Flx) mﬁ+zamcos;zx+bmsinﬂx=ﬁ+zake e +~'5,,Q .e =
2 x=1 2 x=1 2 2
=% 4 N l . —ik e:‘m:_'_l @, +ib e
0 e Dy i) Sl i)
Bevezetve a
1 .
E(ak—zbk), hat =0,
1
Cp =4 Ty, hat =0,
2
1 .
E(a_kﬂb_k), hak < 0.
127
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egyiitthatokat, a Fourier-sor

flx)ym Dee™ (xeD,)
e " (4.1.12)

alakba irhat6. A Fourier-egyiitthatok (4.1.9) képletét beirva kapjuk, hogy
17 ikt

eo= o [FOed (keB)
T (4.1.13)

A (4.1.12) Fourier-sor és a (4.1.13) egyiitthatok képletéhez kozvetleniil is

(e ke @] (xeR)

rendszerb6l indulunk ki.

4.1.16. Tétel. Az

(e ke @] (xeR)

2
rendszer ortogonalis a komplex Born térben.

Bizonyitds. Az ortogonalitas egyszerlien adodik:

eir(:u—m:l -
. . . ——| =10, han=m,
l:e!i!- ,é!iﬁ-) — J‘é!m . é—dex — n—m

-
—-x

25, han =

O

A bizonyitasbol is latszik, hogy a rendszer nem normalt, viszont az

{Jé_em,ke z} (xR
T

rendszer mar ortonormalt.

eljuthatunk, ha az

Az ortogonalis rendszerekre vonatkozo teljességfogalom a rendszer sorozatba szedésétdl fiiggetleniil van
értelmezve, ezért a két iranyban végtelen (4.1.12) sornak tetszOleges mddon is valasztjuk a véges

részletosszegeit, ezek négyzetintegralra a sorbafejtett J figgvényhez tartanak, feltéve, hogy a hataratmenet

k4
soran a részletdosszegek is feldlelik a sor minden egyes tagjat. Lehet példaul a ZJ‘F-M részletosszegeket

tekinteni, ahol # és # egymastol fiiggetleniil tart +<= -be.

A Parseval-képlet ebben az esetben az alabbi alakot 6lti:

[l7@Fax=27Y |, f
i k=

A komplex Fourier-sor és a komplex fliggvénytanbol ismert Laurent-sor szoros kapcsolatban van egymassal:

Legyen # # =T <) polomort fliggvény, ahol 7 olyan tartomany, mely tartalmazza a

egységkort. Ekkor valamely 0 =7 <1< & szamokkal a H={zeCrez|< &) g

Flz)= ickzk (ze€ H))
k= -

Laurent-féle sorfejtés, ahol

{zeC:|zF1}

yiiri-tartomanyon érvényes az
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7 (Z)

C*'_J
=1Z

Az ¥ fiiggvény Laurent-sorfejtése tehat nem mds, mint a £ valdés valtozod f@o=
fiiggvényének a komplex Fourier-sora.

dz_— IF( e e 1.

Fie®y (te[-mm)

A valds egyiitthatds trigonometrikus sor a komplex hatvanysorral van szoros kapcsolatban. Ha 7 valés

valtozos, valos értékii fliggvény, akkor komplex Fourier-soraban “-% ~ | mert
£, = L ]‘f (61a™ds = L }f(.e)e*'”dz =c, (ke
-ooa2md am

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy a komplex Fourier sor

L L N iR
Flxirog + che + che’ (xeD;)
k=1 =}

z +z = 2Re(z)

alakba irhat6. Mivel minden 2T komplex szamra , ezért

F(x) rogy+2Re th ]=ﬁ Re i(at-:'bx)e”“]=

= %a +Re Z(a,; -ib Ycoskx +isin bc}] Sl S Z(a,,, coskx +b sinkx) (xeD,),
k=1

tehat 7 trigonometrikus Fourier-sora a
au = . K

— +Z(ak —ib )z

2 =

=% (xE[—m, )

hatvanysor valds része a # egységkdrvonalon.

4.1.3. Példa. Legyen az / fliggvény 27 -szerint periodikus, és

-1, ha-wix<0,
Jfix= i

hal £ x <o
[rjuk fel a fiiggvény komplex Fourier-sorat.
Megoldds. A fiiggvény paratlan, ezért “0 Az fliggvény #- Fourier- egyiitthatoja, ha * < 24 {0}

——J‘f{:) e df = —J‘ *"a‘:+ o e =

1 - 1 gzu +§-:bu i i -
__’T[?:I_. [ = ————R—ﬂ(l—cosmr)—;?((—l) 1).

Tehat a fliggvény komplex Fourier-sora:

Fxy e Z—(( " - Z—W W e R).

Prm— ko

1.4.3. Ortogonalis polinomok
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(a, &) wiila,b)—R*

4.1..{a, b)efinicié. Legyen egy véges vagy nem véges intervallum, integralhato fliiggvérs;

Az intervallumon értelmezett, Lcwzsgue-mérhetd fiiggvények halmazat, melyek négyzetének a
fiiggvénnyel valo szorzata integralhatd, a  sulyfiiggvényre nézve négyzetesen integralhato fliggvények terének
nevezzik. Jelolés:

L =L, = i (aB) > R| f mérketsés frwel, ).

2
Ha %=1 akkor a négyzetesen integralhatd fiiggvények terét kapjuk. Igazolhatd, hogy oy fliggvénytér
Hilbert-teret alkot az

&
{(f.gy= If(x)g(X)W(XJdX
2 (4.11.4)

skalaris szorzattal.

_ &
A hatvanyfiiggvények Va(x)=x", (€ (@B EEN) finearisan fliggetlen’” rendszerébdl kiindulva 3.2.11.
Megjegyzésben bemutatott Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljaras segitségével 1-féegyiitthatos, a (4.1.14)

w0
skalaris szorzatra nézve ortogonalis (Zalimg polinomrendszer konstrualhatd, melynek elemeire

-1
po =1, py(x) =5 =D @p(x)  (xelab)nelN),
= (4.1.15)

ahol

G, = Ldﬂ ,pk) .
Py Pt

Megjegyezziik tovabba, hogy a hatvanyfiiggvény-rendszerbdl konstrualt ortogonalis polinomrendszerek mindig
teljesek.® irodalomban.

4.1.4. Példa. Allitsuk eld az @=L intervallumon értelmezett ¥=1 sulyfiiggvényre ortogonalis

5. 8. 5. 58} polinomrendszert.

Megoldds. Hasznaljuk a (4.1.15) konstrukciot. Eszerint legyen 551 Mivel
1
6.5y _ )

ezért RO =50 =x (xe(-11),

A konstrukciot folytatjuk. A 5 egylitthatdira

(b ke =0,1,...,%}

kombinacidjaként a tér nulleleme, a majdnem mindenhol 0 fiiggvény, csak trividlisan all el6. (A U, £=0,1,....2) elemek barmely
linearis kombinacitja egy legfeljebb # -edfoki polinom. Az algebra alaptételének kovetkezménye alapjan ha egy legfeljebb # -edfoku
polinomnak # -nél tobb kiilonbdzé gydke van, akkor az sziikségképpen a zéruspolinom.)

®Bizonyitas megtalalhato [S]

2
A kk’(ke M) hatvanyfiiggvények linearisan fiiggetlenek az L"’ térben, ugyanis a elemek linearis
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12 331 5 1
22@42,;:0;,:_11 _H_lzgzl . 2_<z'd2,3>__fl o
(For B2 jm [«[, 2 3 (B.B) I“’

1
}.D = 3 ;_D - P = 2—_
adodik, czert 10 ¢ AT RAD TS e Ly

A 5 polinom egyiitthatdira

1 1 e 1 5
Fdx xtd [—l
3 IF 43 I 5 =
{U U} J‘ldx <1 1:) IXQdX x_ §
-1 -1 3 -1
valamint

1

1
3, -
Jlx (x* g)dx

1
&

-1

_Gd By _
(5. 5)

3 =10,

1.z
-—dx
3)

3
Bl =x —auB(x) - a R - a5 (x)=x"-Zx
adodik, melybél ) Gsfolx) ~ i) = ey (x) 5% (xe(-1,1)
4.1.18. Megjegyzés. A fenti eljarast folytatva egy ortogonalis polinom-rendszer konstrualhaté. Az igy kapott

polinomokat Legendre®-polinomoknak nevezziik. A 4.4. abran szemléltetjiikk a 4.1.4. példaban definialt els6 4 1-
foegyiitthatos Legendre-polinom grafikonjat.

4.4. abra - Az els6 4 1-féegyiitthatés Legendre-polinom grafikonja

A

os| /

°*Adrien-Marie Legendre (1752 -1833) francia matematikus.
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4.1119. Megjegyzés. A Legendre-polinomokat szokés (igy normalni, hogy minden polinom helyettesitési értéke
az -ben 1 legyen. Ekkor az alabbi rekurzié alapjan szdmolhatok a polinomok:

_ 2n+1
B=1 ABx=zx H,x= ; xEB(x) - P xy (n>1,ze(-1,10

s
n+ n+l

A 4.5.4bran a fenti definici6 alapjan szamolt Legendre-polinomok grafikonjat szemléltetjiik.

4.5. abra - Az elsé 4 klasszikus Legendre-polinom grafikonja

A

u

N -
05

;L

Animacid
A (4.1.15) konstrukcio alapjan szdmolva az # -edik polinom eléallitdsahoz # darab egyiitthatd meghatarozasa

sziikséges, melyek sordn 27 darab integrélt kell kiszamitani. Kevesebb szdmolast igényld konstrukciot biztosit
4.1.21. Tétel. A tétel bizonyitasahoz fel fogjuk hasznalni a kovetkez6 lemmat.

2
4.1.20. Lemma. Legyen Fel, egy legfeljebb % -edfokii polinom. Ekkor ¥ egyértelmiien felirhaté ¥0-#1---Fx

k4
ortogonalis polinomok linearis kombindciojaként, azaz egyértelmiien létezik {eadian egyiitthato rendszer, mellyel

F= E O Pps
=0
ahol

£ =M k=01, ,#)
(Pr. o

¢s WP =0 padznat,
Bizonyitds. Legyen Legyen egy legfeljebb % -edfoku polinom és jeldlje

I”x = Span{pljrplr"':pu}

Schmidt-féle ortogonalizacié értelmében
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Ly=span{ly.b,.... 00},

igy Pel ¢ 304, Megjegyzés értelmében egyértelmiien el6all a #& (k=0.1....1) polinomok linearis

kombinaciojaként, és

NP.E
Z(P}

TP Pl

O

2
4.1.21. Tétel. Az Lutey téren (4.1.15) alapjan eloallitott ortogonalis polinomok kielégitik az alabbi
masodrendii rekurziot:

p—l Eosplj E]' éS pu+1(x:lz(x_/‘@g)pu(x)_yupx—l(x): (HEN‘?xE(asb))
ahol & ¢s v az @ , & és W adatoktol fiiggd alkalmas konstansok.

Bizonyitds. Mivel # wa i Py egy legfeljebb # -edfoku polinom, ezért az el6z6 lemmaban foglaltak szerint
eléall

Paal(D) =, (1) = Deupu(n) (€ @.B))
k=0
alakban. A fenti egyenletet atrendezve kapjuk, hogy

P () = 2, (5) + ;c“p,; (%) (xe(ab)). @116

x+l

Az #+1. polinomot a J -edikkel skaldrisan szorozva és felhasznalva a (2elimn polinomok ortogonalitasat
(4.1.16) egyenletbol

O0=Gd p.p;)toglpnpy =011

i=0,1,...

adodik, ahonnan ¥ ( ) egylitthatok meghatarozhatok. Vegyiik észre, hogy a (4.1.14) skalaris szorzat

tulajdonsagai miatt
@d pypg) =(2aid 230 (4117)

tovébba mivel s pontosan ¥ 1 -edfoku polinom, ezért Poid Pt =0 g J*1<8  a25, =0 g

Jen=l o kapott egyiitthatokat (4.1.16) 6sszefiiggésbe visszairva kapjuk, hogy

px+1(x) = x;)x(x) + Cmp;u (x) +C:¢t;u—1:|px—1(x) = (x + Cm)pu(x) + Cxtu—ljpu—l(x) (XE (ﬂ,b))

A &= 0 g BT Cainey jelolések bevezetésével éppen az igazolando allitas kaphato.

O

A 4.1.21. Tétel és 4.1.20. Lemma 6sszevetésébdl az is kideriil, hogy

3
2
. L Lxw(x)dx
ﬁz_cnzqsd-p,,,m 2{ (e M),
{2 Pu) J‘pf (xw(xdx

illetve
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- =<jd'pn=px—1> Ban =0

— r(m=1) (: : :
ym px—l’pm—1>

0, han=10.

Legyen # 1 ekkor a rekurzié alapjan

P (X)=2p ()~ B2 () ~ VP alx) (2 (@.2))

kaphat6. A #* polinommal skalarisan szorozva

(Por 2o} = Py 1, Pod ~ By tlPat )~ Vad P2 Pod =04 Py 24} = (D34 1)

adodik. A szamolas soran kihasznaltuk, hogy #* ortogonalis #*1 és ##-2 polinomokra és a skalaris szorzat
(4.1.17) tulajdonsagat.

A *r egyiitthatok tehat az alabbi egyszeriibb alakba irhatok:

3
2
Ip” (x) wix)dx
<px’px> =_2 . .’Eﬂﬂ?ﬂ#o,

_ A
Ve =9 {Puts Pactd Ipi_l(x)-w(x)dx

a, han =10,
4.1.5. Példa. Hatarozzuk meg a 4.1.4. Példaban eléallitott ortogonalis polinomrendszer negyedik tagjat.

Megoldas. A (4.1.15) konstrukci6d alapjan szdmolva a polinom felirdsahoz 4 egyiitthatd kiszdmitasa lenne
sziikséges. Hasznaljuk inkabb a 4.1.21. Tétel altal adott rekurziot. Ez alapjan

Rin=x-&Rx-ph(x (xe(-11),

1 3
Ein=x-- Bixi=x"-x _
ahol 34 5 (€L ovabba
f-fd BB
(5.5
1. o2
ugyanis dky paratlan fiiggvény, az integralasi tartomany pedig origora szimmetrikus intervallum, tovabba
W3 3
¢ : —Eszdx 8
yz_if%fz) 1 175 _ %
(BB el 835
:l:(x 1idx 5
igy

f;(x)=x[x3 —gx]—%[xz —%]=x4 —gxz +3_35 (xe(-1,1).

4.1.22. Megjegyzés.A (4.1.15) konstrukciot mas intervallumon és/vagy mas sulyfiiggvény esetén alkalmazva
tovabbi ortogonalis polinomrendszerek készithetok.

A klasszikus ortogonalis polinomok értelmezési tartomanyait és sulyfiiggvényeit az alabbi tablazatban foglaljuk
Ossze:
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név értelmezési tartomany sulyfiiggvény
(els6faju) Csebisev polinomok (=11 1
(lasd: a 4.1.6 Feladat) 1- 2
masodfaji Csebisev polinomok (-1,1 -~
Hermite polinomok {—ee, o) o
Laguerre polinomok {0, e} a2
Legendre polinomok (-1,13 1

Table 1: Klasszikus ortogonalis polinomok

1.4.4. Rademacher-rendszer

4.1.23. Definicio. Legyen 7 B = ["L1] fioovény 1-szerint periodikus és

1
1, haxze[0,5,
_ 2
rix)= i
-1, ha xE[E,l).

Legyen tovébba M =r@ ) (xeBaeM)  gror az 2 EN rengszert Rademacher®-rendszernek
nevezziik.

4.6. abra - A Rademacher-rendszer elsé harom eleme

A
L

(1892 - 1969)

“Hans Adolph Rademacher német matematikus.
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A ]
i
|
1 1 ] I I 1 1 1 I ! 1 ®
g 05 |
n
A [ ]
i
— |
1 1 ] I I 1 1 I ! 1 ®
g 05 |
e
[ ]

2
4.1.24. Tétel. A Rademacher-rendszer ortogondlis az Loy terben a szokasos skalaris szorzatra nézve, azaz

1
{n.rp=nxn(0de=0 (ke M b=£)

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy * > £ . Ekkor, mivel az #- fiiggvény periddusa 27, ezért jelenleg a periodusok
kozotta 27 =27 egyenl6tlenség teljesiil. Emiatt a skalaris szorzat az alabbi egyszer(ibb alakba irhato:

1 e g-d-1 e

(e ro = [r(xn (Hdx =21 J‘rk(x)r}(x)dx =2 J‘ Rxdx - 27 I r(xdr =10,
211
; - [o2"h oo ety Feop . o
Felhasznaltuk, hogy mind a l-* , mind pedig a : intervallum az ‘% fiiggvény egész szamu
periddusat tartalmazza, és minden Rademacher-fliggvény egy peridodusara vett integral nulla.

O

2 —
4.1.25. Megjegyzés. A Rademacher-rendszer nem teljes az ‘B térben, ugyanis példaul 7 =" figgvény
minden Rademacher-fiiggvényre ortogonalis, azaz minden % €M esetén

{1 =0.

Valdban, hiszen % = U esetén
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1 1
(i = r;:,z(x)rl(x)dx = Jrl(x)dx =1.

P

1oy . . .
Felhasznaltuk, hogy =1 minden £€N esetén és hogy minden 7 €N esetén a (1) intervallum az
fiiggvény egész szamu periddusat tartalmazza, igy

Llrm(x)dx= 0

Hasonloan igazolhato, hogy az allitas £ =1 esetén is igaz. Legyen % Z 2 egész. Ekkor

1

1 7 1
(e I = [ (nixds = tl‘r,; (xp(xdx - J}"k(x)rl(x)dx =10.

2

1 1
[0?_) _=1
Felhasznaltuk, hogy mind a 2 , mind pedig a 2 ~ intervallum az *1 fiiggvénynek is egész szami

periddusat tartalmazza tovabba hogy egy perioduson beliil az integral értéke nulla.

4.1.26. Megjegyzés. Legyen 7 =N} 5 Rademacher-rendszer. Legyen # €M egész szam < -es

szamrendszerbeli alakjanak jegyei (72, £ & N) , azaz

W;.ve = (KEN)

rendszert Walsh-Paley-rendszernek™ nevezziik?. Mivel , ezért a Walsh-Paley-rendszer a

Rademacher-rendszert tartalmazza.

2
Igazolhatd, hogy a Walsh-Paley-rendszer teljes ortogonalis rendszer az oy térben®.

1.4.5. Haar-rendszer

A Haar Alfréd* altal 1909-ben konstrualt Haar-féle ortogondlis rendszerrel foglalkozunk. A rendszer
jelentdségére a 9. fejezetben mutatunk ra.

o.M E=01,,2"-1}

}g =
4.1.27. Definicié. A [0.1) intervallumon értelmezett {?”+’° rendszert Haar-

rendszernek nevezziik, ahol

1, ha xe[0,1),

h = =
(%)= Zowy (2] {0, kilonben,

és

“Joseph Leonard Walsh (1835 -1373) amerikai matematikus és Raymond Paley (1307-1933) angol matematikus.
2A szakirodalomban szokasos szohasznalattal élve a Walsh-Paley-rendszer a Rademacher-rendszer szorzatrendszere.
“*Bizonyitas megtalalhato [10] irodalomban.

“Haar Alfréd (1885 -1933) magyar matematikus.
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g (X =k (x)= =22, haxe|

k4

0,

27, ha

k 2k+1

e[—

e

2B+1 k+1

Faaa
kil énban.

4.7. abra - A Haar-rendszer els6 néhany eleme
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A
Y
JZ
1 -
| 1 | | -
l 05
_—
by = Iy
A
Y
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l 05
—
By =y
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2
'1 -
| |
1] 05
_2 -
hy =y
2 -
'1 .
|
0 05
_2 —
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2 L
'1 -
| | | 1 | * -
W 05 1
_2 -
[
}s?=k23]
2 L
'1 |
| | l | 1% .
Il 05 1
_2 -

L]

k k+1]
intervallum és értéke az intervallum elsé felében 22 ,

4.1.28. Megjegyzés . A P fliggvény tartoja a [2;! T
a masodik fél-intervallumban pedig -3 Igazolhatd, hogy a Haar-fiiggvények és tartoik kolcsondsen

_ [ k k+1]
LA e T
egyértelmli mddon megfeleltetheték egymasnak, azaz i fliggvény indexelhetd a 22
tartointervallumaval is.
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. {h,, me N} P T , . ,

4.1.29. Tétel. A ; rendszer ortonormalt az ") térben a szokdsos skalaris szorzatra nézve, azaz
1

(A iy =t|'hl-(x)}ej-(x) di=d; (G, jeN)

Bizonyitas. Legyen

i=2" 4k (neM,0Lk<DY), g5 j=2%+f (meN,0<f<2™)

AT tartoja

k ok+l
wwo(iu) =[5 57

a By = tartoja pedig

£ £+1
supp{hw} =|:2—M 2—?“]

Nyilvanvalo, hogy ha supp{fg} Msupp{ Ay} =2, akkor %% =" 3 valos szamok halmazén és igy a kérdéses
skalaris szorzat is U . Az alabbi esetek fordulhatnak el6:
i) Ha # = akkor,

a) ha emellett &= ¢ akkor ! =4 é&s igy

k+l
2_:!

1 1
1
{hi,}%)=t|?zi(x)hi(x) dx=fz;+k(x) dx="2" Jldx=2”'27=1.

¥
b) ha %= ¢ akkor a két fiiggvény diszjunkt tartojl, azaz PP { A} Msupp{ A} = Qj, és igy az elébb részletezett
modon kaphatjuk, hogy a skalaris szorzat 0.
ii) Ha 2 = # akkor az 4ltalanossig megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy
PR e PAR AT R
Ekkor a szoban forgd fliggvények tartdi vagy diszjunktak, vagy tartalmazzak egymast.

a) Ha a két fiiggvény diszjunkt tartdja, akkor az el6bbiek alapjan a skalaris szorzat 0.

b) Ha a % fliggvény tartdja tartalmazza a & fliggvény tartdjat, azaz
supp { A} = supp () .

akkor
K+l
rd

{}g}_}g}.} = I'jzzx_‘_k_(x);zzm_‘_j (X) dx.

7

kok+1 . m
A [2;! L ] intervallumon a figgvény allando, legyen ez © (ce{-2%.27}1) , ezért a fenti integral az alabbi
moddon bonthatd szét:
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1 a1 &
7 2;!+1 ]
R kzhk(x)kz“u(x) dx = hzhs;(x)hz“u(x)derz lhzhs;(x)hz“u(x)dx:
F 2 P
2841 4l . .
PRI o 53 53
= ,[6'2205:{— J:C'22dx=c c—e—=10
R o+ o+
" 7T

o < A = , . P = . ) .
Osszegezve, a .k skalaris szorzat pontosan akkor 1, ha * =+, minden més esetben pedig 0.

O

2
4.1.30. Tétel. A Haar-rendszer teljes az oy térben.

0.)—=R

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik 7l négyzetesen integralhato fiiggvény, amely a Haar-rendszer

minden elemére ortogonalis.

Mivel [0:1) véges intervallum, ezért ha J négyzetesen integralhatd, akkor integralhato is. Jeldlie & a J
fiiggvény integralfiiggvényét, azaz

Flx)= J‘f(:) gt (xe[01)).
Ekkor (D=0 tovabba

1 1
(1) =Jf(£)dé =Jf(-f)kn(-f) di={f =0

Az & = fliggvények ortogonalitasat kihasznalva
1

1 7 1
0={/ b= Jf(f)mr)df = Jf (£)dt - If(f)df = (F(%) - FO - (R - F(%)) = 2F(%),
2

F(2)=0

1
ahonnan FU=F=0 fonasznalasaval 2 adédik.

'
x?! = Iy — ®o_ =
Tegyiik fel, hogy valamely # <M esetén az Yo k=01..27-1) osztopontokrol belattuk, hogy Flag)=0

h, =h
Az F g T fiuggvények ortogonalitasat kihasznalva

2kl il
1 g?’r n 7
0 ={fh, 0 =Jf(3)k2x+k(3) dt =27 )[f(-f) dt - 22 lf(i) dt =
X 2kl
ot el
2k +1 k k+1 2k +1 k+1
=(Ff— - =1 -(F - —— N =2F—
(F T ) (2”)) (£ o 1= FL ST 1) ( o 1,
2+1
(=0 (k=0,1,...,2"-1) . L . x
ahonnan 2 R Azaz a F  integrilfiiggvénynek  minden

(me N, £e{0,1,...,2% -1}
(x, me M =0, 2% -1}

pont zérushelye. Mivel F integralfiiggvény, ezért folytonos. Az

(0.1

pontok a intervallumon ~sfirtin helyezkednek el, ezért F=0 . Az
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integralfiiggvényrdl tudjuk, hogy majdnem mindeniitt differencialhatd és =y m.m. tehat F=0mm s
teljesiil. Ezzel belattuk, hogy a rendszer valoban teljes.

4.1.6 Példa. Legyen 7 [UD =B oo Fx)=x (x€[0.1) {juk fel a fiiggvény Haar-Fourier-sorat.

C. e

Megoldas. Jeldlje ( a fuggvény Haar-Fourier-egyiitthatoinak sorozatat. Ekkor

1 1 1
crﬁﬂ®=£mnmm=ymm=fﬁ:%

és minden 7 €M esetén, ha # =2" +k ahol #e M & ke{0.1,...2° -1

R+l k41 K+l
?‘ HQ;T"‘I ® 2"

£, =iF.B0= Jf(z)k df = Jf(.ﬁ)kmdé 22 Jf(.ﬁ)d.ﬁ—? Fide=
e

2k+1 kH

27“'1 » 2” x+I
=2 J‘zdz—zf* lﬁz 22[ ] —22[ ]
Ak+1

o3 2k+1 o5 k+1 2k+1 _
27¢+1 2?@ 27¢+1

—Znf —En—4

=277 (2ek+1E -4 -4+ D =-2 T

Igy a fiiggvény Haar-Fourier-sora

w ol —Ea4
fnJJ% 2%;;22 b

A 4.8. abran szemléltetjiik az J fiiggvény Haar-Fourier-soranak S f részletosszegének grafikonjat.

4.8. abra - Az J/ fiiggvény Haar-Fourier-soranak Snf részletosszegének grafikonja
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¥

4.1.31. Megjegyzés. Igazolhatd, hogy a o, Haar-fliggvények a =iy =iy alapfliggvénybdl transzlacio és
dilatacio segitségével szarmaztathatok, nevezetesen:

by (x)=2Th(Px—k) (neN k=01,.2"-1).

1.5. Feladatok

2
4.1.1. Feladat. Tekintsik a L~ intervallumon négyzetesen integralhatd fliggvények terét )

COSX SN X

{(—=. b =18}
¥ a4 ~NmNE rendszer altal kifeszitett véges dimenzios alteret. Szamitsuk ki az o &0 =%

(xe[~m.m) fliggvény ortogonalis projekciojat (merdleges vetiiletét) az ¥ térre vonatkozéan. megoldas

, s jelolje

4.1.2. Feladat. Tekintsiik a valos szamok halmazan négyzetesen integralhato, 1-szerint periodikus fliggvények

’
teret (1) , és jeldlje ¥ a Rademacher-rendszer elsé két eleme, .1} 4ltal kifeszitett véges dimenzids alteret.
Legyen ¥ 1-szerint periodikus és < =% (FEI0D) qramitsuk ki az & fiiggvény ortogonalis projekcisjat
(merdleges vetiiletét) az ¥ térre vonatkozoan. megoldds

2
4.1.3. Feladat. Tekintsiik a [%1) intervallumon négyzetesen integralhatéd fliggvények terét (L) , 6sjeldlie ¥ a

Haar-rendszer els6 két eleme, V. gital kifeszitett véges dimenzids alteret. Szamitsuk ki az Jla)=x

(xe[0. 1) fliiggvény ortogonalis projekcidjat (merdleges vetiiletét) az ¥ térre vonatkozdan. megoldds

fixy= l[4;:] fixy= l[4;:]
2 (refomy 1

4.1.4 Feladat. Legyen SAOD =R o n SO0 —=R

(x€[0.1) frjuk fel a fiiggvény Haar-Fourier-sorat. megoldds

Legye és

4.15. Feladat. Legyen az 7 figgvény 27 -szerint periodikus, és & %) =2 ha ¥€["7L7) friuk fel a fiiggvény
komplex Fourier-sorat. megoldds
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1

wix) =

4.1.6 Fela({ﬁ,ﬁ,g,g}lk els az ‘B =CLD jntervallumon értelmezett V-7 sulyfiiggvényre
ortogonalis polinomrendszert Gram-Schmidt ortogonalizacioval.
megoldas

1.6. Megoldasok

2
4.1.1. Feladat. Tekintsiik a L™ intervallumon négyzetesen integralhatd fiiggvények terét ) , €s jelolje
COSX SN X

== =la.5)}
¥ a \F *-"_ rendszer altal kifeszitett véges dimenzios alteret. Szamitsuk ki az fla)=x

(xe[~m.m) fliggvény ortogonalis projekciojat (merdleges vetiiletét) az ¥ térre vonatkozéan.

Megoldas. Hasznaljuk a 3.2.2. Tételben belatott
Bf={Fae +{f e,

eléallitast. Parcialis integralas segitségével tudjuk kiszamitani az egyiitthatok értékét:

1 5 1 a
{F.ep \f'_ Ix cos xdx = ﬁ[[:{ sin z]”_ - :I;sm xdx] = ﬁ[[cos x]_ajl =0,

{F.e0 ——Ixsmxd =T[[—xcosx]jz+fcosxd —T(2?T+[s1nx]zjl=2v,?_i'.

fgy

Ff={f.8e,= 2~J_ —s1nx 2einx (xe[-m .m0

N
vissza a feladathoz

4.1.2. Feladat. Tekintsiik a valos szamok halmazan négyzetesen integralhato, 1-szerint periodikus fiiggvények

’
terét (Ll), és jelolie ¥ a Rademacher-rendszer elsé két eleme, .11 altal kifeszitett véges dimenzios alteret.
Legyen J 1-szerint periodikus és Fa)=x (x€[0.1)  gzamitsuk ki az 7 fiiggvény ortogonalis projekciojat
(merdleges vetiiletét) az ¥ térre vonatkozoan.

Megoldas. Hasznaljuk a 3.2.2. Tételben belatott
Br={mn+{l.an

eléallitast. Az egylitthatok szdmolasa soran felhasznalhatjuk, hogy a Rademacher-fiiggvények
intervallumonként konstans fliiggvények Osszeragasztasaval keletkeztek:

1

: T[] 1 3
. Jxrudx fre- m-[ ] [ ]=§ .

L E
Y

b2

:
oy J

-hl»—f._.._b.ﬂ»—-
ml»—d'_.._-hlw

-

[=a R

fgy
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—g, }me[U,%),
1 1
=, haxe[—. ),
1 1 2 42
Bfix)=-—nlz)-onlx)=
4 8 l kaxe[l 3
8: E:E ?
g, }saxe[g,l).

vissza a feladathoz

2
4.1.3. Feladat. Tekintsiik a [%1? intervallumon négyzetesen integralhat6 fiiggvények terét gy , és jelolje ¥ a

Haar-rendszer els6 két eleme, Va.t) altal kifeszitett véges dimenzios alteret. Szamitsuk ki az < &) =%
(x€[0.11) fliggvény ortogonalis projekciojat (merdleges vetiiletét) az ¥ térre vonatkozéan.

Megoldas. Haszndljuk a 3.2.2. Tételben belatott

B =T Iy 7 )

eléallitast. Az egyiitthatokat egyszer(i szamolassal kapjuk, hiszen

Uity = Jd - H -1

1 1
2 21 [T 1 (11 1
{70 —dex—lxdx—[;]n —[E]E—g—[g—g]——z
5 ]
fgy

1
ol x<—,
2

Bf(x)= %f«u %) —%am -

ha— < x =1
2
vissza a feladathoz

1
4 e

: Jix)= i
4.1.4. Feladat. Legyen FAOD =R g 0.1 Irjuk fel a fiiggvény Haar-Fourier-sorat.

1
Megoldas. Vegyiik észre, hogy a fiiggvény az 4 hosszusagu diadikus intervallumokon konstans, mégpedig
k k o+l
=—_  haxe|— — E=01273
Fix) g her [4, g ] (£=01273)

Az is nyilvanvalo, hogy a fliggvény Haar-Fourier egyiitthatoira C*F«ZO, ha #22  [gy elegendd az els6 4
egyiitthatot kiszamolni:

) 3 51 a1, a3, 13k 143 3
cn=J:Jf(z)dz=L40dz+Ezdz+IfEdz+ﬁzdz=£ZZ=E-T=§
4 2 4 k=0

¢és hasonloan

— . — d—% d_l d_llﬁc_lz
== [FOROd= [0k - [ifOd =3 > 203
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L 1
on = [ OOt =[Ot~ (37O =%(0 _3) _ _%,
3
— ! _ E _ 1 _1 1_3 . i
C11‘Lf(f)h3(3)df—jgf(f)di I%f(z)d:_Z(E 3)_ =

Igy a Fiiggvény Haar-Fourier-sora az alabbi véges dsszeget adja:

3 3 1 1
Zﬂ _g D_Z’Eﬂl_ﬁ(}-"ﬂ"';%)-

vissza a feladathoz

4.1.5. Feladat. Legyen az 7 fiiggvény 27 -szerint periodikus, és 7 &) =¢" hg ¥E[-) frjuk fel a fiiggvény
komplex Fourier-sorat.

Megoldas. A komplex Fourier-sor egyiitthatoit a (4.1.13) formula alapjan szamoljuk.

: = . = (-t
j ()™ dt = ! I’-e"’“ dz=ije“'“?dz=i £ -
T 2md 2| 1-sm |

F—inx —xtinx 1 » e” _é_z 1+in shim
—emy = ) 2y ( )

(1—m)2;r.r (1-im)ar 2 1+

A szamolas soran kihasznaltuk, hogy e =T = cos(am) = (-1)" 4 szinuszhiperbolikusz fiiggvény alabbi

ismert el6allitasat

¥_ -

shix)= (xell).

Tehat a fiiggvény komplex Fourier-sora:

f(ﬂmx_zl S B0 ey
vissza a feladathoz
wix) = !
4.1.6. Feladat. Allitsuk els az ¥ =CLD nervallumon értelmezett Ji-2 sulyfiiggvényre
ortogonalis 5. 4. 4. 5) polinomrendszert Gram-Schmidt ortogonalizacioval.
=1

Megoldas. Hasznaljuk 4.1.15. megjegyzésben leirt konstrukciot. Eszerint legyen

A konstrukcidban szerepld egylitthatok felirasahoz az alabbi improprius integralok kiszamitasa sziikséges:

1 1 -5

dx = lim 1 dx = =
[T imim | o imhgleselion
1 1 -5 t

x dx =lim li x ! 4% = lim li sint ! cosidi =
= lim lim = lim lim - =
4 ||1 _ x2 el+rsle b Ill]. — xz r—}U+5—}U+!z | cost |

sni= x(!e[—%%]j = castd

7 o=wmedn(-l4s)  2g=amcsingl-5)

¥
&
. t ki ki
=lim lim [ stné = lim lim [— cosz]f =cos(——)—cos—=10.
7 =l+5 =0+ 7=+ 5=+ T 2

i (4.1.19)
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1 1 - s 1
2 L L o3
2 ———dx =limlm |=x %= lim lim |sin’ cosidt =
:I; 1- xg =5 05— O o ..II"l_x2 z—)tl+6—>tl+:z | cosl |
smz=x(:=[-§.§n dr=cosdy
L8 =arcedl —l+r ) rs=utsin|:1—fj
s s
= lim lim [sin%@ = lim lim — [1-cos Zdt =
=+ O+F— 0+ s 0+5— 0+
'
S 1 1. g
=]_1n015]_1n01 EI_ZSIHZ ZE.
3 0+E— 0+
Y (4.1.20)

s

1-5
3 L 1 e o3, 1
x ——dx = lim lim K———dx = lim lim |sint ———costd =
:I; 1-x* esbesste o f1 - 2? P Oy |cost|

s'nt=x|:te[—§,%]:| = castd

rosweshl-lte ) ro=weein(l-F)

te i
= lim lim [sind = lim lim [ - cost)sinkde =
z—>D+5—>D+!z z—)tl+6—>tl+:z
ost=y du=—chiaft
4 Ecosr NS0t

us 1 s
= lim lim j(u:‘ = Ticdee = lim lim [—zf —u] =0

73+ 520+ 0450+
t (4.1.21)
1 1 -5 te 1
4 oy . L ) s B
Ix i dx =lmlm |x = dx = lim lim [sin'f———rcossds =
-1 1-x P b O e -z z—>0+6—>0+:z | cosf |

sinz=x(r=[—%.%]) dr=cosait
fo=mesing-l+e ) dg=arcsrd1-F)

T ¥

-3 &
N ) N 2
= lim lim [sin'd = lim lim —I(l —cosZi) dt =
z—}U+5—}EI+I s 0+5—= 0+ 4 :
1" %3 cosk  cosdt
cos cos
= lim lim — [1- 2c0s 2¢ +cos 2642 = lim lim [= - + di=
= Defr i+ 4 e+ sa i, B 2 H
3001, I
=1lim litn |—f——sinZ+—sndi] ==
= = 04 4 £ : 3
: (4.1.22)
1 1-5 rs
% L dx  =lim li x L &% = lirn i int cosidf =
b} 1-x* ’L%l’ffi}ﬂ“l‘f_l, J1-7° ri}ﬂﬂlﬁinﬂlyz sn |cosé|
s'nt=x|:te[—;,§]:| = costds
rosweshl-lte ) ro=weein(l-F)
!5 1'5
= lirn lirn [sin% = lim lim fa- cost)” sinsdi =
z—>l3+5—>tl+: z—)0+5—>0+:
: -:oszz=.u oy = — iy &8
HI=CC€?z .!!5=IIOS!5
¥ 1, 2 '
=1lim lim [~ + 2% = 1du = lim lim |——u’ +=u® -u| =0
r—}lJ+.§—}EI+‘u =+ O+F— 0+ 2
: : (4.1.23)
A fenti szamolasok soran kihasznaltuk, hogy a ©%¢ fliggvény a [=1+£1-4] intervallumon pozitiv, tovabba,
it LR .
e, =~ — itné; = — 11 uzzl' .=
hogy 7=+ 2 , b 2 &g erEIl+ 51—{& F

A fenti integralok alapjan
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Ix ! cdx
_ {id, P)_ LI _0
1™ 1 =,
5. 50) I L dx
| 1_.7(2
igy A= 7 @A =2 (x€(-L1) (ovabba
1 | . 1
% dx 7 e dx
&, =<id2=*%>=:[ 1-x° _z2_1 i w _(zd2 R _ I J1- 2 o
YRR 1 w2 2" R B 1x r

1
d
:I;wﬂ—x2 * 5 1=zt

1
B =2 ~aR@ - aAm=2 "2 )

igy
Mivel
1 1 .l 3
X xt ax 2
%zzt:idB’HJ):—l = is %=<id3FlD1>=l[ '\H_A’E :8_=§
(B.RY (RAY a1 1 T4
I Py 1 zdx 5
| i} -
valamint
1 1 1
1.1 1 1
xg-(xg— —a’x e =z
N M ] W T
Y (BB 1 1 '

I 2ty 1 1

.Il(x ? Jl— \[ Nl I. -x X+4IJ1 x*
B()=# - () - @B - @B =2 ~2x
adodik, ezért 47 x=(-L1))

4.1.32. Megjegyzés. Az eljarast folytatva ortogonalis polinom-rendszer konstrualhatdé. Az igy kapott
polinomokat els6faju Csebisev'® polinomoknak nevezziik.

A 4.9. dbran szemléltetjiik 4.1.4. feladatban szerepld konstrukcioval generalt elsé 4 1-foegytitthatds elséfaju
Csebisev-polinom grafikonjat.

4.9. abra - Az elsé 4 1-féegyiitthatés elséfaju Csebisev-polinom grafikonja

Pafnutyij Lvovics Csebisev (egyes atirasok szerint Csebisov) (1821-185%4) orosz matematikus.
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"';y

—

v

4.1.33. Megjegyzés. Az elsofaji Csebisev-polinomokat is szokas gy normalni, hogy minden polinom
helyettesitési értéke az 1-ben 1 legyen. Az alabbi rekurzié alapjan szdmolhatok a polinomok:

To=l, T=x T(x)=22T,(x) - Ty (),
Az els6faju Csebisev-polinomok az alabbi direkt formula alapjan is szamolhatok:

T(x)=cosnarccosx (xe(-1,1],nel)

A 4.10. abran a fenti definicid alapjan szamolt els6faju Csebisev-polinomok grafikonjat szemléltetjiik.

4.10. abra - Az elsé 4 klasszikus elséfaju Csebisev-polinom grafikonja

A

Animacio

vissza a feladathoz

2. Az » fuggveénytér

A 4.1-es fejezetben bevezettik a négyzetesen integralhatd fliggvények fogalmat. Ebben a fejezetben mas
hatvanyon integralhaté fiiggvények osztalyaval fogunk foglalkozni.

4.2.1. Definicié. Legyen (a.5) egy véges vagy nem véges intervallum. Az (@.5) intervallumon értelmezett,

Lebesgue-mérhetd fiiggvények halmazat, melyek ¥ -edik hatvanya integralhat, ahol Oep== [
fiiggvényosztalynak nevezziik, azaz
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Integralhato fliggvények terei

D=1 ={Ff(ab)=>R|f mirhetbés fP el ) 0<p<e)

Az I fiiggvényosztaly bizonyos feltételek mellett szoros kapcsolatban van a lényegében korlatos
figgvényekkel.

(e, )

4.2.2. Definici6. Legyen (a. ) egy véges vagy nem véges intervallum. Az intervallumon értelmezett,

Lebesgue-mérheté fiiggvények halmazat, melyek lényegében korlatosak, £ fiiggvényosztilynak nevezziik,
azaz

L=l g ={F(a.b) = R|J meérkeibés [ényegibenkoriatos).

Az 7 (@8 = R gi00veny Iényegében korlatos, ha létezik egy £ * U szam, melyre | /1< £ majdnem mindeniitt
teljesiil az “%#) intervallumon.

Nyilvanvaloan minden (@) intervallumon értelmezett mérhetd, korlatos fliggvény Iényegében korlatos,
ugyanakkor példaul az
x, hamrracionalis,
= (0,1
S l haxracionalis (xe0.1)
x

fiiggvény nem korlatos, de az £° fiiggvényosztalynak eleme.

Az L és I¥ fiiggvényosztalyok esetén is bevezetjiik a norma fogalmat:
4.2.3. Definicié. Legyen 0 <2 == Az F€ L figoveny I -norméjan az

B

L =

2
I| JO [ dx

(4.2.1)

felir

integralt értjiik, mig az normaja alatt az

1 li=suess| £1 4.9.1)

Gin. lényeges felsd hatart értjiik. A **PE5 17| s74m a legkisebb Iényeges felss korlatot jeloli.

Felmertiil a kérdés, hogy az igy definialt norméak rendelkeznek-e a sziikséges norma-tulajdonsagokkal. Miel6tt
ezt megvizsgalnank, az £’ -norma és az £ -norma kozotti kapcsolatra mutatunk ré.

felir

4.2.4. Tétel. H a (a.8) véges intervallum és , akkor

1/ Mo =tim (1AM,
P

Bizonyitas. Legyen M =esssup| S| Brkor nyilvan teljesiil az

B L 1
I 1I= i‘Mp(b_ﬂ)P:M(b—aj-"

3
[170P ax

becslés. Tovabba, mivel M a legkisebb lényeges felsd korlat, ezért barmilyen ! = £<1 esetén
o :={xE(a,b):|j(x)|2M€}

pozitiv mértékii halmaz, ezért
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¥
2

3 7 1 1
2| M7 m(H)F = Me(m(H))7

17 1,= [ /& P dx

£|j(x) [ ax

ahol ") 3 H halmaz Lebesgue-mértékét jeloli. Ezzel a kovetkezd egyenldtlenséget igazoltuk:

1

1 =
Me(m(H)? 4| F|l, < ME-a).

Végrehajtva a £ 7  hataratmenetet, az

Me Lliminf || F ||, S kmsup|| f ], £ M
Fwo Pow

1 L
egyenl6tlenséghez jutunk, hiszen (m(H))r =1 ,Ema)f =1 pap—oe
szam, ezért a fenti egyenldtlenséggel az allitdsunkat is bebizonyitottuk.

. Mivel £ tetszbleges U és 1kozé esd

O

A normatulajdonsag igazolasdhoz sziikségiink van a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség
altalanositasara.

feff gelt

4.2.5. Tétel (Holder-féle egyenldtlenség).Legyen CR véges vagy nem véges intervallum, , ahol

lipim 18gfe o Up+tla=1s prvor /2 Lebesgue-integralhato és

NAN el -
(4.2.3)

&
[ e

Bizonyitds. Ha ¥ =1 , 9771 akkor mivel | /2 |$1.F | supessg majdnem mindeniitt az (a.8) intervallumon, ezért

&
[ g

& &
< [17G) |'supess | g |dx = supess | g | [1.£ () | x =]/l g .
a a

Legyen most »=# = Ekkor nyilvan 1“9 ™ is teljesiil. Ha Hfll?:o, akkor ¥ =Y majdnem mindenitt,

ezért /2 =Vmm. i teljesiil, tehat (4.2.3) trivialisan teljesiil. Ugyanez a helyzet, ha lell= 0.

Tegyiik fel, hogy ”fHF#U, Il 2l =0

¥ g
o (AT R T (T 1T R S F gy
711, Izl » g

Ekkor nyilvan 0 <@ =1 ¢s 0= 8=1 (ouapbaaz 0 @8 2R fioovenyekre

¢és vezessiik be a kdvetkezd jeldléseket:

& &
F20, G20, [Flxdr=1, [Glxdr=1
z z (4.2.4)

Az 1j jeldlésekkel ha belatjuk, hogy #“F integralhatd és

1

Az @ miivelet alatt nullat értiink.

A bizonyitas nyilvan ugyanigy mikodik £ = =, ¢ =1 esetben is.
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&
[ @z <1
d (4.2.5)

A (4.2.5) egyenl6tlenségbdl (4.2.3) kovetkezik.
A (4.2.5) bizonyitasahoz felhasznaljuk az alabbi elemi egyenl6tlenséget
fLlartf=artl-a (f20,0=a=1)

i

frjunk ¢ helyére v -t, ahol ¥V > Ekkor a ¥ -vel valé beszorzas utan az
u™ Lou+ S (wy=0)

20

egyenl6tlenséghez jutunk, mely nyilvan kiterjeszthetd az ¥:¥ =~ esetre is. Ha ¥ helyére & -et, ¥ helyére & -t

irunk, akkor

FU ()G (x) < aF (x)+ 80(x)  (x€ (a.B)).

Mivel == (@I €[0,=)%[0,=)) 57 &% yait0,6k folytonos fiiggvénye, ezért #-F mérhetd fiiggvények,
tovabba &+ 8C egy integralhaté majoransa, ezért & ‘G maga is Lebesgue-integralhato, és (4.24.) alapjan

& & &
[F(RC ()dx < a[F (R + 6 [Ha)dx = a+ f=1,

amivel (4.2.5) és ezzel (4.2.3) egyenlotlenségeket bebizonyitottuk.

O

Megjegyezziik, hogy a bizonyitds soran az is kideriil, hogy a 1=p = osetben az egyenléség pontosan akkor

teljesiil, ha |71 ¢ 12F majdnem mindeniitt csak egy allandd tényezOben kiilonboznek, és Jg majdnem
mindenditt allandé elgjelt.

A Holder-egyenldtlenség segitségével tudjuk a Minkowski-egyenldtlenséget igazolni.

4.2.6. Tétel (Minkowski-féle egyenlétlenség). Legyen @5} véoes vagy nem véges intervallum, 8=’
(157 <o) ggor S22 7 4

17+l <Al * 2l 4.0.6)

Bizonyitas. Mivel | 78I FI+1g] ezert a P=1 45 2 P =™ esetekben az egyenldtlenség nyilvanvaléan
teljesiil.

1<pq:m

Legyen . Mivel /-8 mérheté fiiggvények, ezért < ¥ € is mérhets, és mivel £* €200 folytonos

13 r r F . r . r r”r F . r r . . 4 r
fliggvény, ezért mérheto is, €s ezért |7+ el fliggvény is mérhetd. Az |7+ el fiiggvénynek 1étezik integralhatd
majoransa, mert

| FrgP<2? (|7 F ulel)

a el e+ 8PS (2max(| @],| 813)" = 2" max(| af| 6F}

hiszen barmilyen szamra

ra
_ (p-lig=ip-l)—=p o
Legyen 159 <™ a P szam dualisa, azaz ' 2 *1/4 =1 Ekkor 71 " tehat | f+gfTel

€S
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E Z
Il.F+g I"lllf[jlf(x} +e(x) dx]q =S +ellf-

1
Alkalmazzuk a Holder-egyenlétlenséget az ¥ -be tartozé |/ 112 ¢s az £ -ba tartozo |/ + & [ fiiggvényekre:

2 2
IF+egly =[17+eP<[1f1+lehlf+eP=

2 & 2 £

-1 |
=[1F1 L el +flel [ +e PR 1L el +ilellils el
1
17 +2l,>0 i nissen - T e

Ha # 7, akkor rendezés utan a kivant egyenl6tlenséget kapjuk, hiszen F | ha pedig

1/ +el,=0 , akkor a Minkowski-egyenlétlenség trivialisan teljesiil.

O
Megjegyezziik, hogy a Minkowski-egyenl6tlenség nem feltétleniil teljesiil 021 eqetén. Legyen példaul
1 1
1, haxe[O,E), a0, haxe[O,E),
Fix)= glx)= i
0, haxe[E,l]; 1, haxe[E,l].

¥
Ekkor barmilyen © <2 =1 esetén J.ge Lf”-”, és

1

I L=gl=2" If+el,=1

L
Mivel Y =71 esetén 22 ¥ <1 ezértaz 7+ 8 fiiggvényekre nem teljesiil a Minkowski-egyenlotlenség.

Tehat ¢ = 2 =1 esetén 4.2.3. Definicioban szereplé norma nem rendelkezik a sziikséges normatulajdonsagokkal,

azaz ebben az esetben Z¥ nem normalt tér. Az eddigi eredményeinket felhasznalva mar egyszeriien kovetkezik
az alabbi

¥ gp
4.2.7. Tétel. Legyen ‘%2 \éoes vagy nem véges intervallum. Minden **F <= esetén L L —
linearis ter a valos szamtest felett.

Bizonyitdas. A Minkowski-egyenlétlenségnél bebizonyitottuk, hogy az osszeadas nem vezet ki az L¥ -térbél.
Tovabba nyilvanvaldan teljesiil, hogy a konstansszoros sem vezet ki a térbdl, illetve, hogy a linearis térre

vonatkozo miiveleti tulajdonsagok teljesiilnek. Nézziilk meg, hogy 11l rendelkezik-e a sziikséges norma-
tulajdonsagokkal.

ser 171,20 g 1171,=0

1) Az integral tulajdonsagai alapjan minden esetén pontosan akkor teljesiil, ha

P =
|/17=0 majdnem mindeniitt, azaz, ha F=0 mm.
i) Az integralra vonatkoz6 miiveleti tulajdonsagok alapjan

& &
WHM=UMﬂﬂFﬂr=m4ﬂﬂﬂﬁﬂr#ﬁHUm (1),

iii) A haromszog-egyenl6tlenség megegyezik (4.2.6) Minkowski-egyenldtlenséggel.
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O

Mint azt mar korabban belattuk, # =< esetén az £ téren a normat skalaris szorzat indukélja. Ha # = 2 akkor
ez nem teljesiil. Viszont a teljességre vonatkozo tétel az altalanos esetben is érvényes, és a bizonyitas analog

modon elvégezhetd az L -re vonatkozé bizonyitéas alapjan, melyet az olvaséra bizunk.

4.2.8. Tétel (Riesz-Fischer-Tétel.). Az & (Isps=) fiiggvénytér teljes, azaz benne minden Cauchy-sorozat
konvergens. Tehat ¥ (1< 2 £ =) Banach-tér.

156



5. fejezet - Trigonometrikus Fourier-
sorok konvergenciaja

Ebben a fejezetben a trigonometrikus Fourier-sorok alapvetd konvergencia-kérdéseivel foglalkozunk. A Riesz-
Fischer-tételbél kovetkezik, hogy ha két fiiggvény Fourier-egyiitthatdi megegyeznek, akkor a fliggvények

majdnem mindeniitt egyenléek. Azaz az S fiiggvényt megadhatjuk egy szamsorozattal is, nevezetesen a
Fourier-egyiitthat-sorozataval. Ezt a folyamatot Fourier-analizisnek nevezziik.

A forditott eljarast, amikor a Fourier-egyiitthatokbodl rekonstrualjuk a fiiggvényt, Fourier-szintézisnek nevezzik.
,,Rekonstrukcio™ alatt a kdvetkezdket érthetjiik:

* A Fourier-egyiitthatokkal képzett trigonometrikus sor pontonként konvergal-e J -hez?
* A fiiggvénysor egyenletesen konvergal-e J -hez?

* A fiiggvénysor négyzetintegralra (L2 -normaban) konvergal-e J -hez?

A harmadik kérdésre konnyen tudunk valaszolni. Mivel a trigonometrikus rendszer teljes, ezért 3.2.7. Tétel

érvényes, tehat ha az / fiiggvény négyzetesen integralhato, akkor a Fourier-sora I} -normaban konvergal az I
hez.

Ebben a fejezetben a masik két kérdéssel foglalkozunk. A fliggvénysor pontonkénti, illetve egyenletes

konvergenciaja mellett az is felvetddik, hogy ha konvergens, akkor az 6sszegfiiggvénye f lesz-e, vagy esetleg
mas.

A fejezetben eldkeriild uj fogalmak: Dirichlet-féle magfiiggvény, Dirichlet-formula, Gibbs-jelenség.
Sziikséges eldismeret: 2. fejezet, 3. fejezet, 4. fejezet, korlatos valtozasu fiiggvények.

A fejezet elsajdtitasdhoz sziikséges idd: 6 tanora + 6 6ra 6nalld6 munka.

1. Torténeti el6zmények, motivacio

Mar a differencial- és integralszamitas X VII. szazadi kialakulasaban is dont6 szerepet jatszottak bizonyos fizikai
problémak. A fizika kulcsszerepe az analizis tovabbi fejlédésében is megmaradt. A XVIII. szazadban és a XIX.
szazad elején a fizika tobb olyan problémat is felvetett, amelyek elésegitették j matematikai elméletek
megalkotasat. A Fourier-sorok elméletének kialakulasaban is két fizikai probléma jatszott fOszerepet: a rezgd
huar problémaja, és a hdvezetés egyenlete.

A rezg6 hur problémaja. A XVIII. szazadban vita folyt az akkori kor harom vezetd matematikusa d’Alembert*,
D. Bernoulli? és L. Euler® kozott egy mechanikai probléma, a két végpontjaban rogzitett, kifeszitett rugalmas har
rezgésének matematikai leirasarol. A mechanikai feltételek a matematika nyelvén un. parcialis
differencialegyenlettel irhatok le. D’Alembert 1747-ben megtalalta ennek az egyenletnek az altalanos
megoldasat, amely két, Iényegében tetszOlegesen valaszthatd fliggvényt tartalmazott. Euler 1748-ban észrevette,
hogy a hur mozgasat - a fizikai paraméterek mellett - annak inditasakor felvett alakja és sebessége hatarozza
meg, €és ezzel a két, un. kezdeti feltételt leird fliggvénnyel kifejezte a d’Alembert-féle megoldasban szerepld,
addig tetsz6legesnek tekintett fliggvényeket. Ezzel a problémanak egy mai szemmel is korrekt megoldasat adta.
Roviddel ezutan (1753-ban) jelent meg D. Bernoulli egy munkdja, melyben a szoban forgd feladatnak egy, az
el6zbektdl formailag Iényegesen kiilonbozé megoldasat adta. Abbdl, az akkor mar ismert fizikai ténybdl indult
ki, hogy a hur altal keltett hang az alap- és felhangjaibol teheté Ossze. Az egységnyi hosszisagu, 0

kezdbsebességgel inditott hur * helyen és { idépontban #(58) el jelolt kitérését felirta az @ frekvencia

tJean Le Rond d’Alembert (1717-1783) francia matematikus, mérnok, fizikus és filozofus.

Daniel Bernoulli (1700-1782) orvos, fizikus és matematikus, Johann Bernoulli (a korai analizis egyik felfedezdje) fia, és Jakob Bernoulli
(aki a valoszinliségszamitas alapjait tette le el6szor) unokadccse.

Leonhard Euler (1707-1783) svajci matematikus és fizikus, Johann Bernoulli tanitvanya.
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Trigonometrikus Fourier-sorok
konvergencidja

> o P o, 51 MFTX COS R . i . .. .
egészszamu tobbszordseinek megfeleld “* harmonikus rezgések végtelen Osszegeként. Az

egyiitthatok a hur kezdeti alakjat figyelembe véve meghatarozhatdk. A kezdeti alakot leird fliggvényt S fel
jelolve ugyanis fennall az

u(x,0)=Dasinnmx  (0<x<1)
u=1

egyenl6ség. Mar Euler is észrevette, hogy az egyiitthatok az / segitségével megadhatodk:

1

a, = 2Jf(x) sinnxdx (ne M)

D. Bernoulli-nak ezt a megoldasat Euler és d’Alembert is kétségbe vonta, mert nem tudtik elképzelni, hogy a
kezdeti feltételt leird gorbe, amelynek egyes darabjait egymastol fiiggetleniil adhatjuk meg, végig ugyanazzal a
trigonometrikus sorral fejezhet6k ki.

Nem torédve a kor kételyeivel J. Fourier* francia matematikus az 1800-as évek elején igen sikeresen alkalmazta
a harom matematikus altal kidolgozott, illetve vitatott modszert a hd terjedésének matematikai leirdsara.
Eredményei annyira meggy6zbéek voltak, hogy modszerét egyre tobben kezdték el alkalmazni. A modszerrel
kapcsolatos kételyek tisztdzasa pedig jelentds mértékben hozzajarult a matematikai analizis mai eszkoz és

fogalomrendszerének kialakulasahoz. Az egyiitthatokat azota is az s figgvény Fourier-egyiitthatoinak, az

ezekkel képzett trigonometrikus sort pedig az / fiiggvény Fourier-soranak nevezziik.

Korabban mar belattuk, hogy barmilyen, a (=7.7) intervallumon integralhat6 fliggvény esetén az

&, = l }f(x) cosuxdx (ne M), b= l }j(x) sinnxdx (ne NN
?T—a' ?T—a'

(5.1.1)

Fourier-egyiitthatok kiszamithatok, tehat minden ilyen fiiggvényhez a fenti Fourier-egyiitthatokkal a

[

Jix) e c%u + Z[ax cosux +h sinxx) (xeR)
x=1

Fourier-sort rendelhetjiik.

A Riesz-Fischer-tételb6l kovetkezik, hogy ha két fiiggvény Fourier-egyiitthatéi megegyeznek, akkor a

figgvények majdnem mindeniitt egyenléek. Azaz az J figgvényt megadhatjuk egy szamsorozattal is,
nevezetesen a Fourier-egyiitthato-sorozataval. Ezt a folyamatot Fourier-analizisnek nevezzik.

A forditott eljarast, amikor a Fourier-egyiitthatokbdl rekonstrualjuk a fiiggvényt, Fourier-szintézisnek nevezzik.
,,Rekonstrukcio™ alatt a kdvetkezoket érthetjiik:

* A Fourier-egyiitthatokkal képzett trigonometrikus sor pontonként konvergal-e S -hez?
* A fiiggvénysor egyenletesen konvergal-e J -hez?

* A fiiggvénysor négyzetintegralra (-'52 -normaban) konvergal-e J -hez?

A harmadik kérdésre konnyen tudunk valaszolni. Mivel a trigonometrikus rendszer teljes, ezért 3.2.7. Tétel

érvényes, tehat ha az s fliggvény négyzetesen integralhato, akkor a Fourier-sora L' -norméaban konvergal az 5.
hez.

Ebben a fejezetben a masik két kérdéssel foglalkozunk. A fliggvénysor pontonkénti, illetve egyenletes

konvergenciaja mellett az is felvetddik, hogy ha konvergens, akkor az dsszegfliggvénye s lesz-e, vagy esetleg
mas. Egyenletes konvergencia esetén ez a kérdés konnyen megvalaszolhato.

*Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) francia matematikus és fizikus.
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Trigonometrikus Fourier-sorok
konvergencidja

5.1.1. Tétel. Minden egyenletesen konvergens trigonometrikus sor dsszegfiiggvényének Fourier-sora.

(a, me M) (b rel)

Bizonyitas. Legyenek valos szamsorozatok, melyekkel, mint egyiitthatokkal képzett

%ﬂ +Z|:czk cosax+h,sinxx) (xR}
%=1

trigonometrikus sor egyenletesen konvergens I -en. Az dsszegfiiggvényt jeldljiik J fel. A sort beszorozva a

korlatos toskx (£€ ) fliggvénnyel, szintén egyenletesen konvergens fiiggvénysort kapunk, melynek osszege

Jeosn" Mivel a konvergencia egyenletes ¢és a fiiggvénysor minden tagja folytonos, ezért lehet tagonként
integralni:

x x

‘[f(x) cos kxdx = I %’cos kxdx +Z a, I cos #x cos kadx + b, I sin xxcos kadx |
x g »=1 Zx -

A trigonometrikus rendszer ortogonalis, ezért azt kapjuk, hogy

. Hoop=ayr, ha k=0,
bxcdx =
Jf(x) Fos e . 1+cos 2k
§ ﬂkfcos hdx:akIde=akﬁ ha k=10,
azaz az 4 F €N orozatra a (5.1.1) eléallitas érvényes. Hasonléan, ha a sort a nk - korlatos fliggvénnyel

beszorozzuk, integralas utan 5 _ra vonatkozo elsallitast kapjuk.

Az egyenletes konvergenciara egy szinte trivialis feltételt tudunk rogton adni:

5.1.2. Lemma. Legyen J 27 szerint periodikus, Lebesgue-integralhato fiiggvény. Ha az LD Fourier-
egyiitthatokra

w
> lay |+ b, | <,
n=1

akkor a Fourier sor egyenletesen és abszollt konvergal az / fiiggvényhez I -en.

Bizonyitds. Mivel minden #€ M esetén
| @, cosnx+h sinax g a, | |cosax |+ &, || s ax|de, |+ A | (xelR),

ezért az 1.2.5. Tétel alapjan a Fourier-sor egyenletesen és abszolit konvergal IR -en. Mivel minden egyenletesen
konvergens trigonometrikus sor 0sszegfiiggvényének Fourier-sora, ezért A Fourier-sor dsszege sziikségképpen

o

O

A fenti lemma a Fourier-egyiitthatokra egy igen erds feltételt ad. A fejezet tobbi részében nem az egyiitthatokra,
hanem az fiiggvényre keresiink olyan feltételeket, melyekkel a pontonkénti, illetve az egyenletes
konvergencia teljesiil. Mivel a Fourier-sor minden tagja ¢# szerint periodikus fiiggvény, ezért célszerti eleve
27 szerint periodikus fliggvényekbol kiindulni.

A Fourier-szintézissel kapcsolatban mar a kezdet kezdetén is szamos kérdés vet6dott fel, s ezek jelentds
mértékben megszabtak az elméleti kutatasok iranyat. Dirichlet® 1829-ben bebizonyitotta, hogy szakaszonként
monoton fiiggvények trigonometrikus Fourier-sora eldallitja a fiiggvényt. Ezzel igazolast nyert, hogy egy fontos
fliggvényosztaly elemei rekonstrudlhatok Fourier-egyiitthatoikbol, ha a végtelen sor Osszegét a szokdsos modon

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) német matematikus.
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(a részletosszegek sorozatanak hatarértékeként) definidljuk. Ugyanakkor egy masik fontos fliggvényosztaly
elemeire, a folytonos fiiggvényekre ez altalaban mar nem mondhat6 el. Du Bois-Reymond® 1876-ban olyan
folytonos fliggvényt konstrualt, amelynek Fourier-sora egy pontban divergens. Kolmogorov’ 1926-ban
megmutatta, hogy 1étezik olyan integralhato fiiggvény, amelynek Fourier-sora mindeniitt divergens. Folytonos
fiiggvényekkel kapcsolatban korabban tobb olyan konstrukcio is sziiletett, ahol a Fourier-sor
divergenciahalmaza végtelen sok pontbol all, de a halmaz mértéke minden esetben nulla.

Ezekbdl a tapasztalatokbol kiindulva Luzin®, az orosz fiiggvénytani iskola megteremtdje 1906-ban, doktori

crer

legfeljebb egy nullmértékii halmaz pontjait kivéve eldallitja a fiiggvényt. Szamos matematikus sok gytimolesdzd
kutatasa utan végiil 1966-ban Carleson® svéd matematikus bebizonyitotta a Luzin-féle sejtést.

2. Riemann-Lebesgue-féle lemma

5.2.1. Lemma (Riemann-Lebesgue-féle lemma). Legyen s Lebesque-integralhato a véges vagy végtelen (e, )

intervallumon és Sas=fgik és HER Ekkor

£ £
1imIf(x) cosfixdx =10 és 1imIf(x) sin pixdx =10
gl i (5.2.1)

¢és a konvergencia a hatarokra nézve egyenletes.
Bizonyitas. A bizonyitast csak a koszinuszra vonatkozo allitasra fogjuk elvégezni.

{e.d)

[ 1. eset.] Egy véges , intervallum karakterisztikus fliggvényének esetére bizonyitjuk az allitast. Legyen

_ 1, ha =ze(c,d),
TW=10 ha reR\(e.d),

¢s (7:9) a7 (& 8) 45 (2.4) jntervallum kozos része. Ha a kozos rész iireshalmaz, akkor (5.2.1) automatikusan
teljesiil. Kiilonben

. = . . . .
’j,f(x) cos gixdi = }cos sixdx = sin fx | _ sin MAsin Ly _8in L8 = sin ,uy.
: v Ho, H H H
Ezt felhasznalva:
in qd — s 2
0 <[ [ (R cos pxdx| < lsingd-sn vl (2 0 iy,
M | 4] |4

melybdl (5.2.1) kdvetkezik.

Legyen ¥ tetsz6leges 1épcsOsfiiggvény ezen az intervallumon. Ekkor létezik egy olyan véges (e.d) intervallum,

c,d] TEF, 4

amelyen kiviil a fiiggvény nulla értéket vesz fel, tovabba a [ intervallumnak 1étezik egy olyan

felosztasa, melyre

T={e=x<xn=.. <x=d) & @xi=¢g ha xc(x_.x) (celi=12_.x).

Legyen (¥.9) az (& 8) ¢ a (©4) intervallum kozos része. Ha ez nem ireshalmaz, akkor létezik T T

felosztas, hogy

Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831-1889) német matematikus.
’Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) orosz matematikus.
®Nikolai Nikolaevich Luzin (1883-1950) orosz matematikus.

°Lennart Axel Edvard Carleson (1928-) svéd matematikus.
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T={y=m<nc. <xy=0 é @GKN=a, ke xe[xma.m] (aeR,i=12 =)

Az integral intervallum szerinti additivitasat kihasznalva kapjuk, hogy

& n
I(;D(x) cos pxdx = Z T i cos Lexdx.
& =g,

Az elsé eset alapjan

’}c‘,ﬂ(x) cos pxdx| £ cicos fxdx| < Z| ci | 2 £ i.;:’Ir:f' (M= Z| ci [
“ ST =l P N P FT
2
lim —M=10 s
adodik. Mivel #= |4 , ezért az allitas az (@) intervallumon 1épcsos fiiggvények esetén is teljesiil.

Legyen J az @8 jntervallumon integralhaté fliggvény. Ekkor létezik S HEC hogy F=A"5A Mivel
S hE Cl, ezért léteznek (Be? SN o5 W2 EN) Ty ol 1monoton novekeds fliggvénysorozatok, hogy #— A

¢ ¥ majdnem mindeniitt, ha #—=*% . Ekkor a A-donel) o (A-wnel) G )

fliggvénysorozatok nemnegativak, integraljaik alulrél korlatosak, és monoton csékkenve majdnem mindeniitt
nullahoz tartanak. Beppo Levi tételét alkalmazva kapjuk, hogy

3 £
J‘fl—aﬁH%O, s J‘fz—%%ﬂ —> @)
d 3 (5.2.2)

Legyen %~ % ¥ Ekkor & majdnem mindeniitt, ha # =% tovabb4
|F-aFEA- A G- wIEA-& - UL - s - &)+ A )

Ezt és (5.2.2)-t felhasznalva kapjuk, hogy
r
[lF—a0 =),
ezért barmely £~ U esetén létezik & €™ hogy ha # * & | akkor
F
£

- < —

“j l/-al=

Legyen # > ¥ rogzitett. A 3 alapjan barmely £ 0 szamhoz létezik £ = 08 % 0 s7am hogy ha #7 £, akkor

’]‘@ (x)cos pixdx

c
<=
2

Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy

3
’]‘j(x) cos fxdx| = I[:(j(x) - @, (x)) +q, (x)jl cos fxdx| £
=
£ I[f(x) -, (x)) cos fxdx|+ ’]‘% (xicos lxdx| £
; . ..
< - 4+ =
4 :!:|f(x) %(x)|dx+ :!:% (x)cos pxdx|< 5 + 5 z,
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ha #7 & , amivel a tételt bebizonyitottuk.

O

3. Dirichlet-formula

Legyen J 2z szerint periodikus, Lebesgue-integralhat6 fiiggvény. A fliggvény trigonometrikus rendszerre
vonatkozo

Jix) e c%u + Z[ax cosux +h sinxx) (xeR)

%=1

Fourier-soranak konvergencidjanak vizsgalatahoz az # -edik részletosszegek
(S W)= %ﬂ + Z[ak cosku+h sinkx) (neN zeR)
k=1

sorozatanak konvergenciajat vizsgaljuk. Célunk egy zart alak keresése. A Fourier-egyiitthatok (4.1.9) képleteit
beirva az addicios képletek alapjan kapjuk, hogy minden * € B esetén

1 12 : . .
(5.7 )(x) =£-‘[f(:) dH;; -‘[f(z)cosh d'!c:osh*:[j(e‘.)sin}dd.tsmh]=
1 1.3 f i e 17 1,3 _
_;J;j(z)[-é ;coshccsh smhsmﬁ.-x]d.:m;if(;}[.i ;::os(kx }:z)]aﬂ:.
Vezessiik be a

1 N
Du)=—+>cosiu (ucl)
2 ; (5.3.1)

jelolést. A L, fiiggvényt #- Dirichlet-féle magfiiggvénynek nevezziik. Helyettesitéssel kapjuk, hogy

K=x

17 1 & 1 1 &
(570 =;_[j(r)[§+;cosk(x—z)]dz=—}xlaf(x—u)[§+;coshA]du=
u=y—t = du=-df

=lx:r|ff(x—u)Dx(u)du -1 ]‘f(x—z)DH(z)dz_
T ]

—x

Az utols6 egyenldségnél felhasznaltuk, hogy az integrandus ¢ % szerint periodikus, ezért mindegy, hogy melyik
47 hosszlisagl intervallumon integralunk.

A részletosszeg-sorozat tovabbi atalakitasdhoz vizsgaljuk meg, milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a Dirichlet-
féle magfiiggvény. A definiciobol a kdvetkez6 tulajdonsagok olvashatok le kozvetleniil:

1) B ax szerint periodikus.
D(u) =0, ()

(2) D, paros, azaz minden % = B esetén

1
D(y=—+
3) (U T

x x -l N &
D Gdie = [ —du +Z cosku di =T
o [ 3]

A paritast kihasznéalva a Fourier sor #- részletdsszegét
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i

x 1] x
(SN = [F=DD, @ de = [Fx=)D, @) dit— o, -
?T—a' ?T—a'

3=t = dr=—df

o x x
= —ljf (x+3) D, (—s)ds + lJf (x—) D, dt = lJf(x +510, (s) ds +
ad T T
: ljﬂx 6D, (6 dt = l:[n:f(x )+ F(x-)D,0) de
i i

képlettel tudjuk kiszamolni.

Lo gar=1
Mivel 7% és ~* paros, ezért

17 1
— [L (fidi = —.
! fpoa=
A fenti egyenlet mindkét oldalat megszorozva 2 () -szel kapjuk, hogy

L [2r @D 0= )
r

Osszevetve az “xf1E) pe kapott
(S = lt[(f(x rO+fla-nD, @y d (xeR)
T (5.3.2)

formulaval kapjuk, hogy

(S - flx)= 1 JU(I ++ Flx—g) -2 NI ) dE = l!@% () dt (xelR),
T T (5.3.3)

ahol

&)= S+ f(x=0 =24 (%) (ni€R) (534

A (5.3.2) és (5.3.3) képleteket felfedezdjiikr6l, Dirichlet-formuldknak nevezziik.

A konvergencia-kérdések vizsgalatakor nagyon hasznos lesz, hogy a Dirichlet-féle magfiiggvény zart alakba
irhato:

5.3.1. Lemma. A Dirichlet-féle magfiiggvényre érvényes a

sinix +l)z
D5 =—12 teBV{2kmkef) , ne M)
Zdein —t
2 (5.3.5)
eloallitas.

Bizonyitas. Szorozzuk meg a

1 X
D)=+ coskt
2 =

1
Z2sin—t¢
egyenlet mindkét oldalat 2 -vel. Ekkor az addicios képletek alapjan

163



Trigonometrikus Fourier-sorok
konvergencidja

an, (.ﬁ)sm—.ﬁ =sin— +Z2cos.3:1‘s1n5=s1n +Z

.k S X A
=sn—t|sin—-—sin—|+t|sin—-—sin— |+ —-—stn— |+, +
2 [n o) [ ;s3] [ 2 2]

g rtle . @a-De)_ . @etle_
2 2 2

(2k+1).§ (2k—1)§ ] _

iy + —)-ﬁ

ahonnan az allitas egyenletrendezéssel adodik.

O

A Dirichlet-féle magfiiggvény (5.3.5) el6allitasa lehetdséget ad az alabbi tulajdonsag bizonyitasara:

5.3.2. Lemma Tetszdleges pozitiv 1 = § = X szam esetén

:[DM (£)dt — 0 (n —> ).
(5.3.6)

Bizonyitas. A (5.3.5) eléallitast a képletbe beirva kapjuk, hogy

= sin(n+l)z "

le(z)dz=l 12 dz=l ! ; sin(n + Lyade,
dsin —f 2 sin — 2
2 2

1

) Z2ein— 5 5
Mivel 2 kelda)) Lebesgue-integralhato a [5.7] intervallumon, ezért a fenti integral az 5.2.1. Riemann-

Lebesgue lemma értelmében tart U -hoz, ha # —=<,
O
4. Dini-féle és Lipschitz-féle konvergencia-kritériumok

A Fourier-sorok konvergencijara szamos elégséges feltétel ismeretes. Ebben a fejezetben ezek koziil kett6vel
ismerkediink meg.

5.4.1. Tétel (Dini-féle konvergencia kritérium). Legyen J Iz szerint periodikus, Lebesgue-integrdlhaté
@
fiiggvény. Ha valamely *< W szamra a 14 fiiggvény Lebesgue-integrdlhaté a ©.7) intervallumon — % alatt

(539 _pen értelmezett fiiggvenyt érijiik —, akkor Saf)E) = Fx) (n— )

Bizonyitas. A (5.3.3) Dirichlet-formulat és a magfiiggvény (5.3.5) el6allitasat alkalmazva kapjuk, hogy

1® 1* sin(?z+%)z
W - flx) =— (gl @ di=—|gi) ————di=
;TJ ;?TJ 2sin%

i

J‘TJ 210 s1n(9z+ )za’z J‘TJ%@) Ef sin (z + )za’z

£

2s1n— sin—

Legyen
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I
2 ha te(A]
Al) = sini
2

1, ha (=10

Egyszeriien igazolhat6, hogy # folytonos a [0, 7] intervallumon, ezért Riemann-integralhato és korlatos. Mivel

minden Riemann-integralhato fiiggvény Lebesgue-integralhato, ezért # Lebesgue-mérhetd is. Ezért Lebesgue-
@

tételének kovetkezménye alapjan mivel 1d Lebesgue-integralhaté és

i

0. 2 | |89 veom
‘ i .t | bt ,
SIHE

&)

valamely # > 0 szamra, a $0E72) (e, fiiggvény Lebesgue-integralhatd. Riemann Lebesgue lemma.

Riemann-Lebesgue lemma alapjan a fenti integrél értéke nullahoz tart, igy |5 )E D=0 — =)
(]

A Dini-féle kritérium egyszer(i kovetkezménye a Lipschitz-féle kritérium:

5.4.2. Kovetkezmény (Lipschitz-kritérium).Legyen J Ix szerint periodikus Lebesque-integrdlhato fiiggvény.

Ha valamely *= Tr esetén létezik 1 < e <1 szam, hogy valamely ¥ > U é5 & = U szamra
| () |3 M2 (D= = 5)=(5.4_1)

akkor Wa (X = J(2) (n—> =)

Bizonyitas. A (5.4.1) feltételbdl kapjuk, hogy

GG pr. vt 0<i<a),
i

Mivel U <@ =1 ezért a 147 fiiggvény improprius integralia a (%7 intervallumon abszolit konvergens, tehét
&

Lebesgue-integralhaté is. Tehat a id fiiggvény is Lebesgue-integralhat. A Dini-kritériumot alkalmazva az
allitasunk kovetkezik.

O

&
— = 4o
Keressiink egyszeriibben ellenérizhetd feltételt 1d teljesiilésére!

e
A id Lebesgue-integralhatosaganak sziikséges feltétele, hogy

Um@ (@) = lim S (x+8)+ f(x~£) =27 (x) =0

teljesiiljon. Ha az xe Dy pontban léteznek a véges féloldali hatarértékek, akkor ehhez az

_Jlx+ 0+ fx-0)
2 (5.4.2)

Fix)
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egyenléségnek kell teljesiilnie, ahol & +0) S~ a7 F figovény = pontbeli jobb- és baloldali hatarértékét
jeldli.

Tegyiik fel, hogy (5.4.2) teljesiil. Ekkor
|G OFIF G+ +f (x=8)= 27 &) H x40 - F(x+ 0+ Flx =)~ fx=0)),
A Lipschitz-feltétel & =1 esetén a kovetkezd alakba irhato:

|f G+ -Fx+0)  flx-8)-Ff(x-0)

LM (re(0,8),
| : ¢ (5.4.3)
ahol # 0 Af >0 konstansok. Ha a
! ; ~ 0 . ' . - - —0
f(x+0)=}1?w £3 j‘(x_o)zzhrgl_f(x é)zf(x )

Gn. féloldali derivaltak 1éteznek és végesek, akkor létezik # = 0 gg 5=0 , hogy ha £€ (o, ‘5), akkor

|+ -7+ 0)
| ¢

» If(x-é);f(x-ﬂ) »

és ekkor (5.4.3) az M =24 yonstanssal teljesiil. Ezzel belattuk a kdvetkezot:

5.4.3. Kovetkezmény. Legyen J ix gzerint periodikus, Lebesgue-integrdlhato fiiggvény. Az J fliggvény
Fourier-sora minden olyan * pontban, ahol a fiiggvény féloldali derivaltjai és féloldali hatarértékei léteznek és
végesek, konvergal, méghozza

(S 2} —

—> @)

Jlx+ O+ Flx-0)
2

Specialisan, ha Joazx pontban differencialhato, akkor a Fourier-sor dsszege abban a pontban Jix),

T-x

Jix=
2 ha0<x<2x Hol konvergens +

5.4.1. Példa. Legyen az s fliggvény 27 -szerint periodikus, és
Fourier-sora? Mi a Fourier-sor dsszege?

Megoldas. A 4.1.2. példaban mar foglalkoztunk evvel a fiiggvénnyel. Kiszamoltuk, hogy Fourier-sora:

) isinmnx zeR).

x=1

Kérdés, hogy a Fourier-sor hol konvergens? A 5.1. abran szemléltetjilk a feladatban szerepld s fiiggvény
grafikonjat.

5.1. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja
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FE]

(0 + 2icsr, 200 + 20k (e )

A figgvény a intervallumokon differencialhato, tehat itt a Fourier-sora konvergens,

¢és Osszege 7

ST (xe (0+ 2k 2+ 2km) ke )

»=1 M

A Zkx (k€Z) pontokban a fiiggvény nem folytonos, de féloldali hatarértékei 1éteznek:

Fkr-0y=-m, fkw+O) =7 (ke

tovabba 7 féloldali derivaltjai is léteznek ezekben a pontokban (Mindkét féloldali derivaltja —1), ezért a
Fourier-sor ezekben a pontokban is konvergens és 6sszege

o sinax  f(2km-0)+ 2k +0)
LS -

. 0 (kek)

»=1
5.4.4. Megjegyzés.

1) A konvergens Fourier-sorokat numerikus sorok dsszegének meghatarozasara is hasznalhatjuk. 5.4.1. példaban

barmilyen *= ©.271) grteket behelyettesitve egy numerikus sor 6sszege meghatarozhato.
= E
Ha példéaul az 2 behelyettesitést alkalmazzuk, akkor a
511 s

o e o 1 T

N 2 = >i-1f =7

1=1 bl k=0 2.;: +1 4
sordsszeg adodik. Ha az =1 helyettesitést hajtjuk végre, akkor azt kapjuk, hogy

i sinmg -1

=1 2

Az elemi analizis modszereivel az elsé sor konvergencidja konnyen (Leibniz-kritérium), a masodik soré
nehezebben (Dirichlet-kritérium) hatarozhatdo meg. A sordsszeg megadasa mindkét esetben sokkal
hosszadalmasabb a Fourier-sorok elméletének alkalmazasa nélkiil.

2) Az 5.4.1. példan jol szemléltetheté az un. Gibbs®-jelenség. A 5.2. dbran szemléltetjiik a feladatban szerepld

J fliggvény és Fourier-soranak S0 részletosszegének grafikonjat.

5.2. abra - Az 7 fiiggvény és Fourier-soranak Swf részletosszegének grafikonja

“9Josiah Willard Gibbs (1839-1903) amerikai tudés (fizikus matematikus, kémikus).
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Animacio

Az abran is latszik, hogy a kozelités hibaja romlik, ha kozelediink a szakadasi pont fel¢, masrészt, a ,,tallovések”
a Fourier-sorban csak a szakadéasi helyek kornyezetében fordulnak el6. Ezt hivjuk Gibbs-jelenségnek.
Erdekessége, hogy a ,,tillovés mértéke” kozelitéleg ugyanannyi, fiiggetlen attdl, hogy hanyadik részletosszeget
tekintjiik. Ugyanakkor az ugras szélessége csokken a tagok novelésével. (Azaz a Fourier-részletdsszegek

talhullimoznak az < figgvényen és ezek az oszcillaciok nem mulnak el # —* esetén sem.)

(0, 20)

Megnézziik, hogy a legnagyobb eltérés a intervallumon milyen értéknél lesz nagyobb a tagok szamatol

2 s kx
ENED=2—
fiiggetleniil az 5.4.1. példa esetén. A Fourier-sor #- részletdsszege k=1 , az f fiiggvénytdl valo
eltérése

EREGEDY s”f - ”2_ X (xe(0,2m)).
k=7

Keressiik £* szélséértékét. Derivalassal kapjuk, hogy
2 1

gy (x) = coskx+ 3= LX) (xe (0,2,
1

ahol £ az . Dirichlet-féle magfiiggvény. Mivel &* a ©.27) intervallumon differencialhatd, ezért csak ott
lehet szélséértéke, ahol &x = U A Dirichlet-féle magfliggvény (5.3.5) alapjan

. 1
sinfs+—)x
gel)=——— (xe(0.27).
2sin§

x =0 pontosan akkor nullaa 27 intervallumon, ha

T iy ZnIT
x= IR 1
Ht— nt+— nt—
2 2 2
Fia
8,=—
H+—
A nulldhoz legkdzelebbi kritikus pont a 2 Mivel ebben a pontban &# elgjelet valt (elétte pozitiv, utina

negativ), ezért % _pen = -nek lokalis maximuma van. Mivel a Newton-Leibniz-tétele alapjan
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6;!
. x=ﬂu _

Jgu (x)dx = [gx (x:l]x=u - gx(gx:] - gx(o)s
ezért

¢ 2t (3 + %)x -
g,08,)= J‘ixdx S

2sin—
i=(n+ l):Jr )

Hajtsuk végre a 2" helyettesitést. Ekkor azt kapjuk, hogy

£

gm(gx)z L L dﬁ—E= E@a&_f
: : 2 Eog !

Zgin nt— f
Zn+1 2 Zn+1
oS
H llm = r 4 . . 1.z r r 4 . r ” r
Mivel #=0 ¢és Lebesgue-tétele szerint az integralas és a hatardtmenet sorrendje felcserélhetd, ezért

T sinf

limg, &)= J— dt =
A fenti integral kozelitd értékének kiszamitasahoz irjuk fel az argumentum Taylor-sorat:
R

sins 2ot
_=]—_+———+——_ =
: 315 719 ;‘: )(2sc+1)l

Fe0,m)

Mivel a hatvanysor a teljes valoés szamok halmazan abszolut és egyenletesen konvergal, ezért lehet tagonként
integralni. Tehat

Jﬂd_ T S
33 55 77 99 = (2k + 1)(2k + 1)

Eredményiil egy Leibniz-tipusti sort kaptunk. A konvergencia-sebességre vonatkozo becslés alapjan a

részletosszegnek a £ részletosszegtél valo eltérése becsiilhetd a % tag abszolutértékével. Ha 2 tizedesjegy
pontossagig szeretnénk az integralt meghatarozni, akkor

i+l
ﬂj% = 10
2k + D2k + 10

egyenlétlenségnek kell teljesiilnie. Egyszeriien ellenérizhet, hogy & =4 mar jo. Szamologéppel kiszdmitva az

integral értékére 2 tizedesjegynyi pontossaggal L85 2d6dik. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

limg, (&) ~1,85-Z ~0,28
H— >

Ezzel belattuk, hogy k.b. 0.28 cal ,,10vi” tul a fliggvényt a nulla kdzelében a Fourier-sor #. részletosszege, ha *
elég nagy.

3) Az 5.4.1. példaban szerepld Fourier-sor tehadt nem egyenletesen konvergal a valos szdmok halmazan. A

(0.7]

részletdsszegsorozat viszont egyenletesen korlatos. Eldszor csak a intervallumon vizsgaljuk az

5.(x) = isin kx

= részletdsszeg-sorozatot. Legyen * € (0. tetszéleges és
2zn akkor mivel [sn 1<l CR) oy

£=112] 57 14 egész része. Ha
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]

ix 1
|S”(x)|_;‘k mridx it Xx 1.

Ha £ < #  akkor a sorozatot két részre bontjuk:

Sx(x)=ismm+ i sir;c»br_
=l

=+l

Az elsé tag abszolut értéke szintén 1-nél kisebb lesz, mert

.
Zsm"“ <ex<la=t
k=1 &
1 -
(— kel
A masodik tag abszollt értékének becslésénél kihasznaljuk, hogy az % sorozat monoton csokken,
. X
) sin— =0
illetve, hogy 2
in = cos k-—l x—cos k+l X
: sin»tv‘_ I o< smismbrz 1S 2 E) B
K sintET K 9 sin 2 A5THL k 2|sin |
2 2 2
cos[£+~ x cos[£+—]x cos[t*—]x cos[! +-§—]x cos[m "—-—-]x cos[:ﬂz*-——]x
+ - +
£+1 £+1 £+2 £+2 n #

(1 _}_+'"l[l__1_ +_1.]= LIPS S S
zlsme £+1 SRk kE+1) & 2|sin X | £+1 Esiniit*i
2 2
sini z —¢ = O,F—T .
Felhasznalva, hogy T ha 27 kapjuk, hogy
2, sindx 1 1 1 1 a1
L% =2 eg
K= 1+1 k |Sl xl £+1 |Ex| £+1 x £+
o2

A két becslést Osszevetve az
|Sm(x)| Ll+ma=K

S KK (0,7]

egyenlétlenséghez jutunk. Mivel £ =1 ezér minden #€ K ra teljesiil a intervallumon. A

-
fliggvény paratlan és nullaban minden #€ M esetén nulla az értéke, ezért az egyenl6tlenség a valos szamok
halmazan is igaz, azaz a részletdsszeg-sorozat valoban egyenletesen korlatos.

5.4.2. Példa. Legyen 7 27 szerint periodikus fiiggvény, és 7 X =V %l ha €[ Hol konvergens
Fourier-sora? Mi az 6sszege?

Megoldas. A5.3. abran szemléltetjiik a feladatban szereplé / fliggveény grafikonjat.

5.3. abra - Az / fiiggvény grafikonja
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ﬁ — -~ VT | ..-"fﬁ
._mi\.;f, \
| | | | E .

Az S fliggvény Fourier-egylitthatoit csak numerikus modszerekkel lehetne kiszamolni. A Fourier-sor
konvergenciajat viszont el tudjuk donteni az egyiitthatok megallapitasa nélkiil is.

A fiiggvény differencialhatd a (= 2k, 7w+ 2k {0} (F€ ) halmazokon a mitveleti tulajdonsagok alapjan,

tehat ezeken a halmazokon a Fourier-sor konvergens és dsszege 7,

Az T T AT (keL) pontokban nem differencialhatdo a fiiggvény, de féloldali derivaltjai léteznek és

végesek:

I L ¢ B e ) B e 1
L) = T A i =
N L e d e A NER S 1

J-5) _x1—1>¥;— x—x: _xllgl- - _(\E)F,_m’

ezért ezekben is konvergal a fiiggvény Fourier-sora. Mivel s folytonos is ezekben a pontokban, ezért a Fourier-

sor Osszege jelen esetben is 7

Az 7= 2km (F€Z) pontokban + nem differencialhato, sét a féloldali derivaltak sem léteznek. Nézziik meg a
Lipschitz-kritérium feltételei teljesiilnek-e.

_ _ _ 1
|, O 7 e+ )+ F e =0~ 27 ) Fl iz |+ f 2= 210 (e (),

1
tehat a Lipschitz-kritérium M =2, 2 paraméterekkel teljesiil. Mivel © ezekben a pontokban is folytonos,

ezért a Fourier-sor dsszege itt is .

Osszegezve: /" Fourier-sora mindeniitt konvergens, €s dsszege .

5. Dirichlet-Jordan-féle Tétel.

A Fourier-sorok elméletében az els6 mély, teljes szigorisaggal bebizonyitott eredmény Dirichlet-tétele volt
1829-b6l, amely véges sok monoton darabbdl allo fiiggvények Fourier-soranak konvergenciajar6l szol. Jordan
Dirichlet-tételét kiterjesztette korlatos valtozasu fuggvények™ esetére 1881-ben.

(e, ]

5.5.1 Tétel. Legyen a 27 szerint periodikus, integralhaté / fliggvény az intervallumon korlatos

valtozasu. Ekkor

i) az “%#) intervallum minden * pontjaban

(5 Xy —

{72 —> oo}

Jlx+ O+ Flx-0)
2

ii) ha J folytonos az (a.8) intervallumon, akkor minden O=d=-a)l2 gam esetén a Fourier-sor

[a+ 8,5 - 8]

részletdsszeg-sorozata egyenletesen konvergal az f figgvényhez az intervallumon, azaz

Sf=F (no o)

1A Korlatos valtozasu figgvények fogalma, monoton fiiggvényekkel valo kapcsolata megtalalhato a Fiiggelék 10.3. fejezetében.
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Bizonyitds. Tegyiik fel elszor, hogy ©—@ = {g pvlivel 7 korlatos valtozasu, ezért felbonthatdé két mon 7 on

novekedo fiiggvény kiilonbségére, melyek az intervallum minden olyan pontjaban folytonosak, ahol  is
folytonos. Ezért elég a tételt monoton ndvekedd fiiggvények esetére bizonyitani.

Legyen * az (%) intervallum egy rogzitett pontja. A fliggvény monotonitasabol kovetkezik, hogy a féloldali
Slx+0) S =0) hatarértékek léteznek. Az (5.3.2) Dirichlet-formula alapjan

Jlar+ix-0 _
2

(S ) = %J(f(x O+ x-S - - UL,

(5.5.1)

x

Dﬂ
ahol felhasznaltuk, hogy '[ . Célunk belatni, hogy az (5.5.1) integral hatarértéke nulla, ha # =% Legyen

0<% =7 olyan szam, melyre =7 pontok is az ‘%% intervallumba esnek. Bontsuk fel az (5.5.1)-ben szerepld
integralt két részre:

i: H:zm

El6szor az { integréllal foglalkozunk:

ST

I= J‘(ﬂx +e) - il ONL, (2)elt -J(f(x O -l di=1 -1

- li x+H-Fflx+0N=0
Az SEre) =~ flx+0) 0 €0.7]) fgovény £-nek monoton novekeds fiiggvénye, és A ,

ezért az integralszamitas 2. kdzépértktétele' szerint 1étezik olyan 0L&sn szam, melyre
=

L=Uxrm - fla+0) O, 0t
i

A Dirichlet-féle magfiiggvény (5.3.1) eldallitasa alapjan

A

” 71 & p-& [desink
1 (8dE = -+ Hldi= +
O

® SINX
2

Az 5.4.4./3)-ban belattuk, hogy *  sorozat egyenletesen korlatos. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
j b
J‘Dn(z)d: Lp-f2+2K L 5+ K=K

Ezt a becslést felhasznalva kapjuk, hogy
|1 | By (Fix+ap) = Flx+ 0]
Analoég modon bizonyithato, hogy

S & (-0 - flx -1

“Tétel 145 (Integralszamitas 2. kozépértéktétele) Legyen L% 2] voges intervatium. Ha % (@812 R ponoion J i@ 81 =R
s £ S
Ia:(x) Fixdx = a(a)ff (x)dx + cr(b)j Fixdx
Lebesgue-integralhato  fiiggvény, akkor van olyan ¢ela.b] pont, melyre 2 e & A

bizonyitas megtalalhato [13] konyvben.
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. 1194, +| 4|72
Mindkét becslés jobb oldala nullahoz tart, ha 7 . Valasszuk 7 -t olyan picinek, hogy 2
teljesiiljon.

Ezt az 7 -t rogzitsiik, és tekintsiik a 7 integralt.
15 17
= —I(f(x o+ Flx - ) D (de ——I(f(x O+ Flx -0y L, (f)dt
;IT’? 4 o

A masodik integral nulldhoz tart (5.3.6) alapjan, ha # = Az els6 integral is nulldba tart', ha # —¢2, Tehat

£
|J|4:;.T_

létezik olyan & €M kiiszobszam, hogy ha # * & akkor 2,
Eredményeinket dsszevetve kapjuk, hogy minden # * & esetén

Jlx+ 0+ Flx -0
2

(5, J)(x) -

-

amivel a tétel ¥ részét bebizonyitottuk.

A ™) allitss bizonyitasa. Ha 7 folytonos az ‘@¥# intervallumon, akkor az [#* 9%~ 9] régzintervallumon

egyenletesen folytonos és korlatos. Emiatt az 1) rész bizonyitasaban szerepld L4 integralok abszolut értékei
az * valasztasatol fiiggetleniil valnak kicsivé, ha 7 elég kicsi. Rogzitett 7 esetén a J integral értéke is

egyenletesen tart nullaba, ha * az [a+ 3.8 = 3] intervallumba esik.

Ezzel a tételt #—@ < 2% esetén bebizonyitottuk. A #-@ 227 esetben az intervallumot szétbontjuk véges sok

egymasba nytld, 27 -nél rovidebb dsszhosszisagu intervallumra, és ezekre alkalmazzuk az 1) esetet.

5.5.4. Kovetkezmény. Ha S 27 szerint periodikus, mindeniitt folytonos, és barmely véges intervallumon

korlatos valtozasu fiiggvény, akkor 7 Fourier-sora egyenletesen konvergal I -en és dsszege 7

5.5.5. Megjegyzés. Az 5.4.2. Példaban szerepl6 fiiggvény mindeniitt folytonos, korlatos valtozasu barmely véges
intervallumon (egy periodusban felbonthato a fiiggvény ket monoton névekedo fiiggveny kiilonbségére), ezért az

5.5.4. Kovetkezmény alapjan a Fourier sor egyenletesen konvergal I -hez a valés szamok halmazan.

6. Feladatok

5.6.1. Feladat. Irjuk fel a kovetkezé fiiggvények Fourier-sorat! Vizsgaljuk meg, hol konvergens a Fourier-sor és
adjuk meg az 6sszegét! Hatarozzuk meg a Parseval-képlet segitségével adodo sordsszeget is!

_ 2
a) Az / fiiggvény 27 -szerint periodikus és & T} =T ha ~TEx ST megoldas
b) Az J fiiggvény 27 -szerint periodikus és

-1, ha -w=x=0,
Jlxy=< 0, ha x=0,
1, ha 0=x=s:m

megoldas

BErvényes ugyanis a kovetkez6 lemma: Lemma 146 Minden 2T szerint periodikus, integralhato 7 fliggvényre és minden rogzitett g

:[(f(x +£)+ f(x-£)D, (Edt
az

M= dim
szamra ,
bizonyitas megtalalhato [13] konyvben.

integral az & Gsszes értékeire nézve egyenletesen tart nulldhoz, ha # — <2 A
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c) Az s fliggvény 27 -szerint periodikus, és

x, ha O<=|x|==

0, ha =—<|x|=m

Flxy= ;rr
A, ha =,

p

B, ha r=-=

2

ahol 45=R Hogyan vélasszuk meg 4 és B értékét, hogy a fliggvény Fourier-sora a fiiggvényhez
konvergaljon [’ -en? megoldas

d) Az / fiiggvény paratlan, 2% -szerint periodikus, tovabba Fx)=e" pao<x<x ¢g JO=0_ p[-m7]
intervallum végpontjaiban ugy valasszuk a fiiggvényértékeket, hogy ott a fiiggvény jobbrol folytonos legyen.

megoldas

e) Az / fiiggvény 27 -szerint periodikus, és megoldds

—sinzx, ha -wix<0,
Jx=

sinx, ha 0O=|x|=mx

f) Az / fiiggvény 27 -szerint periodikus, és megoldds

)= A+x, ha -mix=0,
= —x, ha 0DLx<om

9) Fixi=snx (xR} . megolds

Cein®
f(x)—smz

h) Az / fliggvény ¢ -szerint periodikus, és ha ~TEX =T megoldis

i) F @ =sin’x (xeR) . megoldads

_ 2
j) Az s fliggvény 27 -szerint periodikus, és S (&) —Jx_ ,ha ~TEX < megoldds

5.6.2. Feladat. Mit mondhatunk az fiiggvény Fourier-egyiitthat6irdl, ha tudjuk, hogy minden *<E -re
Flz+m)=7(x)

? megoldas

5.6.3. Feladat. Mit mondhatunk az < fiiggvény Fourier-egyiitthat6irél, ha tudjuk, hogy minden *<E -re
Fla+m)==-1(z) ? megoldas

5.6.4. Feladat Vizsgaljuk meg, hogy konvergens-e kovetkez6 fiiggvények Fourier-sora! Ha konvergens, mi az
0sszege?

a) Legyen az s fliggvény 2 ¥ -szerint periodikus, és

_[p(x), ha-wix<0,
f(x)_{g(x), ha 0<zxem

ahol #-9 polinomok. megoldds

b) Legyen az f fiiggvény 27 -szerint periodikus és & ) =1~ Y (xel-mm) . megoldas
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c) Legyen az f fliggvény 27 -szerint periodikus és

xsin—, ha x=0,
Fix)= x (xe[-mm).
a, ha =x=0,

megoldds

d) Legyen az f fiiggvény 27 -szerint periodikus és

sin x
— ., ha =x=0,
Jix)=¢ =x (xe[-m ).
1, ha x=0,

megoldas

7. Megoldasok

— 2 .
5.6.1. Feladat. a) Legyen az J fiiggvény 27 -szerint periodikus, és &) =%  ha ~T<x <7 frjuk fel a
fliggvény Fourier-sorat! Hol konvergens a fliggvény Fourier-sora? Adjuk meg a Fourier-sor 0sszegét!
Hatarozzuk meg a Parseval képlet segitségével ad6do sorosszeget.

Megoldas. A5.4. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld s fliggvény grafikonjat.

5.4. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja

A
y
-
1 L
| 1 | LT
-3 —im - a 4 2w S
Mivel 7 paros, ezért b=0nel) , tovabba
15, 2
=— [fdr=2
“ ."T_»[ 3
¢sha 7€M akkor
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172 [ 1 . sinxf . sin ;zz
a, =—I£20059z£dz 32— ——I2
T T
wH=F  VirEcosm 2,
.HI:!:FH! ¥t Fanut
IrFI v(:p:m_’“ 2 cosut

u l:”_i wH=—.

1 seinnt]” [12 coswt 127
=|-¢ o +——QIcosnzd£=
7 on |, lmn ow |, matd

M

—Ssinat| =—cesam={-1)"—
big b TH oK A

A

[1 gemui 12 cosmt 1 2 ], 4
=|—i + 4
Az S fiiggvény Fourier-sora:
f(x)m£+2(—1)”i2cosnx (xeR).

3 =1 H
Mivel a fliggvény mindeniitt folytonos, korlatos valtozasu barmely véges intervallumon (egy periddusban

felbonthat6 a fliggvény két monoton ndvekedd fliggvény kiilonbségére), ezért 5.5.4. Kovetkezmény alapjan a

Fourier sor egyenletesen konvergal 7 -hez a valds szamok halmazan.

Az fliggvény a [=7.7] intervallumon négyzetesen integralhato, ezért teljesiil a (4.1.11) Parseval-formula:
Lyp=te s S5 a2
i 2 3=
A fliggvény norma-négyzete:
a a 5
17 1P= jf () de = j: dt=57,
igy a kovetkez6 sordsszeg adodik:

= 16 = 16 = 1
ZT 4=Z—4 = %ZZT

=1

l._.nlm
II
\OIL\J

A 5.5, dbran szemléltetjiik a feladatban szerepld s fliggvény és Fourier-soranak S5f részletdsszegének
grafikonjat.

5.5. abra - Az 7 fiiggvény és Fourier-soranak 555 részletosszegének grafikonja
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Animacid
vissza a feladathoz
5.6.1. Feladat. b) Legyen az / fiiggvény 27 -szerint periodikus, és

-1, ha -mix=0,
Ffixi=¢ 0, ha x=10,
1, ha O=x=ar

Irjuk fel a fiiggvény Fourier-sorat! Hol konvergens a fiiggvény Fourier-sora? Adjuk meg a Fourier-sor 9sszegét!
Hatarozzuk meg a Parseval képlet segitségével adodo sordsszeget.

Megoldds. A5.6. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld s fliggvény grafikonjat.

5.6. abra - Az / fiiggvény grafikonja

_3!_-”- —ﬁr _';r ? ':T gr SITT ~

Mivel paratlan, ezért % 0 (nel) , tovabba minden #€ M esetén
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b, =1 ‘rflf:!) sin zt ot =gb[sinm dt =E[_Ws m] = —iCOSH:‘T+ il:cus 0=ilil— (—1)").
T b3 xl o |, m 7T T

A fenti integralas soran kihasznaltuk, hogy az integrandus két paratlan fiiggvény szorzata, azaz paros és az
integralasi tartomany az origora szimmetrikus.

Az fiiggvény Fourier-sora tehat:

& 2 " 4
f(x)wgalzl—(—l) )s1nnx=;mmn(2k+l)x (xeIR).

Az fiiggvény monoton a (= + 2k, 7T+ 2k7) (kEE)
értelmében a Fourier-sor konvergens.

intervallumokon, ezért 5.5.1. Dirichlet-Jordan-féle tétel

Mivel folytonos az %, = 2k pont kivételével a (= + 2T+ 2K intervallum minden pontjaban, és
Sz +0) + filx - 0)
Fix)=

2 , ezért a Fourier-sor 0sszege az intervallumon 7

Az xx =7+ 2k (RE€Z) pontokban - -nek 1éteznek a féloldali derivaltjai (Mindkét féloldali derivalt nulla) és a
féloldali hatarértékei, ezért a Fourier-sor ezekben a pontokban is konvergens és

=0 (ke

_ SO+ - 0) _ -1+1
2

lim (S, /) (xe) -

(-]

Azl fiiggvény a intervallumon négyzetesen integralhato, ezért teljesiil a (4.1.11) Parseval-formula:

1 2 'ﬂ‘D2 NI
- =—* +h
RIS YR
A fiiggvény norma-négyzete:
17 1= [y de= [1a =27,

igy a kovetkezo sordsszeg adodik:

w 42 ;7?2
8

B 1
2 _énﬂ(zkﬂ)’* <

2k + 1)

A 5.7. abran szemléltetjik a feladatban szerepld / fliggvény és Fourier-soranak S részletdsszegének
grafikonjat.

5.7. abra - Az 7 fiiggvény és Fourier-soranak Suf részletosszegének grafikonja
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H

Animacid
vissza a feladathoz

5.6.1. Feladat. c) Legyen az s fliggvény 27 -szerint periodikus, és
x ha 0<x|<Z,
2
0, ha %T<| x|,
fix)=

A, ha x=

8, ha x=-

ahol AFER frjuk fel a fiiggvény Fourier-sorat! Hogyan valasszuk meg 4 és & értékét, hogy a fiiggvény
Fourier-sora a fiiggvényhez konvergaljon I -en? Hatdrozzuk meg a Parseval képlet segitségével adodo
sorosszeget.

Megolddas. A 5.8. abrdn szemléltetjiik a feladatban szerepld s fiiggvény grafikonjat.

5.8. abra - Az / fiiggvény grafikonja

9]
5
Q\:
| B
=
|
]
|
L
F
T
2
\1}-
=
q
"-ﬂ.:

179
XMLmind XSL-FO Converter


animaciok/0507.html

Trigonometrikus Fourier-sorok
konvergenciaja

T
—+ kT
Az S fiiggvény a 2 (ke L) pontok kivételével mindenhol differencialhat6é és az emlitetﬂ-+k kban is
—+kr
ooz (ke @)
l1éteznek véges egyoldali derivaltak, ezért a fuggvény Fourier-sora konvergens. Mivel a
pontok kivételével m: 7 lenhol folytonos is, ezért a kérdéses pontok kivételével mindenhol igaz, hogy a Fourier-

sor Osszege éppen az  fiiggvény.

xk=g+2ﬁ:ﬁ

Az (5€Z) pontokban a Fourier-sor dsszege:
b
[t 0 f =0 T _m
lim (5,/) () = —=* = ==
R 2 2 4
A = ?_T
ezért 4 vélasztas mellett a Fourier-sor ebben a pontban is a fliiggvényértékhez konvergal.
=T A2k _
Az 2 (5€Z) pontokban a a Fourier-sor dsszege:
b
RO C R W R
lim (5, ) (e ) = = =-—,
N 2 2 4
PR
ezért a Fourier-sor akkor fog ebben a pontban is a fiiggvényértékhez konvergalni, ha 4
Mivel paratlan, ezért % 0 (nel) , tovabba minden # = M esetén
b _ 1y ! d—!E' d_l—!cosnf;'+li di=
3 —E:[j(a!)smm i—;r‘[tsmmt !—-; - . E[cosnﬁ =
5 3 3
{tEE V(HEshat
£irFl wmxﬁ
1
z inin -1t = han = 2
1[~tcosnt  sinmt]? 1 2sin(n ) N 2k’ w
= +— :——cos(n§)+ 3 = 5 ke@)
b3 # Lo I n (-—1)"—, , haw=2k+1
Qe+

Az S fiiggvény a [~ 7] intervallumon négyzetesen integralhato, ezért teljesiil a (4.1.11) Parseval-formula:

L= S
- 2 < » 'R

A fiiggvény norma-négyzete:

= 2
£ IF= jﬁ(z) di= [lde=m,
y -3

igy a kovetkez0 sordsszeg adodik:

A 5.9. abran szemléltetjik a feladatban szerepld s fiiggvény ¢és Fourier-soranak S0 részletosszegének
grafikonjat.
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5.9. abra - Az 7 fiiggvény és Fourier-soranak Saf részletosszegének grafikonja

A
W

b £ - P _
e /e _ /:
O IV/ G"'—-—-."-———"b _,1-‘/! l:i-"———-"'————-ﬁ jl-’/ {_';-r-———-l.———_—.cp"‘ -
. / B -~ . i o
33 * li - L . L3
4 & % o

Animacio
vissza a feladathoz

5.6.1. Feladat. d) Legyen az 7 paratlan, 27 -szerint periodikus fiiggvény, tovabba 7 &) =" hal<x<x g

FO1=0 A =77 intervallum végpontjaiban ugy valasszuk a fliggvényértékeket, hogy ott a fliggvény jobbrol
folytonos legyen. Irjuk fel a fiiggvény Fourier-sorat! Hol konvergens a fiiggvény Fourier-sora? Adjuk meg a
Fourier-sor 0sszegét! Hatarozzuk meg a Parseval képlet segitségével adodo sordsszeget.

Megoldas. A 5.10.abran szemléltetjiik a feladatban szereplo f fliggvény grafikonjat.

5.10. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja

Mivel < pératlan, ezért %x 0 (ne ) , tovabba minden #€ M esetén

A, =l ]‘f(.ﬁ)sinnz ot =Ejf(z)sinnz ddt,
T & (5.7.1)
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mivel 7 382" paros fiigevény. A fiiggvény primitiv fiiggvénye parcialis integralassal hatarozhato meg:

. -2 cosmt 1, &' cosmt & einmi 1 L,
eranmidi =———+— ¢ cosmidif = + . ——QJ‘Q sin M,
# » » # #
uit= ¢ Vit et uit)= & ¥ [t Foosnt
wig=d "“F_cmr wined vcsrsm’“
ahonnan

&' sin nt —ne’ cos nt

a1

Ie’ sin #f df =

A fenti primitiv fliggvényt (5.7.1) egyenletbe visszairva kapjuk, hogy

(1-(-1)%").

L ' T
b= 2|e sinnt —ne cosmi |
T

# 7+ L_m(n?ﬂ)

A fiiggvény Fourier-sora tehat:

(%)

Jlx) e Z( +1) [1—(—1)xélesinnx (xR

L4

(—mr+ 2k, +2km (ke l)

Az S fliggvény monoton a intervallumokon, ezért korlatos valtozasu és 5.5.1.

Dirichlet-Jordan-féle tétel értelmében a Fourier-sor konvergens. Mivel S folytonos a 247 pont kivételével a
2+ M+ F2kmr-0

| | L e =IO |

intervallum minden pontjaban, és 2 ezért a Fourier-sor

(= + 2k, mm+ 2k

Osszege az intervallumon .

Az %= AT (R€Z) hontokban nem differencidlhatd a fiigevény, de féloldali derivaltjai léteznek és

végesek:
Fin) =t ADTTETO Ty
Hap+ AT Ay K-+ x+r p=—x
A = i TGO g Ty e
Erag - XX X—)x— - =

ezért ezekben a pontokban is konvergal a fiiggvény Fourier-sora féloldali hatarértékek szamtani kdzepéhez, ami
jelen esetben 0.

(-]

Az -/ fiiggvény a intervallumon négyzetesen integralhato, ezért teljesiil a (4.1.11) Parseval-formula:

1 “ 'ﬂ‘D2 Y
- =+ +h
N P= S5
A fliggvény norma-négyzete:
i = 7"
7= Ifz Ehdt= 24}32’ di = 2[%] =gt
A .

igy a kovetkez6 sordsszeg adodik:

iz [+

Z( ; +1)2 — (1= (1)

n=

5.11. dbra - Az / fiiggvény és Fourier-soranak Swf részletosszegének grafikonja
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A

c?r

Animacid
vissza a feladathoz

5.6.1. Feladat. €) Legyen az s fliggvény 2 ¥ -szerint periodikus, és

—sinzx, fa-mwix<0,
Jx=

sin X, halix=m

frjuk fel a fiiggvény Fourier-sorat! Hol konvergens a fiiggvény Fourier-sora? Adjuk meg a Fourier-sor 6sszegét!
Hatarozzuk meg a Parseval képlet segitségével ad6do sorosszeget.

Megoldas. A5.12. dbran szemléltetjiik a feladatban szereplé / fliggveény grafikonjat.

5.12. abra - Az / fiiggvény grafikonja

A
W
10
: -
—Sr —im =T [ m P A
Mivel paros, ezért b=0nel) , tovabba
17 2 2 = 4
a, =;_\[f(:) it =;J‘s1nr it =;[—cosz]0 =}
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€s
1% 2. 2
al=—‘|‘51nrcoszdf,=—J‘Zsm:cos:dﬁ=—J‘sm2idﬁ=0.
?T—a' ;IT—:' ?T—z

Ha 7€M ¢gs =2 akkor

ZLJ‘f(i)BOSMdz=E sin.ﬁcosm.ﬁat’.ﬁ=E sin(1+w)t +sin(1-#)2 o=
T i i 2

l [_ cos(1+a)t  cos(l-x) :Ia _
0

=l sin(1+ ) +an{1—»)s df =
T T n+l 1-»

=1[1 cos(n+1)7r l—cos(l ;z):a'r] [_(1 (1),,+1)+ _a- (1)”)]

w n+l

l 2 +i . han=2k, Lﬂ han = 2k,
=¢mln+tl 1-x =&l -#") ke &)

0, han=2k+1 |0, han=2k+1

Az S fiiggvény Fourier-sora:

2 4
Fix) ~}+§Wcos 2kx (zeR).

Mivel a fliggvény mindeniitt folytonos, korlatos valtozasi barmely véges intervallumon (egy periddusban
felbonthat6 a fliggvény két monoton ndvekedd fliggvény kiilonbségére), ezért 5.5.4. Kovetkezmény alapjan a

Fourier sor egyenletesen konvergal J -hez a valés szamok halmazén.

A 5.13. abran szemléltetjilk a feladatban szerepld 7 27 _szerint periodikus fiiggvény €s Fourier-soranak &y
részletdsszegének grafikonjat.

5.13. abra - Az 7 fiiggvény és Fourier-soranak St részletosszegének grafikonja

L
o

- - -~ - 1 - -, ~

\ /N /N /N | /\

Animacio

Az fiiggvény a [~ 7]

intervallumon négyzetesen integralhato, ezért teljesiil a (4.1.11) Parseval-formula:

L= S
- 2 < » 'R

A fliggvény norma-négyzete:

17 |P= [.f*(e) de =2sin’ de = 211 coset [z_smEEr] .
4 u
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igy a kovetkezd sorosszeg adodik:
Z 7 = Z% S L
71— 4k -4kt 18

vissza a feladathoz

5.6.1. Feladat. f) Legyen az J fliggvény 27 -szerint periodikus, és

)= T+x, ha-mix<l,
= T—x, halix=:m

Megoldas. Az 5.14. abran szemléltetjiik a feladatban szereplé J fliggvény grafikonjat.

5.14. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja

1
I
!
S
/ 1
Il
—3m Zx 0

Mivel paros, ezért b=0(nel) , tovabba

——If(:)d:——'l‘:ar zd:——[m ¢ ]a—;rr.
1]

¢sha 7€M akkor

&, ——If(z)COSﬂédz—E T - z)cosmdz——[(ﬁ £) smm] +—Js1nﬂ£dﬁ=

Uit Fa-t ¥it)=Ecosnt

sir)=-1 v(:p:#
s 0, han = 2k,

2 snai 1 2
=" \|(mr-¢ -—cosui| =——[1-(-11")=
}‘T[( ) 5 ?92 ]D ?ﬂgﬂ'[ ( ) :l ;L, }ean=2§:+1.
T

Az S fiiggvény Fourier-sora:
L] 2 L]
f(x)Ng+;ﬁ[1—(—l)xjcosnx=g+z(% e c05(2ﬁ:+1)x (xe ).

Mivel a fliggvény mindeniitt folytonos, korlatos valtozasu barmely véges intervallumon (egy periodusban
felbonthato a fiiggvény két monoton névekedd fiiggvény kiilonbségére), ezért 5.5.4. Kdvetkezmény alapjan a

Fourier sor egyenletesen konvergal 7 -hez a valds szamok halmazan.

Az fiiggvény a [=7. 7] intervallumon négyzetesen integralhato, ezért teljesiil a (4.1.11) Parseval-formula:

L= S
- 2 < » 'R

185



Trigonometrikus Fourier-sorok
konvergenciaja

A fliggvény norma-négyzete:

AP SR e, it il
17 = [7*@ de=2[er-0 df,—z[ = L_gﬂs,

igy a kovetkez0 sordsszeg adodik:

[~

Z.;‘;r’*(zml) “ T5¢ Z(2n+1)

n=

Az 5.15. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld / fiiggvény és Fourier-soranak S részletdsszegének
grafikonjat.

5.15. abra - Az 7 fiiggvény és Fourier-soranak 551 részletosszegének grafikonja

/ /N A\
N A

\ ./ \ / \ ./
i —Ir — 0 T 2m S
Animacio

vissza a feladathoz

56.1. Feladat. g) Legyen az 7 @) =sinx (x€R) juuy fel a figgvény Fourier-sorat! Hol konvergens a
fiiggvény Fourier-sora? Adjuk meg a Fourier-sor osszegét! Hatarozzuk meg a Parseval képlet segitségével
adodo sordsszeget.

Megoldads. Mivel s egy trigonometrikus polinom, ami egy specialis trigonometrikus sor (egy kivételével az
Osszes egyiitthatoja nulla), és minden konvergens trigonometrikus sor 6sszegfliggvényének Fourier-sora, ezért a
Fourier-sor maga a fliggvény. A (4.1.11) Parseval-formula most nem ad numerikus sorokra vonatkozo érdekes
azonossagot.

vissza a feladathoz

fixi= s1n =
5.6.1. Feladat. h) Legyen az / fliggvény 27 -szerint periodikus, és ,ha ~mLx < rjuk fel a

fiiggvény Fourier-sorat! Hol konvergens a fliggvény Fourier-sora? Adjuk meg a Fourier-sor Osszegét!
Hatéarozzuk meg a Parseval képlet segitségével adodo sordsszeget.

Megoldas. Az 5.16 . abran szemléltetjiik a feladatban szerepld / fliggvény grafikonjat.

5.16. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja
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Mivel paratlan, ezért % 0(nel) , tovabba minden #E€ M egetén

1 1
1 1" P JCOS(??_—)f,_COS(??"' —it
b, ——Ij(:)smmdz ;Lsm—smnidﬁ 5 dt =
1 sin(2n—1)— s1n(2n+1)— 5 sin(2n — 1)— sin(2?z+1)g
“w|T 21 RS Z;T-.r 1 |
2 n+l 1 n+l
= — —1 _— = -
."T( ) [29z+1 an— 1 ( b (2H+1)(2n o

Az S fiiggvény Fourier-sora:

. 8 ol # .
f(xjmgg( 1 Wsmm{ (xe )

(= + 2o, m+ 2km) (ke &)

Azl fiiggvény folytonos, monoton a intervallumokon, ezért korlatos valtozasu és

az 5.5.1. Dirichlet-Jordan-féle tétel értelmében a Fourier-sor konvergens és 0Osszege S ezeken az
intervallumokon.

Az %= AT (kel) pontokban nem differencidlhatd a fiiggvény, de féloldali derivaltjai léteznek és

végesek:
.X . .
sin == sini{—=) )
j:(xk) = hm M m “..‘L.u“.u_._._._._._z._z Sini zicos(—r_r)zo,
N 4 X=X LT 1 x+m 2 S 2 2
x .
_ S — = Si —
Fi(x) = lim S& S 0) 2 2 =|sinZ =lcos£=0,
N - x— J'k :\'—)a— x=m 2 - 2 2

ezért ezekben a pontokban is konvergal a fiiggvény Fourier-sora féloldali hatarértékek szamtani kdzepéhez, ami
jelen esetben 0:

Sl + O+ flm -0y _ -1+1
2 2

lim (5,7 (%) = 0.

Az fiiggvény a [=7. 7] intervallumon négyzetesen integralhato, ezért teljesiil a (4.1.11) Parseval-formula:
L= S
T 2 ;4:1 » »-

A fliggvény norma-négyzete:
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“1-rcost

17 1P —J‘j (t) dt = fsm = [ dz=%[z—sinz];=

igy a kovetkezd sorosszeg adodik:

*L

=

Z(Enﬂ) 2n-17 Iz ;(2n+1) Ton -7

Az 5.17. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld J fiiggvény és Fourier-soranak 557 részletdsszegének
grafikonjat.

5.17. dbra - Az / fiiggvény és Fourier-soranak 5 részletosszegének grafikonja

&

Animacio
vissza a feladathoz

R .
56.1. Feladat. i) Legyen az /) =sin’x (x€R) {4k fel a fiigevény Fourier-sorat! Hol konvergens a
fliggvény Fourier-sora? Adjuk meg a Fourier-sor osszegét! Hatarozzuk meg a Parseval képlet segitségével
adodo sordsszeget.

Megoldas. Az 5.18. abran az J figgvény grafikonja lathato.

5.18. abra - Az / fiiggvény grafikonja

L~

—Gar =27 —T o T Qr Sr

Vegyiik észre, hogy
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l-cosZx

Flx= Siﬂgnjr = T (xe ).

Mivel 7 egy trigonometrikus polinom, ami egy specialis trigonometrikus sor (kettd kivételével az Osszes
egyiitthatoja nulla), és minden konvergens trigonometrikus sor Osszegfiiggvényének Fourier-sora, ezért a
Fourier-sor maga a fliggvény. A (4.1.11) Parseval-formula most nem ad numerikus sorokra vonatkozo6 érdekes
azonossagot.

vissza a feladathoz

__ 3/ 2 ’
5.6.1. Feladat. j) Legyen az 7 fiiggvény 27 -szerint periodikus, és 7 @ =32 g -wexeam, frjuk fel a
fliggvény Fourier-sorat! Hol konvergens a fiiggvény Fourier-sora? Adjuk meg a Fourier-sor osszegét!
Hatarozzuk meg a Parseval képlet segitségével ad6do sorosszeget.

Megoldas. Az 5.19. abran szemléltetjiik a feladatban szereplé f fliggvény grafikonjat.

5.19. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja

| o
-

—3r =27 -7 0 T Yar S

Mivel paros, ezért b =0(zeN" , tovabba
o=l [P =L a %Eé]g -S4
Az % egyiitthatok kiszamitdsahoz sziikséges
j‘{"f,? cosuf df

integralok ugynevezett Fresnel-integralok, melyek elemi fiiggvényekkel nem irhatok fel zart analitikus alakban,
igy a Fourier-egyiitthatok meghatarozasat numerikus modszerekkel végezziik. A 2. tablazatban szerepld
egyiitthatokat Simpson-formulaval szamoltuk.

a, 2,5740 -0,7787 |-0,0850 -0,1118 |-0,0313 -0,0456 |-0,0171 -0,0253 |-0,0110

Table 2: Az 7 Fourier-soranak néhany, numerikusan szamolt egyiitthatoja
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Az S fiiggvény felbonthatd két monoton ndvekvo fliggvény kiilonbségeként. Valoban, legyen

g(x) _ 0, hax < 0, és g(x) _ _ij_z, hax < 0,
3%, hal=x 0, hal=x

Ekkor ¥ =&~% 3 "7 intervallum minden pontjaban, igy az 7 korlatos valtozasa fiiggvény a [
intervallumon, azaz 5.5.1. Dirichlet-Jordan-féle tétel értelmében a Fourier-sora minden pontban konvergens.
Mivel a fiiggvény mindeniitt folytonos, korlatos valtozas barmely véges intervallumon, ezért 5.5.4.

=T, 7T

Kovetkezmény alapjan a Fourier sor egyenletesen konvergal J -hez a valés szamok halmazan.

Az 6sszes Fourier-egylitthaté numerikus meghatirozasa természetesen nem lehetséges, igy a Fourier-sor helyett
az # -edik részletosszegét irjuk fel:

A@esI@=24 Sy cos i,
&1

k=05

ahol az (@ egylitthatok a Fourier-egyiitthatok numerikus kozelitései.

Az 5.20. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld J figgvény és Fourier-soranak 557 részletdsszegének
grafikonjat.

5.20. abra - Az 7 fiiggvény és Fourier-soranak 555 részletosszegének grafikonja

A

e A A

g

_/ \ /
\/ \/
Y Y

—37r —2m - t| T Qar S

Animacio
vissza a feladathoz

5.6.2. Feladat. Mit mondhatunk az & fiiggvény Fourier-egyiitthat6irél, ha tudjuk, hogy minden *<R -re
Jlx+m)=7(x),

Megoldds. Helyettesitéses integrdldst alkalmazva az ** Fourier-egyiitthatékra az alabbi osszefiiggés adodik
minden 2 =M egetén.
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== [Flehcosnt dz—— F i) cosaut df,+— fEicosnt df =
=17 L o
: Y+a dy=d

—l_xf(y+1'r)|:osn(y+ﬁ) dv +—Jj(ﬁ) cosHidt =

—ax

_1 Jf(y)(cos 2y Cos AT — sin Ay sin 27T dy + _me cosxt df =

= (—1)’é — Jf(y) cog gy dy + —J‘f(z) cosat i ={(-1)* +1) —Jf(z) cosat df =
LR T T

0, ha»n parailan,

npy (e M),
—Jf (£) cosni dt, ha » phros
i

Sfroosa

A fenti szamolas soran kihasznaltuk, hogy mivel az fiiggvény 27 -szerint periodikus, ezért az integral

értéke nem valtozik, ha az integralasi tartomanyt 27 -vel eltoljuk. A by egylitthatokat hasonld szamolassal
kaphatjuk:

=— If(z)s1nﬂ£ dz——If(z)s1nnz d.§+—'l‘j'(z)s1nnz di =

!—y+z dp=dt
=— f(y+ﬁ)s1nn(y+??)d_y+l (e sl df =

—a

_1 Jf(y) (zosxy sin 27T + sin 2y cos 27T) dyv + —J‘f(z) sinaxt di =

=(-1" — 1 _Jff(y)smny dy+—Jj(ﬁ)smn£ di = (-1 +1)—Jj(ﬁ)s1nn£ di =

0, han paratian,

={o= e M.
E}!‘f(:) sin 2k df, ha n paros (= )
T

Kihasznaltuk, hogy mivel & %% fiiggvény 27 -szerint periodikus, ezért az integralasi tartomany most is
eltolhato 27 -vel, anélkiil, hogy az integral értéke megvaltozna.

Tehat a feltételnek megfeleld fiiggvények esetén a paratlan Fourier-egyiitthatok eltiinnek.

vissza a feladathoz

5.6.3. Feladat. Mit mondhatunk az 7 fiiggvény Fourier-egyiitthat6irol, ha tudjuk, hogy minden *<E -re
Flxtml==1(x),

Megoldds. Helyettesitéses integraldst alkalmazva az ®* Fourier-egyiitthatékra az aldbbi sszefiiggés adodik
minden # €M egetén.
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== [Flehcosnt dz—— flEcosnt df,+— f(ficosat di =
=17 L o
z—y+a dy=d

—l_xf(y+:a'r)|:osn(y+2‘T)dy+—l!‘f(r)cosm di =

—ax

-1 Jj {30z sy cos 25T — sin v sin 27T dv + —Jj () cosnt di =

1)’“‘1 — Jj'(_y:] CosRY dy + —Jf(f,:l cosui df = (1 - (_])”)_J‘f@) cosat di =
T b &

E FE)cosnt di, han paratian,
=4 (ne M

0, ha »n péaros.

A fenti szamolas soran kihasznéltuk, hogy mivel az Jrosn: fiiggvény 27 -szerint periodikus, ezért az integral

értéke nem valtozik, ha az integralasi tartomanyt 27 -vel eltoljuk. A by egylitthatokat hasonld szamolassal
kaphatjuk:

=— J‘f(z) sin a2k o = — J‘f(z) sin 2t dz+—J‘f(z) sin xf df =
!—y+z = dt

=l f(y+;="£')sinm(_y+;?'£')c;E_y+l F ()51 it df =
Fij Fij

—dx

- Jf(y)(cos v sin adT + sin 2y cos 27T dy + —Jf(.ﬁ) sin xf df =

=(-1)""'— 1 Ij(y)s1nnydy+—l!‘f(£)s1nm di={1-{-10" )—J‘j(ﬁ)smnz di =

_ %J‘f(:) sin i df,  ha n paratian, (e ),

o, ha n paros

Kihasznaltuk, hogy mivel & %% fiiggvény 27 -szerint periodikus, ezért az integralasi tartomany most is
eltolhato 27 -vel, anélkiil, hogy az integral értéke megvaltozna.

Tehat a feltételnek megfeleld fiiggvények esetén a paros Fourier-egyiitthatok eltiinnek.

vissza a feladathoz

5.6.4. Feladat. a) Legyen az J fiiggvény 27 -szerint periodikus, és

glx), halizx<m,

) z{p(x), ha-mwix=,

ahol #+¢ polinomok. Vizsgiljuk meg, hogy konvergens-e a fiiggvény Fourier-sora! Ha konvergens, mi az
Osszege?

Megoldds. Mivel az J fiiggvény a (= + 2R A4 2RR) K€ L) jusorvallumokon két polinom dsszeragasztasaval

keletkezett, ezért az ™%~ 2k (ke Z) pontok kivételével a (= + 2k, 4 28k7) (F€L) intervallumok minden

pontjaban differencidlhaté. * = 2k

-ban léteznek a véges egyoldali derivaltak, ugyanis:

¥ =0 w0+ x—

=q'(0),
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és

(0).

Fix) = £ =}g€_w= i Lﬁ’gﬁ)‘oj _

=0 ¥—si—

Hasonléan igazolhat6, hogy az intervallum végpontjaiban is végesek az egyoldali derivaltak és az egyoldali

hatarértékek, igy 5.4.3. Kovetkezmény értelmében a Fourier-sor konvergens. Tehat az J figgvény Fourier-sora
minden pontban konvergens.

Mivel a fiiggvény az % (ke Z) pontok kivételével minden pontban folytonos, ezért az emlitett pontok
kivételével a Fourier-sor mindenhol ¢l6 is allitja a fiiggvényt.

Az ¥ fiiggvény pontosan akkor folytonos az ™~ 2k (ke T) pontokban, ha #(9 =4(0) ez¢rt ha PO =401
akkor a Fourier-sor az intervallumok minden bels3 pontjaban eléallitja a fiiggvényt. Ha £ = (00 akkor

lim (S, /) () = fim (S, /)0y = L QSO0 _ p@+g()

e n—m 2 2

Hasonléan vizsgalhat az xx =7+ 2kw (€€ E) pontokban a Fourier-sor dsszege, azaz ha #C70 =4 akkor a
fliggvény ezekben a pontokban folytonos és a Fourier-sor elédllitja a fliggvényt, ha # (=) = g(7) , akkor

St O+ -0 _ pm+glm)
2 2

lim (5,7 (xe) = lim (8, /)(m) =
vissza a feladathoz

—1_3 -
5.6.4. Feladat. b) Legyen az f fiiggvény 27 -szerint periodikus ¢s - %) =1 Y 2] ﬁ’ﬁ). Vizsgéaljuk meg,
hogy konvergens-e a fiiggvény Fourier-sora, ha konvergens, adjuk meg az dsszegét.

Megoldas. Az 5.21. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld s fliggvény grafikonjat.

5.21. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja

(—+ 2k, m+2km) (ke &)

Az fiiggvény folytonos, monoton a intervallumokon, ezért korlatos valtozasu és

5.5.1. Dirichlet-Jordan-féle tétel értelmében a Fourier-sor konvergens és dsszege /" ezeken az intervallumokon.

Az intervallumok % =7+ 2k (ke E)

derivaltak:

végpontjaiban a fiiggvény nem differencialhato, de végesek az egyoldali
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Trigonometrikus Fourier-sorok
konvergenciaja

S@=fm) _ (1-%)—(1%%?)’:(_{;% ___1

! x = £ = 1: = 1:
f.( k) f‘( m x]_}!_'.l’l‘ X+ x]i[ri+ X+ 3%{;

b (2D - (-3 - (%)

e = x=7r

£ix) =£-M=lim Jx =10 _
Ho = x=Jr

e 3

ezért

_ 3N _3
i (5, 7)() = fim (5, )y = FH O =0 _ (1 ﬁ);u ¥m_

e LR 2

vissza a feladathoz

5.6.4. Feladat. c) Legyen az f fiiggvény 27 -szerint periodikus és

1
xsin—, ha x=0
Fix= x xe[-m ).

a, ha x=10
Vizsgaljuk meg, hogy konvergens-e a fiiggvény Fourier-sora! Ha konvergens, hatdrozzuk meg az 9sszegét.

Megoldas. Az 5.22. abran szemléltetjiik a feladatban szereplé / fliggvény grafikonjat.

5.22. 4bra - Az / fiiggvény grafikonja

)

RS

X, = 2km (ke E)

=+ 2k, 2km)

Az S fiiggvény az pontok kivételével a ( intervallumok minden pontjaban

differencialhaté a miiveleti tulajdonsagok alapjan. Az * ~ 2k (ke Z) pontokban a

1
AR NS
lim =lim = lirn 5111 —
r—=ll =0 =0 =0 x—=l x

hatarértek nem létezik, ezért a fliggvény ezeken a helyeken nem differencialhato, sot a féloldali derivaltak sem
1éteznek. Ezért 5.4.2. Lipschitz-kritérium alapjan vizsgaljuk a konvergenciat. Mivel

1 o1 1
@, @EREOE SO+ -0 -27 (0= lsmz‘tsm(—;)‘ﬂ =| 2ﬂﬁﬂ“;Ei?IiI:?Ifll (te (-7,
ezért a fliggvény Fourier-sora konvergens ezekben a pontokban.
Az intervallumok xe =7+ 2k (k€ Z) végpontjaiban nem differencialhaté a fiiggvény, ugyanakkor végesek az

pfs(;r)=;rsinl
egyoldali derivaltak, ugyanis az * figgvény a miveleti tulajdonsagok alapjan értelmezési
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Trigonometrikus Fourier-sorok
konvergenciaja

tartomanyanak minden pontjéban, igy 7 -ben és ~ ¥ -ben is, differencialhaté. Mivel S ak fiiggvény levagésaval
és periodizalasaval keletkezett, ezért

Al =;z’(—;r)=sin(—l)+lcos(—l)=lcosl—l,
o Fia o o Fi
Fxs) =}1'(2'T)=sinl—lcosl=l—lcosl.
Fi I a0 T i

A Fourier-sor tehat minden pontban konvergens. A fiiggvény az ™%~ kT (ke ) pontokban folytonos:
. _ o1
F )= lim F(x) = lim S (x) = limxsin — =0,
L1 x—=0 x>0 X
mert egy nullahoz tarté fiiggvényt egy korlatos fiiggvénnyel szoroztunk meg. Mivel

li 7= lim £ =1 () = 7 (1),

EIER+

ezért / az xe =7+ 2k (KEL) pontokban is folytonos. A folytonossag a tobbi helyen a miiveleti tulajdonsagok
alapjan teljesiil, ezért a Fourier-sor mindenhol eléallitja a fliggvényt.

vissza a feladathoz

5.6.4. Feladat. d) Legyen az f fiiggvény 27 -szerint periodikus és

SN X
—— . ha x=0,
Fixi=< x (xe[-m,7)).
1, ha z=0

Vizsgaljuk meg, hogy konvergens-e a fiiggvény Fourier-sora, ha igen, hatarozzuk meg az dsszegét.

Megoldas. Az 5.23. dbrdn szemléltetjiik a feladatban szerepld f fliggvény grafikonjat.

5.23. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja

¥

|
_'z;r

X, = 2km (ke d@) (=T + 2k, + 2dom)

Az S figgvény az intervallumok minden pontjaban

differencialhato.

pontok kivételével a

Az %= 2T (ke D) pontokban a differencialhatosagot definicio alapjan ellendrizziik:

sinx _ " o
¢ ¢ . - 1] i . " -0 ] -170 ) i
f(zj.):fw}:hmf(x) j()zhm x =]Em5-l-ﬂ-"l2 X =11mCOSX = lim s|nx=e
w0 x=0 =0 X 0 x ¥eall 2x =0 2
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Trigonometrikus Fourier-sorok
konvergencidja

hix)=sinxf xmok =+ 2k (REE) végpontjaiban is végesek az egyoldali derivaltak, ugyanis 7z

-z fiiggvény a miveleti tulajd # s&j;k alapjan értelmezési tartomanyanak minden pontjaban, igy -

ben és  -benis, differencialhato. Mivel a fliggvény levagasaval és periodizalasaval keletkezett, ezért

5 (xe) =h'(-m)=- 1 cos{ =) —isin(—?r) = —lcos T+ Lsin T,
T T

a e
Flxs) =k'(m= % CosIT— Lsin T

ﬂg

A Fourier-sor tehat minden pontban konvergens.

Mivel

lim ()= lim () =f () =f (),

ezért / az xe =7+ 2k (KE L) pontokban folytonos. A folytonossag a tdbbi helyen a miiveleti tulajdonsagok
miatt teljesiil, ezért a Fourier-sor mindenhol eléallitja a fiiggvényt.*

vissza a feladathoz

“Jgazolhato, hogy a fliggvény folytonosan differencialhato, ezért korlatos valtozasu barmely véges intervallumon, ezért DJkov.

Kovetkezmény alapjan a Fourier sor egyenletesen konvergal 7 -hez a valos szamok halmazan.
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6. fejezet - Szummacios eljarasok
Mint, azt elemi analizisben bebizonyitottuk, a
2(—1)” =1-1+1-1+1-1+_..

végtelen sor divergens, hiszen részletosszegsorozata

0, hanparatlan,

5= 20 2{1,

divergens.

hanparos

Ennek a sornak a konvergencia-kérdése sokaig megoldatlan volt. Leibniz példaul tulajdonitott neki Gsszeget:
1/2

Felmertl a kérdés, hogy 0j konvergenciafogalmak bevezetésével el lehet-e érni, hogy a fenti sor konvergens
legyen?

Hasonlo kérdéseket a Fourier-sorokkal kapcsolatban is felvethetiink. Ismeretes, hogy van olyan folytonos
fiiggvény, melynek trigonometrikus Fourier-sora divergens. Felvetddik a kérdés, hogy hogyan lehet ezen
javitani?

Korabban mar mutattunk példat olyan teljes ortonormalt rendszerre, mely szerinti Fourier-sor mar konvergal
folytonos fiiggvények esetén (Haar-rendszer).

Kérdés, hogy meg lehet-e a konvergencia-definiciot tigy valtoztatni, hogy folytonos fiiggvények trigonometrikus
Fourier-sora az 01j definicio értelmében konvergaljon? Ebben a fejezetben erre a kérdésre keressiik a valaszt.

A fejezetben elokeriil6 uj fogalmak: Cesaro-0sszeg, Abel-0sszeg, Fejér-féle magfiiggvény.
Sziikséges elGismeret: 2. fejezet, 5. fejezet, végtelen sorok, hatvanysorok.

A fejezet elsajatitasahoz sziikséges id6: 3 tandra + 3 o6ra 6nallé munka.

(4

1. Végtelen sorok szummacioja

1.1. Cesaro-osszeg

w
Z“k

a=(a,neN) egy valos szamsorozat. Jeloljik “ -nel a %  végtelen sor #

6.1.1. Definicié. Legyen
részletdsszeg-sorozatat, azaz

]
g, = Zﬂk (ne M)
i=0

> ay
A =0 sor Cesaro osszegezhetd, ha a

‘l kd
g =—— Y5 (ne M)
TP 6.1.1)

[

p

sorozat konvergens. “aet ¥ sor Cesaro kozepének, az
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Szummaciods eljarasok

& =limd,

M=

hatarértéket a Cesaro dsszegének nevezziik.

2
6.1.2. Tétel. Legyen (@, nE N) egy valos szamsorozat. Ha a %1 végtelen sor konvergens, azaz

lims, = s R
=

D4y
konvergens, akkor a =t sor Cesaro 6sszegezhet0, és

s, =z

o lims, =8 . . .
Bizonyitds. Mivel #=e , ezért a sorozatokra vonatkozo6 konvergencia-definicié alapjan

Ve =0 AV=Me)eN, hogyn> N=|5 ~5]<8 4 1 9

- L Ta: Limd, =&
teljesiil. Be szeretnénk latni, hogy #—= , azaz hogy
Fe=0 IN=Ne)eHN, hogyﬁz>f'_ur:‘~|a;—s|<1€(613)

is teljesiil. Ennek igazolasahoz vegytik észre, hogy

»+1damb

sts+_ . . +s =

1
g — Mo,
n+l n+1kl=n

ezért a haromszog-egyenl6tlenség alapjan kapjuk, hogy

1 <& 1 <& 1 &
| 7, =5 Z_ZSR_S‘ZEZSR__ZSZ

n+lig = nt+1eg

1 & 1 &
——Mgcsk—s) H;m—s«

LS
b

Ha 2> & akkor a

7
K=K(Na)=> |5 s|
k=0

csak & 8] és @ =(a,,neN) sorozattol figgd konstans) jelolést bevezetve (6.1.2) definicidé alapjan kapjuk,
N gg J PJ PJ
ogy

1 X 1 & 12 1 1 &
g, - i —g|+ - < K+ g L
|, — 5] n+];|5k, g ?ﬂ"']x,;hlSk 8| PP ?3+1k:1\r+11

K 1 &

.
< + £ =——+8& <F,
atl n+l4s n+l1

K £
£ - a_

£
ha = 2 ¢és #+1 2 Tehit

_— {N(E)[%]}
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valasztasa esetén teljestil (6.1.3)

O

6.1.3. Megjegyzés. A Cesaro kozép mdasképp is felirhato:

1 & = bl
, +1Z;., MZZ MZZ Hg(n—«’fﬂ)aﬁ;(l—m)a;

k=04=0 i=0k=1

1.2. Abel-0sszeg

Su

— L4
a = (@, neN) egy valos szamsorozat. A =t sor Abel-Gsszegezhetd, ha 1étezik a

6.1.4. Definicié. Legyen
véges

. k.
limn * @ = 8y

i (6.1.4)

24,
hatarérték. Az °4 hatarértéket a =0  sor Abel-osszegének nevezziik.
. (@, ne M) o 2an
6.1.5. Tétel. Legyen ~»- egy valos szamsorozat. Ha a % veégtelen sor konvergens, azaz
lims, = s R
N

ai‘!
konvregns, akkor a =t sor Abel-6sszegezhetd, és

Sy=&

. lims, =5 . . .
Bizonyitas. Mivel #—w , ezért a sorozatokra vonatkozé konvergencia-definicio alapjan

we 0 AN=MNeg M, hogywm = N=|s, -5 51(615)

litn Zaxr” =z
teljesiil. Be szeretnénk latni, hogy "*'*=0 , azaz hogy

e Jd=4(g1=>0, hogyOﬂl—r‘iﬁ:HZaxr”—sHE
= (6.1.6)

is teljesiil. Ennek igazoldsahoz az -1~ U bevezetésével eldszor végrehajtjuk az Gn. Abel-féle atrendezést, azaz

S - m—l)rx zismrx _i“‘g:ﬁ—lr:’d =
.?"ZSH o —ZS IS .?"ZS Pt={1- r)ZS P

W (6.1.7)

[

2

n=

Ms -Ms

1}
=

ZSH i
A fenti atrendezés soran felhasznaltuk, hogy a #=0 hatvanysor konvergens. Ennek igazolasahoz konvergens

X

majoranst keresiink. Mivel (5,7 & H) konvergens, ezért korlatos, azaz létezik # € R" hogy

Niels Henrik Abel (1802 -1823) norvég matematikus. Rola nevezték el az Abel-dijat.
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|5, |<M  (nel).

Ezt, valamint a mértani sor konvergenciajat felhasznalva kapjuk, hogy

- - M
>s " |sZM-r"=—1 (re(0,1)).
2=0 —-F

x=0
A majorans kritérium alapjan a sor abszolit konvergens, tehat konvergens is.

Tovabba a mértani sor ismert konvergencia-tulajdonsaga alapjan

‘l o
_=Z;-" (Der<l),
1-r n=i
és ezért
2Nt Oercl) = os=(1-230" (0<r<l)
IR #=0 (6.1.8)
Felhasznalva 17 g5 (6.1.8) atalakitasokat, tovabba a haromszog-egyenl6tlenséget kapjuk, hogy minden
re0.1) eqetén

| iﬂxr” -5 =1 —r)isxr” -1 —r)isr”
u=0 x=0 n=0)

=[i1 —r)i(sx i
»=0

AL-1> |5~ "
»=0
Ha =z = I akkor a

iy
K=K(N.a)=>|s~s|
k=0

(csak ¥ -t8] és ¢~ (@2 €N) §orozattol fiiggd konstans) jelolést bevezetve (.15} definicio alapjan kapjuk,
hogy

(6.5

[ i ™
| Dast 5| LO-72 |5 5|+ (1= > |5, 5| <
n=ll ¥=0

=i+l

I w
< (1—.?":1Z|SM -1 +{1-1) Zslr” £
2=

2=+l

SA-RE+e(1-rD 7 =(1-HK+g<¢,
»=10

== (-nk<t
ha 2 és 2 Tehat

) g
d=min{l,—
{ 23{}

valasztasa esetén teljesiil (6.1.6]

O

1.3. Kapcsolat a két szummacios eljaras kozott
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¢=1(a,ncHM) Zﬂn

6.1.6. Tétel. Frobenius > Tétele. Legyen egy valos szamsorozat. Ha #" sor Cesaro

asszegezhetd, akkor Abel-0sszegezhetd, és

84 =8,

==&
[3 r e . r o sz
, ezért a sorozatokra vonatkoz6 konvergencia-definici6 alapjan

. lima,

Bizonyitds. Mivel o

¥e 0 AN=MNgleM, hegyva=N=|g,-&|< El(6 1.9)
lim Zﬂx?‘u =5,

teljesiil. Be szeretnénk latni, hogy Lt , azaz hogy

We=0 Id=4() >0, hegyl=l-r= 5=>|Zaxr” -5 =
#=0 (6.1.10)

is teljestil.

Ennek belatasahoz sziikségiink van néhany atalakitasra. Az el6z6 tételben Abel-atalakitassal belattuk, hogy

iﬂk =11 —r)ism'r‘x re (0,1
=0 =0 (6.1.11)

=0 gy &=+l g -ng

Legyen “-1 -1 eldallitassal az uj sorra is alkalmazzuk az Abel-atalakitast:

L] L] o o
Dart =2+, —na 10t = Dot - e, " =
»=0 n=0 »=0 1=0

=S+ lart —r > m+ligs” =(1-r) > m+Dar®
n=0 1= 1=0

(6.1.12)
Osszevetve 0111 ¢ g5 (6.1.12) ¢ kapjuk, hogy
Sart=(1-r1 >+ oy re@l)
#=0 w=0 (6.1.13)
PICEI T
Az Abel atalakitas csak akkor hajthatd végre, ha a »=0 hatvanysor konvergens. Ennek igazolasahoz

konvergens majoranst keresiink. Mivel (aneN) konvergens, ezért korlatos, azaz létezik M =R hogy
|, |£M (neH)

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

Dl Do KO Mn+1)r" <= (re(0,1)).

x=0 x=0

A majorans kritérium alapjan a sor abszolut konvergens, tehat konvergens is.

D+t
Felhasznaltuk, hogy #=? sor konvergens, ha 7€ (0.1 A sor konvergenciaja a gyokkritérium alapjan
rogton lathato, de az &sszegét is meg tudjuk hatarozni, hiszen a mértani sor ismert konvergencia-tulajdonsaga
alapjan

(1849 -1917)

?Ferdinand Georg Frobenius német matematikus.
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o

1
_=Z;-" (Der<l),
1-r

n=0

€s a hatvanysorok differencialhatosagara vonatkozo tételbol

1 : < .
[]_r] a7 =Dnr _;“mﬂ)r (0<r<1).

n=1

re(0,1)

Ezt az 6sszeget felhasznalva egy masik hasznos atalakitashoz jutunk. Nevezetesen minden esetén

[

1t EPERCRS 1.
(- r) =25t bt = e =0 aan e br (6.1.14)

(6.1.13) & (6.1.14) segitségével mar becsiilhetd az (6.1.10) definicioban 16v6 egyenlStlenség. Minden * € (0.1)

|Zaxr” -5 | = (l—r)z'z-:l;(n +1r® —(l—r)z'ZSc'(n +10" =
n=0 n=l u=0

=l1-m* i(c:rx - )+ 0P (1- -i| o, s |(n+ 13"
n=0 n=0

Ha #* & akkor a
E=K(Na&= Z|c:r (m+1)

a={a, neM)

(csak & -t&l és sorozattol fiiggd konstans) jelolést bevezetve (.15 definicio alapjan kapjuk,

hogy

619

|iaxr”—s¢| L(1-7) Z(n+1)|c:r— |+ (1R Z(H+1)|J -5 | =
x=0

=i+l

=(1-7) Z(m+1)|c:l' —s | T +{1-r) Z(mﬂ)sl <

n=ifl

L-mPE+ El(l—r)Z(n +1M =(1-rP K +g <6,
»=0

a=5 -mpr<f
ha és Z . Tehat

valasztasa esetén teljesiil (6.1.6)

O
6.1.7. Megjegyzés. Egyik tétel sem megfordithat6.

Bizonyitas.

S-nf

1) A &= végtelen sor divergens, osszeget nem tudunk neki tulajdonitani, de Cesaro dsszegezhets. Mivel

=1 5,,=0 (neH),

ezért
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1 & a1 1

o, = = S oo

2 2n+1;5** nel 2 )
1 = ge1 11

Tl = 5y = =——=—- (n—>o)
Azt me2 22

1
azaz a sor valoban Cesaro dsszegezhetd, és Cesaro dsszege 2 .

2.) Belatjuk, hogy a
Z(_ 1:1?“1.’2
»=0

végtelen sor divergens, nem Cesaro dsszegezhetd, de Abel-0sszegezhetd.

A részletosszeg-sorozat divergens, mert

-1 -1 -1 -1
=1-2+3-4+5-6+_ +(2n-1-2n=-n— = (n— )
1 1

——

1
S =1-243-445-6+ 4+ (2n-D"2m+ (2t =ntlo e (1o )

S

A sor nem Cesaro 0sszegezhetd, mert a paros €s paratlan index(i Cesaro-kdzepek hatarértékei kiilonbdznek:

_Statat. ta,, ta, =0+1—1+...+n—n=0_>0 (1 )

bar
- 2n+1 2n+1
o _Etateyt  te tey ta, OH1-14  Am-ntin+])
el 2n+2 Zn+2

el 11

= =25 (o)
omt2 2 2

Az Abel-6sszegezhetdség vizsgalatahoz tekintsiik a kovetkez6 konvergens mértani sort:
1 L] o

=2 =2 e,

1 tr »=0 »=0

melybdl a hatvanysorok differencialhatdsagara vonatkozo tétel alapjan

‘l o
=0 )<l

U &

Mindkét oldalt “~77 -rel beszorozva kapjuk, hogy

- M+ X 1
fim > (1™ =l —

_ = __ = S R
r—}l—Fl r—;l—(1+r:]2 4 4
tehat a sor Abel-0sszegezhetd.

O

2. Fourier-sorok osszegzése

A Fourier-szintézissel kapcsolatos nehézségek athidaldsara mar a XX. szazad elején tobb, kés6bb alapvetdnek
bizonyult eljarast vezettek be, amelyek azota az analizis egy-egy onallo agava valtak. Ezek koziil harom irany
kidolgozasaban a magyar matematikusoknak dontd szerepiik volt. Az egyik irany Pécs varos vilaghiri
sziilottjének, Fejér Lipotnak a munkassagaval indult el, aki bebizonyitotta, hogy a Fourier-sor részletosszegei
helyett azok szamtani kdzepeit véve egy, a kifejtett fliggvényhez konvergald sorozatot kapunk. Ez szamos
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kozelitd eljaras alapjaul szolgélt, melyek vizsgélata az approximacidelmélet, az analizis egy napjainkban is
fejlodo aganak témakorébe tartozik. Ebben a Fejezetben ezzel az 6sszegzéssel foglalkozunk.

2.1. Fejér Tétele
2.1.1. Fejér-féle magfiuiggvény
Legyen J 2% szerint periodikus, folytonos fiiggvény. A fliggvény trigonometrikus rendszerre vonatkozo

Fix)ra C%D + Z[ax cosxx +A, sin mr) (xeR)
1=l

Fourier-sora nem feltétleniil konvergens. A sor Cesaro-Osszegezhetdségét fogjuk vizsgalni. Az # -edik
részletdsszegekre vonatkozd

Caley =%JU(x+f) tfE- DG d xel aelN)

Dirichlet-formulaja alapjan a szamtani kézepekre

(S M+ + (5,1 _

n+l

D@+ +D®
+1

(@ )(x= ?lrll‘(f(ﬂi)”ff(x-i))

A GS2EN) G oat elemeit a figgvény Fejér-kozepeinek nevezziik. Vezessiik be a

go=200" 00 (. paen
! n+1 ’ (6.2.1)

KH

jelolést. A fuggvényt 2 Fejér-fele magfiiggvénynek nevezzik.

A Dirichlet-magfliggvényhez hasonléan a Fejér-féle magfiiggvényt is zart alakba tudjuk irni:
6.2.1. Lemma. A Fejér-féle magfiiggvenyre érvényes a

) 2?€+1
s 4

£ (1) =—21 (teR\(2kmke T} ne H)
2(?@+1)5in2§£

(6.2.2)
eléallitds.

1
dsin—t
egyenlet mindkét oldalat 2 -vel megszorozva kapjuk, hogy. Ekkor az addicios képletek alapjan

4Kx(f)sin2%f = 27124sin2£= ! Zcosh‘—cos(ﬁ:ﬂ)::
k=1

2 ?€+1k,=|3

Z2sin—t
= _1'_1(cosO—cosz)+(cosz—cos2z)+(cos2z—cos?>£)+__.+
#
+1
1 zsing%f
+ i +1H=—(1- +lf =
{cosni —cos(r+1)8) ?z+1( cos{a+1)8) e

ahonnan az allitas egyenletrendezéssel adodik.

O
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Szummaciods eljarasok

A zart alakbdl illetve az értelmezésbdl azonnal leolvashatok az alabbi tulajdonsagai a Fejér-kozepeknek:

1) %@ 20¢eR) (g wajdonsaga miatt a Fejér-féle magfiiggvény sokkal kezelhetébb a Dirichlet-félénél.
Ezen a tulajdonsagon mulik, hogy a részletosszegek szamtani kozepeivel vald Osszegzés a Fourier-sorok
esetében sokkal hatékonyabb a kozonséges dsszegzésnél.)

x 1 » T ?T
K ()dt = D E)dt=—.
[ P =3

)

_n+l
?) K"(O)_T(KEN),

(4) Minden 0 < < 7 esetén

M () = mank, () i;% 0 (n— o)

T 2 Dein®g

(6.2.3)

A (2) tulajdonsag alapjan kapjuk, hogy minden * < ¢s # € M egetén

(G ) - f ()= %:[(f(x SO+ Fla-0) - 2 (RN, (0 de = }TJ@ O, ) d,
(6.2.4)

ahol

gE)=sx+n+flx-n-27x (xnieR)

2.1.2. Fejér-Tétele

Az eldbb vizsgalt tulajdonsagok felhasznalasaval be tudjuk latni az alabbi tételt.
6.2.2. Tétel (Fejér-Tétele).Legyen 7 2% szerint periodikus, integralhato fiiggvény.
i) Minden olyan # pontban, ahol 7 bal- és jobboldali véges hatarértékei 1éteznek,

Jlx+ 0 +7(x-0)
2

(@ )z — o2 — o).

ii) Ha s valamely (4. 2] art intervallumon folytonos, amibe beleértjiik, hogy az @ pontban balrél, a # pontban

jobbrol is folytonos, akkor ezen az intervallumon a Fejér-kdzepek egyenletesen konvergalnak az /
figgvényhez, azaz

af=F B—oe)
Bizonyitdas.

i) Tekintsiink egy olyan * pontot, amelyben < (£ 0} & F(x=0) 5 1¢tezik. Feltehetjiik, hogy

_Sx-0+ flx+ 0)

Fix) 5

ugyanis 7 Fourier-sora nem valtozik, ha a fiiggvényértéket egyetlen pontban megvaltoztatjuk. Ekkor
@EI=Ffx+)+flx-0-2/(0—=0 =0,

ezért barmilyen €7 U szdmhoz létezik egy £-t6l és * -6l fiiggd U = = T szam, melyre
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@ ©)<e ha |t]<d

A (6.2.4) Fejér-formula alapjan
(@ )2 - = %j‘@@)ﬁ (£)de+ %:[f?’-‘x (), (8) di,

melybdl a haromszdg-egyenldtlenséget, a magfiiggvény nemnegativitasat, tovabba a magfiiggvény (2)
integraljat felhasznalva kapjuk, hogy

| 2~ x| il!l@%(é)lﬁx(ﬂdﬁ +ll| @ K2y di <
kil kil

1° 17
< |gE i) di+— | & (8t £
- L () ﬁll%()l L ()

sf:[mzm:iﬂfumbmz>|dr=
Fia i

+

A I AT LIRS

2| oy
H=

(6.2.5)

Mivel (6.2.3) alapjan My D) =0 han —0 ezért létezik olyan & €M hogy ha # > &, akkor
|t i) - Fix = e,
amivel az allitast belattuk.?

ii) Mivel / folytonos a korlatos és zart [a.2] intervallumon, ezért ott egyenletesen is folytonos, tovabba mivel
az @ pontban balrdl, a # pontban jobbrol folytonos, ezért barmilyen £* 0 szamhoz talalhat6 olyan £-t6l fiiggd
&> 0 szam, hogy

ha x'ela,b], és |x'—x'|=d8, akkor |f(x%-F(x"|= g
Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
12O f x-SR+ fx-0)- (R |<e. ha xelad] & €[0,8).

Mivel & 27 szerint periodikus fiiggvény, ezért

JI@x(i)Idi iJIf(xH)Ifi“JIf(x-Q|dﬁ+2J|f(X)|df=

¥tEL = d=du - = ft=du

+x K—x ¥+

= [|feldu= [| S0 |du+2m] ()= [|7@)]du+2m|S(2)]<

< }|f(u) | du + 27TM,

ahol ¥ =max{| /(x| x€labl}s 5 kapott két eredményiinket a tétel 1) részének bizonyitasanal hasznalt
(6.2.5) becslésénél alkalmazzuk. Ekkor egy #* -tdl filiggetlen # kiiszobindexet taldlunk, melyre

(&N - Fm) € han>M g *€ [a.5] , tehat az egyenletes konvergencia valoban teljesiil.

Ezzel Fejér tételének bizonyitasat befejeztiik.

sAz M kiiszobindex a @ -tol valo fliggdsége miatt * -t6l is fligg.

‘Az S fuggvény folytonos a korlatos és zart [a.2] intervallumon, ezért Weierstrass-tétele alapjan a maximum létezik
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O

Fejér tételébdl néhany fontos kdvetkezmény azonnal adodik:

6.2.3. Kovetkezmény. Legyen 7 a4 valés szamok halmazan értelmezett, 2% szerint periodikus, integralhatd
Jfiiggvény.

a) Ha az s figgvény Fourier-sora egy olyan * pontban konvergal, melyben S+ 00 os Fm =0 goldali
1
EU(XD +0)+ Fix —0)

hatarértékek 1éteznek, akkor a Fourier-sor Osszege sziikségképpen
meg.

értékkel egyezik

b) Ha / folytonos fiiggvény, akkor
i) tetszOleges pontossaggal egyenletesen megkozelithetd Fourier-sora részletdsszegeinek szamtani kozepeivel °;

il) tetszéleges pontossaggal egyenletesen megkdzelithetd trigonometrikus polinommal.®

c) Ha léteznek .3 al6s szamok, melyekkel minden # <M és minden € F-rg SFEIEM akkor
mi i) AM (xeB,ne M)
Bizonyitas.

a) Ha 7 Fourier-sora az ™ pontban konvergal az & € szamhoz, akkor 6.1.2. Tétel alapjan a Fejér-kozepek is

L r a0+ 7 (xy -

konvergalnak, és hatarértékiik szintén & . Fejér tétele alapjan viszont a Fejér-kdzepek 2

1
L aE (S O+ Fm - O)
hez tartanak, tehat sziikségképpen 2 .

b)

i) Mivel 7 q teljes szamegyenesen folytonos, ezért Fejér tétele alapjan az egyenletes konvergencia a teljes
szamegyenesen teljesiil.

i) A Cesaro kozép 6.1.3. Megjegyzésben mutatott eldallitasa alapjan

e
1-

(a, coshx +h sinkx) (xelRneHM),
n+l

(/)0 = Z[
=1
azaz az #- Fejér-Osszeg egy * -edrendil trigonometrikus polinom.
c) A Fejér-féle magfiiggvény (1), (2) és az integral tulajdonsaga alapjan:
= [& @ < (0, 1)) = 1 [+ K (e < Ml [ (0 =1
ﬂ——x ﬂ——x ?T—x

O

6.2.4. Megjegyzés. Nem sokkal azutan, hogy Fejér az eredményét kozolte (1900), Lebesguenek sikeriilt a tételt
tovabbfejlesztenie (1905)":

SEzt a tételt Fejér-féle approximacio-tételnek nevezziik.
Ezt a tételt Weierstrass masodik approximacié-tételnek nevezziik.
A bizonyitas megtalalhato [13] 357. oldalan.
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6.2.5. Tétel (Lebesgue-Tétele).Mind: 5 27 szerint periodikus, Lebesgue-integrdalhaté / fiiggvényre a < Fejér-

féle kozepek majdnem mindeniitt az  fiiggvényhez tartanak. Specialisan minden olyan pontban konvergencia
van, ahol

.lk
lkin%;t[lavxi-f)Iaf-f=0
- (6.2.6)

feltétel teljesiil.

2.2. Fourier-sorok Abel-0sszegzése

A Fourier-sorok elméletében az Abel-féle 6sszegzéssel mar Fourier kortarsa, Poisson® foglalkozott. Poisson a
réla elnevezett

I
f(r,x)='!‘f(£) 1-r dt (pe01),Fel, xR

1-Zrcos(t—x) +7°

integralnak a hatarértékét vizsgalta abban az esetben, ha 7 monoton néve 1-hez tart. Bebizonyithato (lasd [13]
361. oldal), hogy ez az integral megegyezik az

% +Zrk (e, cosux + b, sin ux)

2 1=1
végtelen sor Gsszegével, ahol % (ne M) , by neN) Gamok az Fiiggvény Fourier-egyiitthatoi, igy a
probléma valdban a Fourier-sorok Abel-6sszegzésével ekvivalens.

Felhasznalva a Fourier-sorok szamtani kozepeinek konvergencidjara vonatkozd 6.2.2. és 6.2.5. tételeket,
Frobenius 6.1.6. tétele alapjan az Abel-koézepekre vonatkozo alabbi konvergencia-tételek azonnal kovetkeznek.

6.2.6. Tétel. Legyen J 2% szerint periodikus, integralhato fiiggvény.

i) Minden olyan # pontban, ahol 7 pal- és jobboldali véges hatarértékei 1éteznek,

fisn s 0y = SO TSETD

= l- 2

(2. 2] art intervallumon folytonos, amibe beleértjiik, hogy az @ pontban balrél, a # pontban

ii) Ha s valamely
jobbrol is folytonos, akkor ezen az intervallumon az Abel-kdzepek egyenletesen konvergialnak az /
fiiggvényhez &= ® =7 = Lr =1 4707 minden pozitiv € szamhoz 1étezik 7 =1 szdm, hogy minden

x€[a.8] egeten

| flrx)—Fix)=e, ha r=p<l

xE [a.h]

iii) Majdnem minden esetén

lim.f (. 1) = f (x),

specialisan minden olyan pontban, ahol (6.2.6) feltétel teljestil.

#Siméon Denis Poisson (1781-1840) francia matematikus, fizikus.
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7. fejezet - Fourier-transzformalt

Ebben a fejezetben a Fourier-transzformaltat és inverzét fogjuk bevezetni. A Fourier-transzformaltat ugy is fel
lehet fogni, mint a Fourier-sorok folytonos valtozatat. A Fourier-sor a jelet (fliggvényt) a [=7. 2] intervallumon

egész frekvencidval rendelkezs jelek ( S} | £9s(2) ) qruperpozicisjakeént allitia eld, melyek egész
frekvenciaval rendelkeznek. A Fourier-transzformalt egy nem véges intervallumon érkezd jelet (egy nem véges
intervallumon értelmezett fiiggvényt) bont fel ugyanazon az intervallumon értelmezett jelekre, melyek
frekvenciaja tetszéleges valos, vagy komplex szam lehet. A Fourier-transzformaltnak nagy jelentdsége van a
wavelet-konstrukciokban.

A fejezetben eldkeriilé vj fogalmak: Fourier-transzformalt, transzlacidé operator, dilaticio operator, modulcio
operator.

Sziikséges eldismeret: 2. fejezet, 4. fejezet.

A fejezet elsajatitasahoz sziikséges ido: 3 tandra + 3 o6ra 6nallé munka.

1. Formalis hataratmenet Fourier-sorbol

(—7T,7)

A 4.1.4. fejezetben lattuk, hogy barmely valdos vagy komplex értékii intervallumon értelmezett,

7
négyzetesen integralhatd (feil fiiggvény komplex Fourier-sorba fejthetd:
Flaye Yae®™ (xe(-mm),
k= -
ahol

¢, = %T ]‘f (e M@t (ke

A Fourier-sor Z' -norméaban eléallitja az s fliggvényt és érvényes a Parseval-formula:
[lf@Fdr=2m> e
i k=

Tekintsiik a “ %7 intervallum helyett a (~@. @) intervallumot, ahol 0 <@ < &g ezen az intervallumon
négyzetesen integralhatd s figgvényt. Linearis fliggvény-transzformacié alapjan kapjuk, hogy az

AE=7E8
' x 7 eI fiiggvény a (=77 intervallumon négyzetesen integralhatd. Alkalmazzuk Sire a

£=Zx

fenti 6sszefiiggéseket, majd irjuk be a @ helyettesitést. Ekkor azt kapjuk, hogy
= ik
Flxym Dee = (xe(-e.a@),
ko
ahol

1 “ —ikZr
ck=%‘|‘f(.ﬁ)e @ ot ked

A Fourier-sor £ -norméaban eléallitja az f fliggvényt és a Parseval-formula az

[1700 P dx= 203 |6,
Ea [
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Fourier-transzformalt

alakot olti.

Vezessiik be a

R T
8= 7= [S0 Mm(?.l_l)

jelolést. Ekkor
e

és az el6bbi Osszefliggések a kovetkezo alakba irhatok: A

[ ] (xei(—@a)
Nz H (7.1.2)

végtelen sor I} -normaban eléallitja S et és

2

w w
jlf(x)l dx = Zg‘g[kg] .

k=

(7.1.3)

Tekintsliink most egy, az egész szamegyenesen négyzetesen integralhatd f fiiggvényt. Minthogy ez minden
véges intervallumon is négyzetesen integralhatd, ezért az el6zd Osszefliggések érvényesek lesznek minden

(=%, @) intervallumon. Kérdés, hogy nyerhetiink-e ezekbdl az Gsszefiiggésekbdl @ —+ hataratmenettel olyan

Osszefiiggéseket, melyek az egész szdmegyenesre vonatkoznak?

A (7.1.2) és (7.1.3) képletekben

N Gk (5= @)
x;o (7.1.4)

osszegek allnak, melyek 9 = U esetén formalisan a
IG(u)du

integralhoz tartanak.

Ez alapjan # —*© hataratmenettel az 6sszefiiggéseink formalisan a kovetkezékbe mennek at:

1 ® ;
— —w!d R
gilu) N if(f)é i (uel), 7.15)

1 e
fix)=—— [gl)e™du  (z=R),
\’E?Tl (7.1.6)

[1FG dx= [ gt du
= % (7.1.7)

Hangstlyozzuk, hogy az eljarasunk tisztdn formalis volt, bizonyitd erével nem bir. Nem vettiik ugyanis
figyelembe, hogy (7.1.1) alapjan € maga is fiigg @ -tl, ezért (7.1.4)-ben olyan 6sszegek szerepelnek, ahol & is
fiigg ¢ -tol. Ezen kiviil nem vettiik figyelembe azt sem, hogy (a (7.1.2) végtelen sor nem pontonként, hanem
négyzetintegralra konvergens.
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A (7.1.5) és (7.1.6) képletek az ¢ eldjelétd] eltekintve az J ésa ¥ fiiggvényekre nézve teljesen szimmetrikusak,
ezeket Fourier-féle inverzios képleteknek nevezziik. Fourier jutott ugyanis el6szor ezekre az eredményekre,
szintén formalis hataratmenettel a hévezetésrol sz616 nevezetes vizsgalataiban (1822).

A képleteknek az ad jelentdséget, hogy nem periodikus fiiggvények (jelek) is kifejezhetdk egész menetiikben az
g% &5 ezzel egyiitt a £Os%- sinik- fiiggvények ,,szuperpozicidjaként”, ahol %€’ tetszéleges valos szam.

Fourier 6ta a fenti Fourier-integralokat is sokat vizsgaltak a matematikusok. Ha (7.1.5) és (7.1.6) képletek jobb

oldalan allo integralokat, mint ,,improprius” integralokat értelmezziik, azaz mint a a2, véges

&, @y — o«

intervallumon vett integralok hatarértékeit, ha , akkor bizonyos nagyon szabalyos J figgvények

esetén sikeriilt a képletek érvényességét bebizonyitani. Akdrmilyen, négyzetesen integralhatd f fliggvény
esetén a részintegralok viszont nem konvergensek a kozonséges pontonkénti konvergencia értelmében. Ez
persze nem is varhatd, hiszen Fourier-sorok esetén is csak a négyzetintegralra valdé konvergenciat tudjuk
ilyenkor garantalni, a pontonkéntit nem.

Ha a képletekben szerepld integralokat a részlet-integralok atlagos integraljaként tekintjiik, akkor az
Osszefiiggések minden négyzetesen integralhatdo fiiggvény esetén érvényesek lesznek. Ezt Plancherel®
bizonyitotta 1910-ben. A bizonyitas megtalalhato [13]-ben.

"y

2. Integralhaté fuggvények Fourier-transzformacidja

Ebben a fejezetben a szamegyenesen Lebesgue-integralhaté fliggvények esetén bevezetjik a Fourier-
transzformaltat és megvizsgaljuk milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik.

7.2.1. Definicié. Legyen /' a valés szamok halmazan értelmezett, Lebesgue-integralhaté fiiggvény
&Ly = L) Azt fiiggvény Fourier-transzformaltja alatt az
. 1 " .

(Fax)=F(m=—= [FQ)eTdt (xeR)

Ve J,, (7.2.1)
fiiggvényt értjiik.
A (7.2.1) definicidban szerepld integral valoban létezik, mert J@e™ el

i i

| Fe)e™ H S |, tovabba |7 | is Lebesgue-integralhato, ezért JBe™ teR) i integralhato R -en.

mérhetd, és mivel

A Fourier-transzformacid néhany egyszerii tulajdonsagat foglalja a kovetkezd
7.2.2. Tétel.

i) A Fourier transzformacio egy linearis leképezés, azaz
Flf+g)=F(f)+Flg. (f.gel)

FlAf=AFN (Ael, Ffel)
i) Az 7= fiiggvény folytonos.
- lim F (%) = lim ()2 =0

|||) ¥t x—= o .
Bizonyitas.

1) Az integralra vonatkozé miiveleti tulajdonsagok miatt trivialisan teljesiil.

i) Az exponencialis fliggvény folytonossaga miatt

*Michel Plancherel (1885-1967) svajci matematikus.
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= sl xR,

limf(z)e—érih.kj zlimf(g)e—in:mk:l, &g ‘j-(z)e—i?(x+k:|
k=0 k=0

tovabba - € L, tehat a Lebesgue-féle konvergencia-tétel alapjan a hataratmenet és az integralds sorrendje

felcserélhetd, tehat minden * € esetén
(Fx+ = (FHix) -0,

Fr

azaz valdban folytonos.

L » . L limF@D= lim (FE =0
iii) Mivel ¢ =costx —isinfx | ezért az 5.2.1. Riemann-Lebesgue lemma alapjan rb bt is
teljesiil.

O

A 77 intervallumon értelmezett Lebesgue-integralhato s fliggvény trigonometrikus Fourier-sora esetén a

“71) mérik. Hasonloan

% (FEZ) Fourier-egyiitthatok az s fliggvény % frekvenciajii komponensét (", xel
a valds szdmok halmazan értelmezett Lebesgue-integralhato / fliggvény esetén S S 4 frekvenciaja
komponensét méri, ahol 4 € Tehat, ha s véges intervallumon értelmezett fliggvény, akkor az 6 Fourier-sora
nem mas, mint 7 felbontisa megszamlalhatd sok frekvenciaji fliggvény Osszegére. Ha 7 nem véges

intervallumon van értelmezve, akkor I et kontinuumnyi frekvencidju komponensre bontjuk. Ezt szemlélteti az
alabbi példa is.

=T, 7T

7.2.1. Példa. Hatarozzuk meg a [ intervallum karakterisztikus fliggvényének U= Zrnt) Fourier-

transzformaltjat.

Megoldas. A 7.1. dbran szemléltetjiik az S = Hern fiiggvény grafikonjat.

7.1. dbra - A *-= fiiggvény grafikonja

A
Y
& ! 9
| . h | 1 o
—37 = —r 0 s Dot P

A Fourier-transzformalt definicidja alapjan

fh(x)=Lze"""dz=L im ’ __1 em‘é‘_mz\lzsinﬁx
\%_‘[ Nem[ i |, Wemo T ox

ha x=0 s
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Fourier-transzformalt

~ _ 1 b _
F _E_f,m =27

Az S figgvény s Fourier-transzformaltjanak grafikonjat lathatjuk a 7.2. abran. Mivel /' szakaszonként

~

konstans fiiggvény, és a konstans fliggvény nulla frekvenciaju, ezért varhatod volt, hogy 7 legnagyobb értékét
4= 10-ban veszi fel.

7.2.4bra-Az J fiiggvény grafikonja

v

LN N /\./\ /\./h\ AN M AT,
=3 V_2n/ Ur\jﬂ \/WW’IVM

7.2.2. Példa. Hatarozzuk meg a

0, ha x < =2 vagy x 2 2T,
Bix)={x+2m, haxe[-2m0),
2m-x, ha xe[0,2m

fiiggvény Fourier-transzformaltjat.

Megoldds. A7.3. dbran szemléltetjiik a & fliggvény grafikonjat.

7.3. abra - A £ fiiggvény grafikonja
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Fourier-transzformalt

—8 -2 —T i o 2 3m

A Fourier-transzformalt definicioja alapjan parcialis integraldssal kapjuk, hogy ha % =0 akkor

dx

® . 1 ° B 1 .
_ J‘B(z)-e‘“’dz=— (2 + e e+ (2 — )™ =
= N, _ e _
pitFIxi ¥if=e ptFlat Ve

—ixt —int
vl vt g R e L
—ix -

iz

(2;'T+f,)e‘m:| 1

o (2m- )e_m g,
r[ msxl, “'“ﬂ[ z ] o [

Gz,

2T

—ix | —ix |,

1 ak 1 ~2aix 1 al -2atr
= el ) e )= gl 2 -

[ . 2
_ 2?Tig[e 2 ] zﬁ[\/gsmm{
X 2 T ox

B0y =(2m**

tovabba

A B fiiggvény 8 Fourier-transzformaltjanak grafikonjat lathatjuk a 7.4. abran.

7.4. abra - Az # fiiggvény grafikonja
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I:‘Ei'r:lsfg v

4&&&1&&
| —_ | | I}

.
—3m —am —T 0 T D S

B oy
Az el6z6 példaval Osszevetve azt kapjuk, hogy B=N2Af™ A ket fiiggvény kapcsolatira még késobb
visszatériink.

A tovabbiakban tobbszor fogjuk hasznalni az alabbi fliggvény-transzformacids operatorokat:

7.2.3. Definicié. Legyen ' a valés szsmok halmazan Lebesgue-integralhato tetszoleges fiiggvény. Ekkor a

(T =7t+s), (sLeR)

« % transzlacié operator:
+ B, dilaticis operitor: GNO=1) (>0,6eB

 Vsmoduldcié operator W) =g07 1) (sreR) , ahol & @ ="

A Fourier transzformalt és az el6bb definialt operatorok kapcsolatat irja le a kovetkezd

7.2.4. Tétel. Minden & €& fliggvényre

i) Flr,f1= vjff’ azaz 7~ °T =W oF (se ]R)’

i) Flv, /) =1 ,F azaz Fov =1,0F (se Ry

FEN=16F  Feg=lsorF

iii) f 3 azaz s 3 el

Bizonyitas.

xrselR

i) Helyettesitéses integralassal kapjuk, hogy minden esetén
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— 1 R PR 17 -t g, 1 ; —ixju—-s) —
F(Tsf)(XJ—EJ;(TJ)@) @ dﬁ—ElﬂS’fﬂe dé—Elf(u)e du =
=4, dusdt
1

= @e‘*’ If(ﬂfwdn =" (Fx) = (v, (FN(x).

sl

ii) A Fourier-transzformalt definici6ja alapjan minden esetén

105 it 1" ;
Ff)x)=—= [F ™ e™dt =—— [F (™" dt = (Ff)(x - 8) = (L, F)(x).
2 ﬂ-[ A2 ﬂ-[
iii) Helyettesitéses integralassal kapjuk, hogy minden * € ¢és minden 5 * U esetén

- 17 et =Lt e i =— L L T e i =
FONR= o [ONO Tdi=p [Flat)e ™= [Flu)e d

u=5t,  du=sdt

1 17 %y 1
=EEJ‘J¥'(L¢)Q ! du=;[[5l.?:]f](x).

O

a

(F*ghixy= If(y)g(x-y)dy (xeR)
LY (7.2.2)

figgvényt.

Alkalmazva Fubini-tételét® kapjuk, hogy

17 *elh< | [£0)glx-r)dy|dx < [ [1F (el ddn=

= jjlf(y)g(x—y)ldxdy= jlf(y)l j|g(x—y)dxldy=llf||'llgll,

tehat 7 "€ is Lebesgue-integralhato, és érvényes az
LF*e A1 el ae (03

becslés.

A Fourier-transzformacié és a konvolucio szoros kapcsolatban van egymassal:
7.2.6. Tétel. Ha -2 B =T | ehesque-intearalhats fiigavények, akkor
F(f*g) =2 Fe

Bizonyitds. A helyettesitéses integralast, Fubini-tételét alkalmazva kapjuk, hogy minden z€ R esetén

?Fubini-tétele megtalalhato a Figgelékben (10.6 fejezet).
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(FU* )@= [ e ar=— j[ If@)g(x—y)dy]e“dF

1

= [ [F O iy = [ (SOt e ey =

. ﬁ (7)™ [gl= e iy = ﬁ [/ [l dndy =

-

= em(FF)z)(Fe)z).
O

Megjegyezziik, hogy a tételben bizonyitott kapcsolatot szemléltetik 7.2.1. és 7.2.2. példak, hiszen a [~ 7]

intervallum karakterisztikus fiiggvényének énmagaval vett konvolicidja éppen a & fiiggvény.

3. Inverzidés formula

Ebben a pontban avval a problémaval foglalkozunk, hogy hogyan lehet az integralhato fiiggvényeket Fourier-
transzformaltjukbol visszaallitani. Ez a harmonikus analizis egyik legfontosabb, sokat vizsgalt része, melynek
mi csak egy igen specidlis esetével foglalkozunk. Nevezetesen olyan integralhato fliggvényekbdl indulunk ki,

melyek Fourier-transzformaltja is integralhato, azaz ST € Ly g teljesiil.
Azl fiiggvény integralhatosagabol nem feltétleniil kovetkezik s integralhatosaga. Erre mutat ra a kdvetkezd

7.3.1. Példa. Hatarozzuk meg az S = Yean ” Tpa) figgvény Fourier-transzformaltjat.

Megoldas. A 7.5. abran szemléltetjiik az s fliggvény grafikonjat.

7.5. abra - Az / fiiggvény grafikonja

-1

A Fourier-transzformalt definicidja alapjan

}e'mdz -1

A1
f(x)_E_a ﬁ

Je g =
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_z " s ]® ik, imd _
_ 1 e 1 e | _ 1 ¢+ 22\/2 cosAx—1
| —ix S| i |, e ix T r

-z

ha x=0 ¢s

YOO B S
f(O)—E:[ldz EJM_U'

-

Az ¥ figgvény 7 Fourier-transzformaltjanak grafikonjat lathatjuk 7.6. 4bran. Konnyen ellendrizhetd, hogy
nem integralhato [ -en.

7.6. dbra - Az J fiiggvény grafikonja

05
-1

15

Az alabbi inverzios tétel bizonyitasa megtalalhato [7]-ben.

7.3.1. Tétel (Inverzios tétel).Ha Fod is a valos szamok halmazan integralhato fiiggvények f.fe L’*), akkor
majdnem minden * € R pontban

1 %
Fxy=—— [fae"dt.
A2 ;[,
Megjegyezziik, hogy a tétel analogonjat trigonometrikus sorok esetén mar bebizonyitottuk (5.1.2. tétel).

Nevezetesen, haa 27 szerint periodikus, integralhato S figgvény trigonometrikus Fourier-egyiitthatdi abszolut
értékeibol képzett numerikus sor konvergens, azaz £ _beli, akkor a Fourier-sor Osszege az s fiiggvény.
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8. fejezet - Diszkrét Fourier-analizis

A Fourier-transzformalt és a Fourier-sorok hasznosak a folytonos fiiggvények elemzésénél, sok alkalmazas
esetén azonban a vizsgalando jelek diszkrét adathalmazok. A diszkrét Fourier-transzformalt segitségével
diszkrét jeleket vizsgalhatunk.

A fejezetben eldkeriilé uj fogalmak: diszkrét skalaris szorzat, diszkrét komplex trigonometrikus rendszer,
diszkrét Fourier-transzformalt, konvolucio.

Sziikséges eldismeret: 7. fejezet, komplex fliggvénytan alapjai, numerikus integralds, matrix- és vektor-
miiveletek. Nem nélkiilozhetetlen a témakor megértéséhez, de elényt jelent a MatLab-programcsomag ismerete.

A fejezet elsajdtitasahoz sziikséges idd: 2 tandra + 2 6ra 6nallo munka.
1. Diszkrét Fourier-transzformalt

Tekintsik az 2192712 C folytonos fiiggvényt, és osszuk fel a (%27 intervallumot 7 #EN) egvents
&

részre. Ekkor két egymast kovetd osztopont kozti tavolsdg * , az osztopontok halmaza pedig

2T 27T
Tz{fu = 0,1‘.-1 =?""’f’j‘=Tj""’z?¢ = 2;'1—}

A £ fliggvény folytonossdga miatt a [0.27] intervallumon vett integraljat tudjuk az

2x * . .
[ECER Zw (b =t) = 2—”[%) fglt)+ g+ @]
31 " (8.1.1)

dsszeggel kozeliteni, melyet trapéz-formulanak neveziink. Az elnevezés oka, hogy ha € nemnegativ valds
dx

gl
értéki fiiggvény, akkor az integral geometria jelentése alapjan '[ a gorbe alatti sikrész teriiletével egyenld,
a 8.1. abran feltiintetett trapézok teriiletének 6sszege pedig éppen a (3.1.7. Tétel/iii)) formulat adja.

8.1. abra - A trapéz-formula soran hasznalt trapézok
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Diszkrét Fourier-analizis

A
gt}

i,

to|=0 iy iz tiy t; tp = 2m

Ha a 2B =T figoveny 27 -szerint periodikus, akkor (Y =8 &g a (3.1.7. Tételiii)) Ssszefiiggés a
kovetkez0, egyszeriibb alakban irhatd:

1 ix 1 -1
— (glods ~=>glt.).
o JF 2 (8.1.2)

Legyen 7 27 szerint periodikus, valos értékii folytonos fiiggvény. Alkalmazzuk a (8.2) trapéz-formulat /
(4.1.13) komplex Fourier-egyiitthatéinak kozelitésére, tovabba hasznaljuk ki, hogy az integralast az integrandus

periodicitisa miatt barmely 27 hosszisagu intervallumon végezhetjiik:

iax . n-1 R WELr
ck=2ij‘j(z)e‘mdz%lz,r’ @]e * (ke
d AR (8.1.3)
27§
. y.i":zf[_] EETE
Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket: # ) és #=e " Ekkor

-1 | o S i
g, ™ —Zyj.m“' (ke T,
el (8.1.4)

27 f
f=—
Ha ismerjiik < helyettesitési értékéta °  # €0 2710 soni0kban, akkor a (8.1.3) dsszefiiggés alapjan
ki tudjuk szamitani a % -adik Fourier-egyiitthato kozelité értékét. A kovetkezOkben a (8.1.4) sszefiiggés jobb
oldalan szerepld 0sszeg segitségével fogjuk értelmezni egy periodikus jel diszkrét Fourier-egyiitthatoit.

Vegyiik észre, hogy ha a (8.1.4) jobb oldalan % helyett %+ # -et irunk, akkor az Gsszeg értéke valtozatlan marad.

—1xi A
@ = [e ] =gt =1
Valoban, felhasznalva az Osszefliggést, azt kapjuk, hogy

1 -1 — ik 1 21 —f—n 1 -1 —k
;2 ua).i"m __ED;)J"?J -‘E—-—_Z;)J'm :
=

niE T nFE

)

Ebbdl kovetkezik, hogy az
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Diszkrét Fourier-analizis

kel ,

Osszeg nem approximalja “%-t, ha £ =% mivel (s -szerint nem periodikus sorozat. Valdjaban ez a

kifejezés csak akkor kozeliti jo1 “%-t valamely % -ra, ha % elég kicsi # -hez képest, mert a trapéz-formula akkor
biztosit pontos kézelitést, ha a 1épéskoz 27/ % elég kicsia * frekvencidhoz képest.

1.1. A diszkrét komplex trigonometrikus rendszer

A2 =1 N n22) gqveniet megoldasait # -edrendii egységgyikiknek nevezziik. (Szimuk éppen #.) Az 7 -
edrendll egységgyokok trigonometrikus alakja:

Rk _ 2

2, =cos ol 4isn X =g (ke(0,1,...n-1})
# e
FEL]
A Moivre-képlet alapjan a gyokok kifejezhetok az @=n=e’ hatvényainak segitségével. Igy
k
@t = [cosz—ﬂ-ﬂsinz—ﬂ-] = coszk—ﬁ+isin2k—ﬂ- Peef0,1, . ,x-11)
e # # e

Az egységgyokok képei a komplex-szamsikon az egységkorbe irt # -oldalu szabalyos sokszdg csucsai lesznek.

8.2. abra - 7 -edik egységgyokok
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Il
A

o

zQ g:}

Az egységgyokoket ugy is felfoghatjuk, mint az
g1 =e® =cost+isint (t=[0,27]

figgvény

Mﬁ;:{U,E_‘?T %_HM}

]

b » M

halmaz pontjaiban felvett helyettesitési értékeit.

Képzeljiik el, hogy a jelet nem az egész [9.27] intervallumon ismerjiik, hanem csak az M, halmaz pontjaiban
tudjuk mérni. Az ilyen jeleket diszkrét jeleknek nevezziikk. Ezek rekonstrudlasidra hasznaljuk a diszkrét
trigonometrikus rendszert.

Az Ma R (E=C vagy E =IR) fiiggvények nyilvan linedris teret alkotnak a szokéasos fiiggvény-dsszeadassal

és konstanssal valo szorzassal. A téren értelmezhet6 skalaris szorzat is:

8.1.1. Definicio. Az M, halmazon értelmezett fiiggvények skaldris szorzatat a kovetkezoképpen értelmezziik:
Legyen 78 ¥ 2 K opor

1 — 1% 2kw 2k
{F 8, = ;%ﬂé)g(ﬂ = ;gﬂT)g(T)-

(8.1.5)
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Diszkrét Fourier-analizis

A K" téren hasonloan értelmezett skalaris szorzat alapjan (8.1.5) valoban rendelkezik a skalris szorzatnal
megkivant tulajdonsagokkal. Keresiink a téren egy teljes ortonormalt rendszert.

neM n22 . . f o a M

8.1.2. Definicié. Legyen rogzitett szam és ~* az eldbb definialt halmaz. Ekkor az

i __ _ifr _
el =6"4e{01, n 1},35Mﬂ}(8'1.6)

rendszert diszkrét komplex trigonometrikus rendszernek nevezziik.

8.1.3. Tétel. A diszkrét komplex trigonometrikus rendszer ortonormalt a (8.5) formulaval definialt skalaris
szorzatra nézve, azaz

. 1, hat=j _
(ed. 8 =-ﬁg={0, papn, GISOLn-T).

(8.1.7)

Bizonyitds. A bizonyitas soran felhasznaljuk az # egységgyokok tulajdonsagait:

. 12l !2“1 2523 2-1 —_}F, H- :
R R Y LN

Ekkor £ és -/ értékei alapjan a kovetkez6 két lehetdség fordulhat eld.

«Ha £ =7, akkor

1:!—1
(B Ehbag, = D1 =1
k=0

«Ha £7J , akkor felhasznalva a mértani sorozat elsé # elemének 6sszegképletét alkalmazva kapjuk, hogy

w )
(@)1

1
nooav -1 ’

. _ll[mﬂ—ﬂ:‘ -1
':E:w x)M _; mu—jj_l

]

ahol felhasznaltuk, hogy @’ =1,

O

Mivel a tér # dimenzids, és a diszkrét trigonometrikus rendszer # elembdl all, ezért a teljesség trividlisan
teljesiil.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a rogzitett # esetén a diszkrét trigonometrikus rendszer tigynevezett * -
periodikus jelek kozelitésére alkalmas.

1.2. Diszkrét Fourier-transzformalt értelmezése
Jeloljiik S -nel az # -periodikus komplex sorozatok (jelek) halmazat:

)

Két Sy -beli elem Gsszegét és skalarszorosat a kovetkezéképpen értelmezziik. Legyen ™ €5 g és A <K Ekkor

x+yi=(x; +y, jeL) & Ax=(Ax;, je L)

szintén S -beli sorozatok. Belathato, hogy S az igy értelmezett miiveletekkel linearis teret alkot.
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8.1.4. Definicio. Az ” S sorozat diszkrét Fourier-transzformaltja az az FI=5 sorozat lesz, amelynek % -
adik indexti elemét a kovetkez6képpen szamitjuk ki:

n-1 _jadk

_ n-1
Se=2y @ =;yj.-e N )

=

(8.1.8)

A diszkrét Fourier-transzformalt képlete a folytonos fliggvények % -adik Fourier-egyiitthatoinak analogonja. Az
_ 2T

7= =T Geo

integralas helyett itt 6sszeadas szerepel. Ha / egy folytonos jel, és 2711 méressel

kapott értékek, akkor

o PP, e % 1
Fo=2 (e =D f@ e =< fE 2y,
Foo ey (8.1.9)

és (8.1.4) alapjan a % -adik Fourier egyiitthato a % -adik diszkrét egyiitthatoval a kovetkezSképpen
approximalhato:

1.
€ ¥ — Ve
e
ha % elég kicsi # -hez képest. Belatjuk, hogy a diszkrét Fourier-transzformalt nem vezet ki az % halmazbl:

8.1.5. Tétel. Ha ¥'E 5, akkor T»() €5

Bizonyitds. frjuk fel az ¥ = 5y sorozat diszkrét Fourier-transzformaltjat:
. _ n-1 — ik _ x-1 —f — _ x-1 —k .
J’m—EJ’j'm —Eyj-m @ —Eyj-m =i,

J=0 =0 =0

tehat T*0? €5 yaloban teljesiil.

O

=y

A periodicitds miatt S et azonosithatjuk az # dimenziés vektorok halmazaval, nevezetesen minden *= *»

esetén az Ol 2o Y] vektort tekintjiikk az + sorozat helyett. Ez alapjan a diszkrét Fourier-transzformaltat
matrix-szorzas segitségével is fel lehet irni. Vezessiik be kdvetkezd jeldléseket:

(y):(.yu,yl,___,yx_l)r; @)z(j‘:D:jflr"':yAx_l)rr

legyen tovabba
1 1 1 : 1
1 @ & - o
F=1 & & - "
2
-l mm—l mﬁ:x—l) . ml:x—ljl

A konnyebb irasmod kedvéeért jelolje (k2 fenti matrix £ -adik oszlopat és mivel £, szimmetrikus matrix

xr .
jogos a kovetkezd jelolés is, mely szerint () jelolje az £ matrix + -edik sorat.

Ekkor
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1 1 1 1
L= _ . Yo
a & @ M
P —a —4 —d{x-1)
FO)=y=F0=|1 @ a @ ||n]
1 C_E}x_l C—E}zl:?e—l:l = 5(”'1F Va1

(8.1.10)

Valdban, hiszen a matrix-szorzas definicidja alapjan az ) vektor % -adik koordinataja a kovetkezoképpen
szamolhato:

— a-l _
@x:‘:(ﬂ)i’w’ﬂ:;ﬁ'wﬁﬁ (e=01,....n-1),

ami a definicioval megegyezik.

1.3. A diszkrét Fourier-transzformalt tulajdonsagai
Az alabbiakban belatjuk a diszkrét Fourier-transzformalt legfontosabb tulajdonsagait.

Ry

8.1.6. Tétel. Fat S =8 linearis operator, azaz

a) TlxF=REF RG] (myES)

b) F(An)=AF(x) (x5, 1K)

Bizonyitas. A (8.1.10) eléallitas alapjan,

a) HREN=F G A=F D+ R 0)=FEF0),

p) HUAN =F, (AN =AF (D= A% @)

Mindkét allitas igazolasanak kulcsa az volt, hogy a matrix-szorzas linedris operacio.

O

y*ze s

8.1.7. Definicié. Az V% % komplex, # -periodikus sorozatok konvoluciojan azt az * szintén komplex,

7 -periodikus sorozatot értjiik, melynek elemeire

n—1
[p*2]e =>yze,; *=01_ x-1y
J=t

8.1.8. Tétel. Legyen *-% €5y komplex, % -periodikus sorozat. Ekkor igazak a kovetkezd tulajdonsdagok.
a)Ha z az ¥ egy eltoltja, azaz %+ = Yen (F€E) aikor [F@@)], = [F), _ahol @=2"""

. . r #* 7 e . r :
b) Tetszbleges **~ €5, komplex, # -periodikus sorozatok esetén az ¥ konvolucié Fourier-transzforméltja a
Fourier-transzformaltak koordinatankénti szorzata, azaz

[Fiy*z)], =[FO ] [Fl@), *=01_.s-1)
¢) Ha ¥ € 5 sorozat minden eleme valds, akkor

[Fo), = [.’F_(y)]k (k=01
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Bizonyitas.

]
a) Legyen L' egy diagonalis matrix, melynek f84tlojaban rendre az lLoo,..@

D=dieg(1. 2.7 0™) Eyor

elemek allnak, azaz

1 1 1 1
@ ar &t 1
D F = ar a gl
L @Al m(x-lﬁ 1

=

, , . X r
tovabba minden * esetén

DF@| =|D@E )| =5 @] =a?[F@], G=01..5-1,
J g g

igy

D E (z)=aV F(z),
ahonnan az allitas kovetkezik.

b) Vizsgaljuk az igazolandé egyenl3ség bal oldalat. Az szorzat vektor % -adik koordinataja az £ matrix * -adik

ke{0,1,. . n-

* . , , , . Ie
soranak az @ "2} vektorral vett skalaris szorzataként szamolhato, azaz minden 1} esetén

-1 2l ppon-d

[Foea), =<(B),.0%2>,=33 2l =38 Syz, =
T =y =

»1 -1 2l a1

— ik —dk
=ZZ“*’J 'ys'zf—f:zzm Vi

=0 =0 J=04=0 (8111)

kel0,1,.. n-

A jobb oldalon szerepld kifejezést kifejtve minden 1} esetén

o m—l_l
[FO, [F@], =[F0 &)= [;w” : yf-] - [an g z;] =

_ n-1n-1 — ik _ H_lx_l—(jhl}i _
=>>(a" 5@ g )=3> @™ v, =
=0i=0 FEITEL]

x_1x+_;—1_jk_ n-1 :rd—l_ﬂc

= ZZ @ Vi T 2&1 RER
o F=0i=0 (8.1.12)

A (8.1.12) szamolas utolso lépésében azt hasznaltuk fel, hogy az Osszegben szerepld kifejezések * -
periodikusak, azaz barmely * -darab egymasutani tag 6sszege megegyezik.

A (8.1.11) és (8.1.12) egyenletek Gsszevetésébdl az allitas kovetkezik.

c) A £ =10 esetben az allitas nyilvanvaléan igaz, hiszen a periodicitis miatt a Fourier-transzformalt 0- és # -edik
koordinataja megegyezik és mivel ezen koordinatdk valdsak, ezért az igazoland6 Osszefiiggés fennall. Igy

elegendé megmutatnunk, hogy az £ matrix soraira

(Far=For, (k=12..2-1)
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Legyen £ {012 =1} "Exkor a % -adik sor £ -edik eleme
(F =

az #~ % -adik sor £ -edik elemének komplex konjugaltja pedig
(E)g-w =@ = gt = g%

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

O

8.1.9. Megjegyzés. A szamolas soran 8.1.8. Tétel c) pontjanak felhasznalasaval a miiveletigény jelentdsen
lecsokkenthetd, hiszen a diszkrét Fourier-transzformalt egyiitthatoi koziil elegendo6 az

koordinatakat kiszamolni (itt [/2] az #/2 szim egész részét jeloli), a vektor tobbi eleme komplex
konjugalassal szarmaztathatd. A transzformacidés matrix szimmetria-tulajdonsagainak kihasznalasan alapul az
e

un. gyors Fourier-transzformacié algoritmusa (FFT), mellyel a transzformacid
Ofnlogan)

-es miuveletigényét

-re lehet csokkenteni. Az FFT algoritmus leirasa megtalalhato [2] kdnyvben.

A diszkrét Fourier-transzformalt esetén is érdekes, hogy a Fourier-szintézis milyen feltételekkel és hogyan
alkalmazhato. Erre vonatkozik a kovetkezd tétel.

8.1.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy € 5y, Legyen FOV=Y a2 Y disshrer Fourier-transzformaltja, azaz
n-1 ik _
S=Dv @ S =F )
J=0
— olea
Ekkor ¥~ FO) a kovetkezOképpen adhatd meg:

-l:u—lA . 1 .
yj-=—Zyk-mf*®cy)=;a-<y).

# k=0
lIFH'FxZIH ri )

Bizonyitds. Elegendé megmutatnunk, hogy # , ahol “» az B™" -beli egységmatrix, hiszen ekkor
1 w1 =
— B =—FF )=

# 2

=5

A kérdéses matrix-szorzatot kifejtve:

1. =) 1 R 18, —u 1, haj=4£
Sm FE| =l REE =-Nao* e =i &y, =4, =
[';'2 ® m]ﬂ »n {( x)_; ( x)]>lm n = {x H>Mfk M 0, hzy#ﬁ

Ezzel az éllitast igazoltuk.
O

8.1.1. Példa. Osszuk a %27 intervallumot 8 egyenld részre, majd adjuk meg az alabbi, 27 -szerint periodikus
fiiggvények diszkrét Fourier-transzformaltjat:

) . 1 xe[0,m
Alxi=x, Ax)=sinzx és fz(x)={ (xe[0, 270,

-1 ze[m2m
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Megoldds. A F matrix eléallitasat elegendd egyszer elvégezni. Mivel 2 2 igy
[1 1 1 1 1 1 1 1
T U A PR R O O R
2 2 2 2 2 2 2 2
1 i -1 - 1 i -1 —i
1 —£+3‘£ — £+j£ -1 ﬁ—jﬁ i —é—iﬁ
Fe 2 2 2 2 2 2 2 2
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 - —=-i=—— i — i -1 —+i= =4 ——+i
2 2 2 2 2 2 2 2
1 = -1 i 1 - -1 i
1 ﬁ—iﬁ — —E—gﬁ -1 —£+j£ i £+;‘£
| 2 2 2 2 2 2 2 2]

A numerikus szamitasokat MatLab programcsomag segitségével végeztiik, az alabbi utasitassorral:
n=8,;

omega=exp(i*2*pi/n)

for k=1:n

for I=1:n

F(k,)=omega™((k-1)*(I-1));

end

end

x=linspace(0,2*pi,n);

yl=x;

y2=sin(x);

y3=ones(1,n);

for k=floor(n/2):n

y3(K)=-1;

end

Fyl=conj(F)*yl’

Fy2=conj(F)*y2’

Fy3=conj(F)*y3’
Ugyelni kell arra, hogy a matrixok és vektorok indexezését a MatLab mindig 1-t61 inditja, igy a programkodban

szerepld index mindig eggyel nagyobb, mint a valésigos index. igy a Fourier-transzformaltakra a kovetkezd
eredményt kaptuk:
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5 =[25.13,-3.59+8.671,-3.59+3.59,-3.59+1.4%,-3.59,-3.59 -1.49;,-3.59 - 3.5%,
-3.59-8.67i),

Fr =[0,137-3.3%,-063+0.6%,-0.5+0.25,-048,-0.5-0.21,-0.63- 0,63, 1.37+ 3.3%)

£ =[-2,341-3.41,-2i,0.59 +0.5%,2,0.59 - 0.59%, %,3.41+ 3.4%] .

a 8.3. abrakon szemléltetjiilk a feladatban szereplé harom fiiggvény diszkrét Fourier-egyiitthatdinak abszolut
értékét. Jol lathato az abrakon a 8.1.8. Tétel ¢) pontjabol kdvetkezd szimmetria-tulajdonsag.

8.3. abra - A feladatban szerepl6 fiiggvények diszkrét Fourier-egyiitthatoinak abszolut
értéke

|a]
25_

10+

35

05—

A
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EL
8.1.2. Példa. Tekintsiik az
Ffi= g (sin 2+ 2cosdi+0,dsinésin 503:1 re 0,20

utasitassal adott, a 8.4. abran lathatd fliggvényt. Szeretnénk ugy szlirni, hogy a jelet megszabaditsuk a
magasfrekvencias zajtol. Alkalmazzunk ehhez megfelel$ paraméterii diszkrét-Fourier-transzformaltat.

8.4. abra - Az 7 fiiggvény grafikonja

A

4
_—
Au
=
==
]
wue
)
[}
]
L
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Megoldas. A jel diszkretizalas[o 271 "< intervallum #=256 részre osztisaval végezziik. Mivel a zaj

frekvenciaja olyan nak=0,1,...,5 intervallum 5-nél tobb teljes periddust tartalmaz, ezért az elsé 6 diszkrét

Fourier-egyiitthatot ( ) nem befolyasolja a zaj, a jel értékes informacidinak viszont nagy részét
tartalmazzak ezek az egyiitthatok. A fiiggvény diszkrét Fourier-egyiitthatoinak abszolut értékét a 8.5. abran
szemléltetjiik, a grafikonrdl szamos informacio leolvashato.

« Mivel ¥ valés értékii fliggvény, ezért 8.1.8. Tétel c) pontjaval dsszhangban az egyiitthatok abszolut értékei
szimmetrikusak.

* Az elsé néhany (és a szimmetria miatt az utols6 néhany) diszkrét Fourier-egyiitthatd abszolit értékben

Iényegesen nagyobb, mint a tobbi egyiitthatd (| YolP#1 7| nanskes ¢g5<42128 ).

* Az 50 illetve 210 kornyéki cstics, melynek maximuma 20 koriili, feltehetéen a zajokbdl szarmazik. Mivel jelen
esetben ismerjiik a fliggvény hozzarendelési szabalyat, ez valoban dsszhangban van az zaj frekvenciajaval.

8.5. abra - Az / fiiggvény diszkrét Fourier-egyiitthatéinak abszoliit értéke

7
160

140
120H
100H

B0

B0

| N W

o] S0 100 150 200 250

gy miutan kiszamitottuk a diszkrét Fourier-egyiitthatokat, az 5-nél nagyobb indexiieket elhagyjuk. (*% — 0 , ha
5 <k =128) 3 vektor tobbi koordinatajat 8.1.8. Tétel c) pontjanak felhasznalasaval szarmaztatjuk. Az igy kapott
egyiitthatokbdl rekonstrualjuk a fiiggvényt. A szamitasokat most is a MatLab programcsomaggal végeztiik.

n=256;
x=linspace(0,2*pi,n);
omega=exp(i*2*pi/n);

for k=1:n

for I=1:n
F(k,)=omega™((k-1)*(I-1));

end
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end
y=exp(-(cos(x)).A2).*(sin(2*x)+2*cos(4*x)+0.4*sin(x).*sin(50*x));
plot(x,y,’b”)

hold on

Fy=conj(F)*y’;

for k=7:n-6

Fy(k)=0;

end

y2=1/n*F*Fy;

y2=real(y2);

plot(x,y2,’r")

Bar valos fliggvényértékek esetén a szlirés utan valds fliggvényértékeket kapnank, az esetleges kerekitési hibak

miatt sziikséges, hogy a kapott eredmény valds részét vegyiik. (y2=real(y2); utasitas)

A 8.6. abran szemléltetjiik a feladatban szerepld szlirt és sziiretlen jelet.

8.6. abra - A sziirt (piros) és a sziiretlen (kék) jel grafikonja

A
flt)
r I
i15 -
1
05 -
! ! ! Lt
] T i En
T " 7T
a4 -
A5
2 =
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9. fejezet - Haar Wavelet analizis

Ebben a fejezetben a wavelet-konstrukcié alapjaival ismerkediink meg a legegyszeriibb waveleten, a Haar-
rendszeren keresztiil.

A fejezetben eldkeriilé uj fogalmak: affin wavelet, anyawavelet, Haar skalazasi fliggvény (apawavelet), Haar-
wavelet, Haar-dekompozicid, Haar-rekonstrukcio.

Sziikséges eldismeret: 4. fejezet. Nem nélkiilozhetetlen a témakor megértéséhez, de eldnyt jelent a MatLab-
programcsomag ismerete.

A fejezet elsajatitasahoz sziikséges idd: 2 tanora + 2 6ra 6nallé munka.

1. Waveletek

Hilbert a trigonometrikus rendszer szerinti Fourier-szintézis problémaival Osszefiiggésben feltette a kérdést,
hogy egyaltalan létezik-e olyan teljes ortogonalis rendszer, mely szerinti Fourier-sorfejtés minden folytonos
fiiggvény esetében konvergens. Haar Alfréd 1909-ben igenld valaszt adott erre a kérdésre. Az altala konstrualt
rendszerrdl csak joval kés6bb deriilt ki, hogy milyen Kkitiintetett szerepe van az ortogonalis rendszerek kozott,
hiszen a napjainkban kiteljesed6 és széles korben felhasznalasra keriilé wavelet sorfejtéseknek a kiindulépontja.
A Haar-rendszert véve mintaul az 1980-as évektdl kezdve tobben is konstrualtak a jelfeldolgozasban fontos

szerepet jatszo ortogonalis rendszereket. Ebben a témakorben nélkiilozhetetlen 6tletek fiiz6dnek Daubechies® és
Gébor Dénes? nevéhez is.

9.1.1. Definici6. Az L -tér szokésos
(fer= If(XDg(XDdX

2
skalaris szorzatira nézve ortonormalt rendszereket, melyeket egyetlen ¥ L alapfliggvénybdl, az igynevezett

anyawaveletbdl transzlacio és dilatacio segitségével szarmaztathatunk affin waveleteknek nevezziik, azaz legyen
)y =222t k) (e R,k neE)

ekkor

W) = GyBom

9.1.2. Megjegyzes. A legegyszeriibb affinwavelet 4.1.4. alfejezetben bemutatott Haar-rendszer. Konnyen lathato
az is, hogy ha az anyawavelet normalt, azaz

= jw?(x)dx=1,

akkor Il =1 is teljesiil minden % és # esetén.

2. A Haar skalazasi fuggvény és tulajdonsagai

Mint azt mar 4.1.31. Megjegyzésben emlitettiik a Haar-rendszer a

ngrid Daubechies (1954-) belga matematikus és fizikus.
2Gabor Dénes (szilletett Giinszberg Dénes; 1900-1979) Nobel-dijas magyar fizikus, gépészmérnok, villamosmérnok, a holografia feltalalja.
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1
1,  has[0,-),
0.2}

wWin)=ho () =k(x)=¢-1, ha xe[%,l),
0, kil snben.

fiiggvénybdl, mint anyawaveletbdl szarmaztathato.

Szintén fontos szerepe van a waveletanalizisben az ugynevezett skalazasi fiiggvény, amelyet szokas apa-
waveletnek is nevezni. A Haar-rendszer esetében ez a fiiggvény az ugynevezett Haar skalazasi fliggvény:

9.2.1. Definicio. A

1, haxe[0,1),

PRy =h(x) = fpylxd = {0 Lilonben.

fuggvényt Haar skadlazasi fiiggvénynek nevezzik.

A 9.1. abran szemléltettiik a Haar skalazasi fiiggvény grafikonjat.

9.1. abra - A Haar skalazasi fiiggvény grafikonja

[f 05 1

Legyen £ €& egész szamok egy véges halmaza. A
[ :={je JRER ey =Zak;ﬁ(x—ﬁ:),akelﬂ,xe R}
k=

halmaz elemei olyan kompakt, vagy véges tartdji szakaszonként konstans fiiggvények, melyek szakadasai csak
egész helyeken lehetnek.

Hasonléan legyen

keZ

V= {f el Fx) =2 agx-k)a cR xe R}_

A " halmaz elemei a fél-egész helyeken lehetséges szakaddsokkal rendelkezd, véges tartdju, szakaszonként
konstans fiiggvények.

A fenti konstrukciot folytatva a kdvetkez6 altalanos definiciohoz juthatunk.

9.2.2. Definicié. Legyen - =M A
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Vo=span{@(2'x - k), ke Z, xR}

k

halmazt a 2 (K€Z) helyeken lehetséges szakadasokkal rendelkezd, véges tartoju, szakaszonként konstans
fiiggvények terének nevezziik.

Nyilvanvalo, hogy a i halmazok kozott az alabbi tartalmazasi relacio all fent:

[ Y i g Y o

Az is trivialis, hogy a tartalmazas mindig szigoru, hiszen példaul plex) e Vl, de PETIE, , ugyanis a szakadasa
1

2 -ben van. Ezt a tartalmazasi reldciot biztositottuk azzal, hogy a dilataciés egyiitthatonak 2 hatvanyokat
valasztottunk.

9.2.3. Tétel.

a7

cAz S fliggvény pontosan akkor %-beli, haa = dilataltja IP:?'-beli.

- a1 . . .
cAz S fiiggvény pontosan akkor IP:?-bell, haa if dilataltja Yo peli.

Bizonyitas. Az els6 allitas igazolasahoz tegyiik fel, hogy az / fliggvény " -beli, ekkor S elsall a
(8= _ k). ke Z xely={rd} figgvények linearis kombinacidjaként. Ekkor a 52“"j figgvény nyilvanvaloan a
(@ xk). kel xRy = (245,5) fliggvények linearis kombinacidjaként kaphato, ami azt jelenti, hogy %
fiiggvény ' 7-beli,

A masodik allitas hasonldan igazolhato.

O

(2,8 B kEZ

9.2.4, Tétel. A ) fliggvényrendszer a Vi ter ortonormalt bazisa.

127,841

Bizonyitas. Elegendé megmutatnunk, hogy T XS 2} G rtonormalt és hogy minden £ €2 &g

. ; DI 5 b kel
minden €M esetén, ugyanis ekkor a (2 gy }

nyilvanvalé kovetkezménye.

rendszer ortogonalitisa a linearis transzformacio

2
A TSl fiiggvények egységnormajuak, hiszen
o R+l
e = Iéﬁ(x —k)dx= )[ldx =1
és ortogonalisak, azaz ha & = £  akkor

(T T = I;zi-(x - x-Bdx=0,

hiszen ™% fiiggvény tartoja a %% * 1 intervallum, a %+ figgvényé pedig az [£4 * 1) intervallum, azaz a
fiiggvények diszjunkt tartojtak, igy a #& ~FHI 4 sz0rzat minden € R esetén 0.

=8 , . . 23”7-__;(,5 Q"" . ; o
Legyen - és £ €2 szamoljuk ki a 27 fliggvény normajat
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K+l
|27 2,8,8|= [ (2 6@ x-k)) dx=2' [} 1ax=1

kY

. i 2 5 4 kel ) ) .
Ezzel az allitast igazoltuk, hiszen a ¢ R ¢ s rendszer definici6 szerint a Vi tér generator rendszere és

most mar az is nyilvanvalo, hogy linearisan fiiggetlen (ugyanis barmely két kiilonb6z6 eleme ortogonalis).

O

3. A Haar wavelet és tulajdonsagai

Legyen JEN rogzitett. Az el6zdek alapjan Vi halmaz a Vi halmaz minden elemét tartalmazza. Keressiik Y

azon elemeit, amelyek nem tartoznak Via halmazhoz, ehhez a Vi halmazt a "7+ halmaz és a komplementerének
ortogonalis dsszegére bontjuk.

Legyen /=1 Keressiik a " halmaz 'p;-re vonatkozé komplementer halmazat. A komplementer teret egy ¥
fiiggvény és eltoltjai altal szeretnénk generalni, ekkor a kovetkezé két tulajdonsag egyiittes teljesiilése
sziikséges:

« Mivel Y71 ezért elball

uixy= ZaI;ﬁ(EX -8 (xR,

ahol % €1 egyiitthatok kozott csak véges sok nem nulla egyiitthato van.

« A ¥ fliggvény — mint az altala és az eltoltjai altal generalt komplementer tér barmely eleme — ortogonalis V.
ra, ami ekvivalens azzal, hogy

W T = [ Hx - k=0

minden £ 2 esetén.

A legegyszerlibb fliggvény, amely mindkét fenti feltételt kielégiti a
1
wix) = g2z —¢(2(x—5))=¢(21r)—¢(2x—1), (xelR)

ugyanis az eléallitas alapjan nyilvanvaldan WER ¢

Wwhed) =0,

mivel £=0 esetén ¥ &5 o fliggvények tartéi diszjunktak, igy a skalaris szorzat altal definialt integral
trividlisan 0. A £=10 esetben pedig a

1
2 1

W= [P = [l - fid=0
- 3

egyenléség adodik. Hasonlé modon igazolhaté, hogy a ¥ fiiggvény B eltoltjai ugyanilyen tulajdonsaggal
rendelkeznek, azaz

(T T =10 (ke del)
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9.3.1. Definicio. A ¥ E— R
wix) = 20 - d2x—1), (el
utasitassal értelmezett fliggvényt Haar waveletnek nevezziik.

A 9.2. abran szemléltettiik a Haar wavelet grafikonjat.

9.2. abra - A Haar wavelet grafikonja

05 1

9.3.2. Lemma Az
flaxy=>a@2z-k zcR
k=X
" beli fliggvény pontosan akkor ortogonalis a " térre, — azaz minden T te Z fliggvényre — ha %2 = %ams1
ha 2meZ |

Bizonyitas. Ha a feltétel teljesiil, akkor

Sl =Dy (#(2x—2k) - f(2x -2k - 1) = Doz -k  zeR
KX

kaZ

Az el6zbek alapjan T T8=0 mingen k-4€ 2 esetén, igy

g =0
Ha a feltétel nem teljesiil, azaz létezik olyan 27 €Z index, hogy %= ™ ~%u+1 akkor

(Pl =an, I:;aﬁ(zx ~ 20 f(x — m)dx + ) I:;aﬁ(zx — 2 - Vg x —m)dx =

M+\l .

= F] +
[ ldx+a
A J:w 2M+1L

+1 fes + 2
N ]
3

Ezzel az éllitast bebizonyitottuk.

O
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Jelolje i azon fliggvények Osszességét, amelyek elallnak

flay=>awiz-k)  (xcB)
fm2

alakban, ahol az % egyiitthatok kozott legfeljebb véges sok nem nulla egyiitthaté szerepel. Az elébbiek alapjan

" a %o halmaz ¥ -re vonatkozo ortogonalis komplementere és V=P B

Hasonlo modon igazolhato a kovetkezd altalanos allitas.

9.3.3. Tétel. Legyen JEN rogzitett. Jelélje L azon fiiggvények dsszességeét, amelyek eloallnak

Fly=>aw@x-k)  (xck)
fm2

alakban, ahol az % egyiitthatok kozott legfeljebb véges sok nem nulla szerepel. Ekkor a w; halmaz a Vi halmaz

Vin -re vonatkozé ortogonalis komplementere és
‘T/:-'+1 = V:i' ] FP’J
Bizonyitas. A tétel igazolasahoz az alabbi két allitas belatasa sziikséges:
1.) Barmely ~7-beli fiiggvény ortogonalis barmely “7-beli fiiggvényre.
, Vot Vo
2.) Minden olyan " #+1-beli fiiggvény amely ortogonalis ~7-re sziikségszerlien = 7 -beli.

Az elsb allitas igazoldsihoz tegyiik fel, hogy & fiiggvény ; -beli, azaz

g(x) = Zaki,m(?x—k) (xel)

kel
legyen tovabba ¥ =¥+ Meg kell mutatnunk, hogy ekkor
(g./)= [ g@ iz =0

fE P’D y <52—j'fr"1'_—ku'r> = 0

. . Loa .
Mivel 7 P:‘, ezért 9.2.3. Tétel alapjan 27 g , azaz

0= Dapla-k) @ ndx=2' [ a2 y- )7 (dr=2' [ > g0 f 0y,
ke2 ka2 ka2

y=2ir, d=d @
g oo T T
azaz a & fiiggvény ortogonalis minden " #-beli ¥ fliggvényre.

A masodik allitas igazolasat J=0 esetre a bevezetében elvégeztiik. Az altalanos bizonyitas teljesen hasonloan
végezhetd, ennek meggondolasat az olvasora bizzuk.

O

Az eldz6 tétel szerint ha /€ N rogzitett, akkor Vi tér felbonthat6 az alabbi modon:

V=W @l =W, @, &l = = & & &8k,

azaz minden < v -beli fliggvény egyértelmiien felbonthatd

f:wj_1+wj._2+__.+wu +_J'|':J
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Ssszegre, ahol WiEWa (0 LE=J) oo L€V

A fenti gondolatmenetet + ==

bizonyitas nélkiil kozliink.

hataratmenet alkalmazéasaval folytatva az alabbi tétel nyerhetd, melyet

9.3.4. Tétel. Az & fliggvényter felbonthato kompakt tartoju lépesos fiiggvények tereinek végtelen ortogondlis
direkt 6sszegére

D=l alama._ awa. .

2
azaz minden J € £ fiiggvény egyértelmiien irhat6 fel

f:j'u +iwj

=0

alakban, ahol <2 €% &5 ¥ =¥ minden £ €M esetén.

y

4. Haar dekompozicié és rekonstrukcié

4.1. Haar dekompozicié

Az L -peli £ fiiggvény 9.3.4. Tétel szerinti felbontasanak el6allitasa soran eldszor a fliggvényt egy

Fm=Sa s x4
! g (9.4.1)

alak 1épcsés fiiggvénnyel approximaljuk, ahol J elegendden nagy.

A dekompozicios algoritmus alapjat a kovetkez6 lemma szolgéltatja.

9.4.1. Lemma Minden %< E helyen és minden JEN esetén igazak a kovetkezd Osszefiiggések
B2 x) = (H2 R + 20D 2,9 4 9)

25D =R w270 12, g 4.3)

1 esetben az igazoland¢ allitasok

Bizonyitds. A J=
Pl2x) = (@) +¥x) 2, (9 4.4)

#2x~1) = (B0 ~wx) 12 (g 4.5
alaktiak, melyek a ? s ¥ fiiggvények definicidja alapjan nyilvanvaldan teljesiilnek.

Az Osszefliggések altalanos alakja azonnal nyerhetd, ha (9.4.4) és (9.4.5) egyenletekben * helyére 2% x et
irunk.

Valasszuk kiilon a (9.4.1) dsszeg paros és paratlan indexi tagjait

Fr(a =" (2 x - 2E)+ >ty (27 1 - 2k 1),
k=2

ke

(9.4.6)
A (9.4.2) és (9.4.3) Osszefliggéseket * helyett * ~k27 e felirva a

B x = 2= (B2 + @2 5k 2,9 4 7)
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B2 x-1) =2 5 -k @ 2=k 2 g 4 )
egyenleteket nyerhetjiik. Ezen eredményeket az (9.4.6) egyenletbe visszahelyettesitve
Ji® = Zam(zj‘lx k)2 x -k 2 Zaw:-;eﬁ(zf‘lx k)2 x -k 2=

_Zazk 2‘12k+1 w2y - ﬁ:)+ 2“25;+1 H2 k)= Wiy + Fi

ahol W EW, = span{r_kégj_lw, ke I} & FiaeV,= span{‘l‘_kﬁﬁ._l & ke &} .

Az eldz6 tapasztalatokat foglaljuk 6ssze a kovetkez6 tételben.

9.4.2. Tétel (Haar dekompozicio).Az

= Za}cj JT—ké‘gJ'ﬁ
kez

-beh fliggvény egyértelmiien felbonthato egy Wi -beli i és egy Vi -beli T fliggvény Osszegére, ahol

i—1!
= Z‘IE T, 53;'_1 ¢

ka2

-1
=S4 o
k=2
az egyiitthatokra pedig
R~ R v _ A
a;;:—lnz "G o il ik Pl

2

Az eljaras folytathato és igy S felbonthato Wi -beli Y2 ¢s egy Via -beli Jia fliggvény Osszegére és igy
tovabb egészen addig, mig az

j:,- =W twe gttty + 7
eléallitaishoz nem jutunk.

4.2. Haar rekonstrukcio

¥

Tegyiik fel, hogy ismerjiik az s figgvény felbontasat "° és Wi 0L nalmazbeli elemek Osszegére, azaz

j‘=1,*_;J1._1+1,<,;J._2 LU VR 3
ahol
Zamf
és
W, =Zb};"'.r_k52‘w (0247
kez

(oM ke F) & BN ke F 08 <

Kérdés, hogyan tudjuk eldallitani az egyiitthatok ismeretében az J

figgvény

f=2al'n 8 8

mad
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alakjat.

A rekonstrukcios algoritmus alapjat a kovetkez6 lemma szolgaltatja.

9.4.3. Lemma. Minden %<k helyen és minden FEN setén igazak a kovetkezo Osszefiiggések
270 = (2 + 62T -1)1 2, (g 4 0)

Y xy = (P75 - M5 - 1112 (g 410)

Bizonyitas. A J=1 esetben az igazolando¢ allitasok
#la) = (P2x) + §l2x — 11 2. 9 4.11)
Wix) = ((2x) = $(2x =10}/ 29 4.12)

alaktiak, melyek a ? s ¥ fiiggvények definicidja alapjan nyilvanvaldan teljesiilnek.

Az Osszefiiggések altalanos alakja azonnal nyerhetd, ha (9.4.11) és (9.4.12) egyenletekben * helyére 2% et
irunk.

O

Az Jo fliggvény eléallitasat felirva és abban a (9.4.11) eredményt % helyett — £ -ra alkalmazva minden x€ R
helyen a kdvetkez6 dsszefliggésre jutunk:

Sl = alfx - &y => ol (¢(2x - 2k + gl2x -2k - 1))/ 2.
K2

ka2

fgy /o minden %€ R helyen felirhat6 az alabbi alakban

Falay=al g2z -4,

i=Z

ahol

o [ hei=2k
T )e™, had=2k+1.

Hasonléan a "™ fiiggvény eléallitasat és a (9.4.12) egyenlet * helyett *= % -ra felirt alakjat 6sszevetve minden
e helyen a kovetkezd 6sszefiiggés kaphato:

wy(x) = > blx -y = >IN (g2x - 2k) - @2z -2k - 1))/ 2.
K2 K2

igy ¥ minden x€ R helyen felirhato az alabbi alakban

v (x) = D ENp(2x - £),

i=Z

ahol

oy | B hat=2k,
e
™ had =20k +1.

A kapott két eredményt dsszeadva
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Sl +w(m)=>alle@x-£)  (xeR)

=2

kaphato, ahol

] (0 .
21 = 0y pi1n = % &7, ha £= 2k,
T e -al hag=2k+1

Az eljaras kovetkezd 1épésben az el6zdekhez hasonléan Jo * Osszeg (9.4.9) felhasznalasaval

Folmy+wy(x)=>a"p@x- 8, xeR)

=2

alakban irhatd, ahol

) a};“, ha =2k,
T el haf=2k+1

ésa ™ fiiggvény (9.4.10) felhasznalasaval

wix = > b gz -8, (xel)

1=Z

alakban irhatd, ahol

=

Y had=2k,
b1 had =20k +1.

A két eredmény Osszevetve

Jolxl+w(x) +wix) = Zaﬁmgaﬁ(f x4 (x=R)

i=Z

kaphato, ahol

i1 p il .
213 = 0 4 fi1n = [ +het, b =2k,
f) f) ) a}clj_bén, b f=20+1

[m) .
A fenti eljarast folytatva az % (1&m < ) egyiitthatok szamolasara egy rekurziv algoritmus definialhat6. Ezt a
tapasztalatot foglaljuk 6ssze a kovetkezo tételben:
9.4.4. Tétel (Haar rekonstrukcio). Tegyiik fel, hogy adott az
f:fu oy Wyt

7

eldallitas, ahol

Jo= Z‘IE;UJT-J;¢
ka2

és

W, =Zb}c”f_k52,w (R
fm2

Ekkor

f=2a'n 8

f=2
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&) :
alakban irhat6, ahol az %1~ egyiitthatok az alabbi rekurziv utasitas alapjan szamolhatok minden 1<m < index
esetén:

oy el BT b =2k,

T Y S g =2k
& (A » .
9.4.1. Példa. Tekintsiik az
Flx) =240+ 2¢dx -1+ @ddx - 2) - ddx - 3) (xel)

P UL o W
1épcsos fiiggvényt. Bontsuk fel az ~ fliggvényt és ""1-beli komponensek Gsszegére.
Megoldas. A példaban szerepld s fliggvény grafikonjat a 9.3. abran szemléltettiik.

9.3. abra - A Haar wavelet grafikonja
A
Y
2
1 L
| 1 | | z =
0.25 05 075 1

R

A 9.4.2. tétel jeloléseit hasznalva ¥ =2 és
af'=2 a'=2 a® =1, =-1,
a tobbi egylitthato pedig 0.

A 9.4.2. tétel utasitasa alapjan szamolva
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121 ]
@y ta
aén —4 1 o
2
121 el
@y ta
a{” _& P —q
2
21 _ 3
@ @
bé” _ e
2
(2
B =% 7% _y
2

A t6bbi egyiitthato a szinten 0. A kiszamitott egyiitthatok segitségével ™ maris felirhato:
wy(x) = B 2x) + a2z - D = w22 -1,

Az eljarast folytatva a hianyzo egyiitthatok kiszamithatok:

in [y
@y ta
aéﬂj =t 1 5 ! =1,
(i1
@ @
B =2 5 L =1

A tobbi egyiitthato a szinten 0. Az egyiitthatok segitségével 70 és o is felirhato:
wy(x) =8 () = (x), Es S (x) =g ) = f(x),

igy

Jixy=g{x) +wix) +yi2x-1).

Az alabbi MatLab program alkalmas a Haar-dekompozicié megvaldsitasara. Ezenkiviil azt is demonstralja, hogy
a probléma egy ugynevezett helybenjaro algoritmus® segitségével is megoldhato.

N=2;

f=[221-1];

n=length(f);

for k=0:N-1

for i=0:2"(k+1):n-2
A=(f(i+1)+f(i+27k+1))/2;
B=(f(i+1)-f(i+2"k+1))/2;
f(i+1)=A;

f(i+27k+1)=B;

end;

end,

A fenti eljaras eredményeként

f=

Az ilyen algoritmusok soran az eredmény a bemend adatok helyén jelenik meg és az (ijonnan szamolt értékekkel a régi adatokat feliilirjuk.
Ez azt jelenti, hogy az algoritmus tarhelyigénye gyakorlatilag ideélis.
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1011

adédik. Ugyeljiink az adatok kiolvasdsi sorrendjére. Az eljaras soran végzet szamitasokat és adattarolasokat
szemléltettiik a 9.4. abran. Az abra minden egyes sora megfelel az algoritmus egy 1épése soran eldallitott
vektornak. A legfelsdsorban az induld adatok vektora, a legals6é sorban pedig az eredményvektor lathat6. A

B!

i
szamitasokat nyilakkal jeloltiik, zold nyillal az dsszeadést és pirossal a kivonast. (Példaul a elemhez piros

{2 _
@ Mo Td

. r r l:z:l " u 7 7 .3 rLr
nyilak érkeznek az #1 és ®1 elemektdl, ez a 2 szamolasi utasitasnak felel meg.)

9.4. abra - A Haar wavelet dekompozicio szamolasi sémaja

ag” a?| e’ |as

oV p(D oV p(D

L

i

GéP) bgl) bgﬂ) bgl)

9.4.2 Példa. Legyen az s egy 1épcsos fliggvény. Tegyiik fel, hogy ismerjiik a fliggvény eldallitasat Vo ¢ M

-beli komponensek dsszegeként:

Flx)=@(x) i) + 0wz +ylax-1)

[rjuk fel a fiiggvényt a V2 tér bazis fliggvényeinek linearis kombinacidjaként.
Megoldds. 9.4.4. tétel jeldléseit hasznalva

at'=15"=15" =05 =1,

a tobbi egytitthat6 pedig 0. Esetleg fel is ismerhetjiik, hogy a 9.4.1. P¢lda megoldasaban ugyanezt az eldallitast

kaptuk, igy azt varjuk, hogy a fiiggvény rekonstrukcié soran visszakapjuk a példdban szerepld s fliggvényt.
Most ettdl az észrevételtdl eltekintve oldjuk meg a feladatot.

12 —
A 9.4.4. tétel rekurzidjat hasznalva szeretnénk kiszamitani az % egyiitthatokat (k=01.23)

alll =gy =

=gl -3 =0

és
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al =gl epl=g
aft =al - =2,
all =gy =1,

2 _ 1 1 _
=gl - = -1
A fiiggvény keresett eloallitasa tehat

S =282 2K P - DA H P - D -$Px-3)  (xeR).
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10. fejezet - Fuggelék
1. Folytonos fuggvények

10.1.1. Definicié. Egy /& 7R (SR} fioovény az @ = & pontban folytonos, ha ¥ > 0 szamhoz létezik

5 (8(5,a)>0)

olyan & -tol és £-t6l fiiggd pozitiv szdm, hogy ¥%€# esetén, amelyre | *7E1F 9 teljesil,

hogy | fiz) - flad|= g

Nyilvanvalé, hogy ha "0 a # halmaznak pontja és torloédasi pontja is, akkor “0 pontban az J fliggvény
pontosan akkor folytonos, ha 1éteznek a féloldali véges hatarértékek és

Fix — 0= lim f(x)= F(x) = lim F(x) = F(z, +0).
= ag+

K==
10.1.2. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az & *[##1 7B fioovény szakaszonként folytonos, ha létezik az [4-%]

B=X <X <...
0 1

intervallumnak olyan *-~ S5 =8} felosatasa, melyre

i) S az %:%4) részintervallumokon folytonos minden U %% = # esetén,

+ 0

i)/ -nek minden =12 o tonontban létezik a 7 % T g S (% véges egyoldali hatarértéke.

iii) A végpontokban létezik a Jlat) ¢ SE&-0) véges egyoldali hatarérték.

5] intervallumon  és

(e, 2]

10.1.3. Tétel. Legyen az 4 [%- 1=’ o okaszonkent folytonos fiiggvény az |

= = = L L = r er ” ’ - . ’ r
tela=nen<sn=h definicioban szerepld felosztas. Ekkor s Riemann-integralhato az

intervallumon és
21 %+1

&
lf(x)dx = ZD I Fixdx.

]

10.1.4. Definici6. Akkor mondjuk, hogy az ¥ ¥ 7R figevénynek az @ €5 pontban szakadasa van, ha 7
nem folytonos az ¢ pontban. Ha léteznek a véges egyoldali hatarértékek @ -ban, akkor els6faju szakadasrol

beszéliink. Ha @~ 0=sfla+0)=4 (de Jla) #"q), akkor + -nek @ -ban megsziintethetd szakadasa van, ha
Sla=0)=fla+0) , akkor ugrasa van. Minden egyéb szakadasi tipust masodfaju szakadasnak neveziink.

2. Monoton fliggvények
Monoton fiiggvények esetén egyszeriien igazolhato az alabbi tétel:

10.2.1. Tétel. Ha 7 { PR CR) onoion fiicgvény, akkor minden @ =1 pontra & folytonos 2 -ban, vagy

I <nek ugrasa van @ -ban.

Ervényes tovabbé az alabbi

10.2.2. Tétel. Legyen F =R onoton novekeds fiiggvény és legyen I nek szakaddsa az @ =1 és bel
pontokban, ahol @ < £ Ekkor

Jla-0s fla) L flat0) 2 f(-0) s Fb) < FB+0)
Bizonyitds. Mivel 7 monoton né, ezért

J@-O=sup(fn)|x=<d} & fla+O=mb{/(x]]|x>a}
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Mivel #(x)2 f(a+0)2gy felsd korlat, ezért minden * <% esetén S FE -0 ¢ hasonléan minden % = @

esetén

Igy tetszOleges @ és & kozotti * esetén (& = x = &)
Jla+0) 2 f(x) L k-0,

ahonnan az allitas leolvashato.

O

10.2.3. Kovetkezmény. Ha FilaBl= R yonoton novekeds fiiggvény, akkor Ry g[f(&)’f(ﬁ)], ha pedig
S e 81— R monoton Csokkend fiiggvény, akkor Ry g[f(ﬁ),j(cr)].

Monoton fiiggvények szakadasi helyeinek szamardl szol az alabbi

10.2.4. Tétel. Monoton fiiggvénynek legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok szakadasa lehet.

Bizonyitas. Legyen 7 monoton fiiggvény. Minden @ =Ty szakadasi helyhez rendeljiink egy racionalis szamot

az F@~0) ¢ J@*0) 41ta] meghatarozott intervallumbol. Mivel minden intervallum tartalmaz racionalis
szamot, ezért minden szakadasi helyhez tudunk egy ilyen raciondlis szdmot rendelni. A 10.2.2. Tétel miatt
minden szakadasi helyhez kiilonb6zd racionalis szdmot rendeliink. A raciondlis szdmok e részhalmaza ¢és a
szakadasi helyek kozott tehat bijektiv megfeleltetést létesitiink. Mivel a racionalis szdmok halmaza
megszamlalhatéan végtelen, ezért ennek részhalmaza is biztosan megszamlalhatd szamossagu.

Megjegyezziik, hogy a fenti tétel nem csak monoton, hanem minden olyan fiiggvényre érvényes, melynek
legfeljebb els6faju szakadasi helye van. (A bizonyitas megtalalhato [13] kdnyvben (79. oldal.))

A monoton fliggvények folytonossaggal vald kapcsolatat szemlélteti az alabbi

10.2.5. Tétel. Minden monoton fiiggvény felbonthato egy folytonos fiiggvény és egy tiszta ugrofiiggvény
osszegére.

A bizonyitashoz sziikséges a kovetkezd lemma igazolasa.

10.2.6. Lemma. Legyenek S8 b mel veges vagy megszamlalhatoan végtelen kiilonbozdé pontok

1 1 1 1 w
LI T TS

" " "
oy VIR T . NI , L,
I -en, tovdbbd e gy MLl Uy By olyan tetszés szerinti szamok, amelyekre

w20, w"20 (#el) és Z(ux'+ux")‘:m.

el

Ekkor 1étezik olyan & - R—R fliggvény, amely folytonos minden R\ 1€1) pontban, a t&.1el} pontokban

+u

pedig els6faji szakadasa van, és ugrasanak nagysaga Uy Vi e egyezik meg. (H’dl a £ fiiggvény baloldali

g

ugrasa a =* pontban ty pedig a jobboldali ugrasa ugyanebben a pontban)

A legegyszertlibb ilyen tulajdonsagu fiiggvény a kovetkezo

g(x) = Z u, + Z u,".

nely iz nelg, 2%

Ez az adott & pontokhoz és az ezekben valé ***¥* ugrasokhoz tartozo tigynevezett tiszta ugréfiiggvény.

Bizonyitas. A ¥ fiiggvény segédfiiggvényekkel is eldallithats. Ha

T véges vagy megszamlalhatoan végtelen indexhalmazt jelol.
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0, hax<&,
g.lx = w,, hax=4&,, akkor glx)= ng (xy (xeR).
w, v, hax= £, e

A Ex fiiggvény mindeniitt folytonos a = pont kivételével. Ebben a pontban ugrasa '+t gl egyezik meg,

ezért ha T véges, akkor kdvetkezik, hogy £ véges sok pont kivételével mindeniitt folytonos.

o o
g=2g, Dl ) < . o
akkor a =1 fliggvénysort a =1 numerikus sor majoralja, ezért az abszolut és
(ne W)

Ha e Nﬂ,

egyenletesen konvergens. Ebbdl kovetkezik, hogy a £ fiiggvény ott folytonos, ahol minden &x

xeRV(E, ne N

fiiggvény is folytonos, tehat minden pontban.

Ugyanebbdl az okbol folytonos a

Hio
E"En= . &

w=1{nwm )

fiiggvény a S helyen is. Tehat & -nek ugyanazok az ugrésai a o helyen balrdl és jobbrél, mint &x-nek, azaz
u u

"
w

" és
Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

O

A 10.2.5. Tétel bizonyitasa.. Legyen s egy monoton fiiggvény, amelynek egy HcDy halmaz pontjai elséfaju

acD\H

szakadasi helyei, és / folytonos minden pontban. Mivel /" monoton fiiggvény, ezért a & halmaz

megszamlalhato.

H={&ieT}

Az figgvény & pontban 1évo

* baloldali ugrasa 4 =f(&)-fG -0

» jobboldali ugrasa "= S (&) -G 0

A 10.2.6. Lemmabol kovetkezik, hogy létezik olyan £ tiszta ugrofiiggvény, amely folytonos minden acD\H
pontban, tovabba minden & £/ pontban ugrdsa van, és az megegyezik 7 nek az @ pontbeli ugrasaval.

Kovetkezésképpen az ¥ ~ € fiiggvény folytonos a teljes értelmezési tartomanyan. Mivel & = & ~81* & gy J .
et felbontottuk egy folytonos és egy tiszta ugrofiiggvény dsszegére.

O

3. Korlatos valtozasu fliiggvények

Két vagy tobb egyez6 értelemben monoton fiiggvény Gsszege is ugyanabban az értelemben monoton, mig két
monoton fiiggvény kiilonbsége mar nem feltétleniil monoton.

Az [2:5] jntervallumon monoton figgvények kiilonbségével képzett fliggvények viszont megdrzik a monoton
[2.2]

T={a=x <5 <x, <.,

fiiggvényeknek azt a tulajdonsagat, hogy tetszdleges % = b} felosztasat véve az

[

> A~ F x|

intervallumnak, a 1 Osszegek egy, a felosztastol fiiggetlen korlat alatt maradnak.
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Az ilyen tulajdonsagu fliggvényeket korlatos valtozasa fiiggvényeknek fogjuk hivni.

a, &

10.3.1. Definicié. Egy s fliggvény az [ intervallumon korlatos valtozast, ha létezik olyan £ pozitiv valos

T={m=a<xn <. <x,=5

szam, hogy barmilyen *= M2 22 természetes szamra és felosztas esetén

HFD =;|f[xk) ~Flma)| <K

teljestil.

.....

10.3.2. Lemma. Legyen @ <c¢ <& @80 \alss szamok. Az T l@c] 7R fiiggvény pontosan akkor korldtos

valtozasu az [a.] intervallumon, ha korlatos valtozasu az [a.c] és [e.8] intervallumokon is, és

Tia, by =Tla,c)+Tic, &)
Bizonyitas. Mivel egy jabb osztépont hozzavételével a 0.7 Osszegek nem csokkennek, ezért

Tla,b) =supl{t(f.0): 1€ Fyy| =sup(elf. 0): 1€ Ry cet)=
=sup{t(f W+ 1) RE T € Ry ) =
=sup{t(f. ) T € Fpy )+ sup{e(F.0): € Ky ) = Tla,c) + T, b).

[a.s]

O

A korlatos valtozasu fiiggvények halmazaba a monoton fiiggvények és azok kiilonbségei is beletartoznak.
Jordan megmutatta, hogy az allitas megfordithato, azaz nincs ezeken a fliggvényeken kiviil mas fiiggvénytipus a
korlatos valtozasu fiiggvények csaladjaban:

10.3.3. Tétel (Jordan-Tétele).Minden korldtos valtozdsu fiiggvény eléallithaté két monoton novekeds fiiggvény
kiilonbségekent.

Bizonyitas. Legyen Jilab]—=R

egy korlatos valtozasu fiiggvény, és
T(xy=T{a,x) (x€[a,b])

Eza T fiiggvény monoton ndvekedd, hiszen ha 1 = (7,5 Ea.])

, akkor az el6z6 lemma alapjan
Tlx)-Tlx)=Tla,x) ~Tla.x)=Tla, ) +T(x.x) ~Tla.xn)=T(x,x) 20,

tovabba mivel

T{x) - Tn) =Tix, x) 2| fx) — Flxd |2 Flxg) - F(x),

ezért

T(x)~ Fx) 2T(x) - fx),

azaz a = fliggvény is monoton novekedd. Ezzel eléallitottuk S -et két monoton ndvekedd fliggvény
kiilonbségeként (f =T-T-) ).
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O

Jordan tételének kovetkezménye, hogy monoton fiiggvényekkel egyiitt minden korlatos valtozasu fiiggvény is
rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok szakaddsi helye van és a
szakadasi helyei elséfajuak.

3.1. Folytonos fuggvények differencialhatésaga

Emlékeztet6iil leirjuk a differencialhatosag fogalmat.

10.3.1. Definicio. Adott egy JH=R(HCR) fliggvény, illetve @, a 7 halmaz egy belsé pontja. Azt
mondjuk, hogy az / fiiggvény differencialhato az @ €7 pontban, ha létezik a

i Jx)—fla)
im—
¥ x =

véges hatarérték, mas néven differencialhdnyados vagy derivalt az @ pontban. Jelolés:

 Jx - Fle)
PRSI A/
[#3

li Sa).

¥ r—

Ha az /7 7R (FCR) fiooveny a # halmaz minden pontjaban differencialhato, akkor az *+>J (%)
(%€ 7] hozzarendeléssel megadott fliggvényt I derivalt fliggvényének vagy derivaltjianak nevezzik.

Arra a kérdésre probalunk valaszt adni ebben a fejezetben, hogy a differencialhatésag milyen kapcsolatban van
a folytonossaggal.

Egyszertien igazolhatd, hogy minden differencialhaté fiiggvény folytonos, viszont nem minden folytonos
fiiggvény differencialhato.

Felmertil a kérdés, hogy egy folytonos fliggvény esetén meg tudjuk-e adni, hogy maximum hany olyan pontja
van az értelmezési tartomanynak, ahol a fiiggvény nem differencialhato.

Konnyen konstrudlhatunk olyan fiiggvényeket, amelyek mindeniitt folytonosak, de véges vagy
megszamlalhatéan végtelen sok helyen nem differencialhatoak. A XIX. szazad elején a matematikusok nagy
része ugy gondolta, hogy egy folytonos fiiggvény az értelmezési tartomanyanak nagy részében differencialhato.
Ezt az allitast A. M. Ampeére bizonyitani is vélte 1806-ban. 1872. julius 28-an azonban Karl Weierstrass
sokkolta a matematikusok tarsasagat a berlini akadémian, ugyanis példat kozolt egy folytonos, sehol sem
differencialhato fliggvényre. Az eredmény nem Orvendett til szivélyes fogadtatdsnak, ez latszik néhany
matematikus megnyilatkozasabol is:

,,Régebben, ha egy uj fiiggvenyt felfedeztek, ezt valami gyakorlati célbol tették; ma kimondottan azért talaljak fel
ezeket, hogy atyadink kdvetkeztetéseire racafoljanak, s soha nem is fogjak ezeket masra hasznalni.”

H. Poincaré

Ch. Hermite pedig igy fogalmazott T. J. Stieltjesh-hez irt levelében:

., Rémiilettel és borzalommal fordulok el ettdl a siralmas fekélytol; fiiggvények, amelyeknek nincs derivaltjuk!”
Habar K. Weierstrass volt az elsé matematikus, aki publikalta ebben a témaban meglepd eredményeit, nem 6
volt az elsd, aki ilyen tulajdonsagu fliggvényt talalt. B. Bolzano pragai matematikus mar 1830 koriil konstrualt
ilyen példat, de eredményét nem kozolhette, mert ebben az iddszakban csaszari parancsra megfosztottak a
tanitds és publikalas jogatol. Az & példajat utdlagosan 1922-ben jelentették meg. 1860 koriil egy svajci
matematikus, Charles Cellérier is felfedezett egy ilyen fiiggvényt, sajnalatos modon ez is csak 1890-ben kertilt

publikalasra. Riemann-nak is voltak probalkozasai e téren, 6 nagyon hasonl6 példat talalt, mint Weierstrass.

A Weierstrass-fiiggvény publikalasa utdn nagyon sok matematikus kezdett el ujabb sehol sem differencialhato
folytonos fiiggvényt keresni.

A tovabbiakban egy fiiggvényt mutatunk, melyrél megmutatjuk, hogy sehol sem differencialhato.
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B. L. van der Waerden példdja (1530} Legyen

=31 lfgf} (re ),
»=1)

ahol (% avalés z-nek a legkdzelebbi egész szamtdl valo tavolsaga.

10.1. abra - B. L. van der Waerden példajaban osszegzett fiiggvények #=0 és #=1 esetén

A
]

05

10.2. abra - B. L. van der Waerden példa-fiiggvényének 3. részletosszege
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Megmutatjuk, hogy van der Waerden fiiggvénye mindeniitt folytonos és sehol sem differencialhato.

= {107 %)
107

Folytonossag. Az * 7 (5} (FER) fiooveny ¢s fgy a =0
o
Z 1
ezt a fliggvénysort a »=0 10*
folytonos.

figgvénysor minden tagja is folytonos. Mivel

numerikus sor majoralja, ezért egyenletesen konvergens, és az dsszegfiiggvénye is

Differencidalhatosag. A [9-1) intervallumban 1évé @ szamok tizedestort alakja a kovetkezo:
0, @@y,

Tehat

q:5;
25

0’ax+1ax+2am+3“'= ha 2oyl

X — —_
{10 ﬂ} =<1 0’ax+1ax+2am+3“'= ha Frl

. Jx) - Flal
lim————
Az fiiggvény differencialhatéo az & pontban, ha létezik a == x—a véges hatarérték. Ha nem létezik
i RS flath) - fe)

vagy nem véges a *** X~ d k=0 kb hatarérték, akkor 7 nem differencialhato az @ pontban.

@
A tovabbiakban az atviteli elvet alkalmazzuk. Megadunk olyan 0-hoz tartd Uy, 1 € N7 szamsorozatot, amelyre
az

Jlath,)-Jia)
P

sorozat hatarértéke nem létezik. A sorozat - tagja legyen
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% b w, =0,1,2,3,5,6, 78,
1
}Qm = _W ha am—49

Ha igy vélasztjuk h’”-et, biztosak lehetiink abban, hogy ha @ -hoz hozzdadjuk, akkor #-nak csak az ™ -edik
tizedesjegye valtozik meg oly moédon, hogy vagy 1-gyel n6, vagy 1-gyel csokken. Igy adodik a kovetkezo:

a, ha i
(10" (a+hy)) —{10%a} _| 1
10?! _10M+1’

ha A

Tehat

Jlath,) - Fla) _ H{10%(q + )} {10%a) w1 -l
a - a Z a hw 4 _ g 1;+10’"+1=im=1+

Azt figgvény differenciahanyadosa tehat paros vagy paratlan egész szam attol fliggben, hogy # paros vagy

pératlan. fgy ha # — ezeknek a differenciahanyadosoknak a sorozata nem lehet konvergens, tehat az /
fliggvény az ¢ pontban nem differencialhato.

O

4. Monoton folytonos fuggvények
differencialhatésaga

Mint ismeretes, a folytonossagbol nem lehet kdvetkeztetni a differencialhatosagra. A kovetkezo tétel arra mutat
rd, hogy a monotonitast hozzatéve a folytonossaghoz mar sokat megtudhatunk egy fiiggvény
differencialhatosagarol.

10.4.1. Tétel (Lebesgue Tétele).? Minden monoton folytonos fiiggvény majdnem mindeniitt differencidalhato, azaz
a kivételes pontok nullamértékii halmazt alkotnak.

A tétel bizonyitdsa soran a differencialhatosag vizsgalatdhoz /' Dini-féle derivaltszamait alkalmazzuk,
amelyeket a kdvetkez6képpen definialunk.

10.4.2. Definicié. Egy 7 @8 =B’ fiooveny € @5 pontbeli Dini-féle derivaltszamainak nevezzik a

+ ot -
D%.d7 D7 d™ g amokat, ahol

Ji- f()
&=

d* ={d f)(?f)'_llmlnf{f(é) S(x) Ee(x,x+ )y,

D" =D = lim sup{ felxat 5)}

D =N = i sup{fr 7S ee r- cm}-,

4 = f)(x)-—hmmf{ﬂ‘:) S e (x- -ﬁx)}

=0+

2L ebesgue 1904-ben kozolte e tételét, mint az altala felallitott integralelmélet egy kovetkezményét. A tétel bizonyitasahoz azonban nem
feltétleniil sziikséges a Lebesgue-féle integralelmélet. Az itt szerepld bizonyitas Riesz Frigyes nevéhez flizédik, melyet 1931-ben publikalt.
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Nyilvanvalo, hogy a Dini-féle szamok minden * pontban egyértelmiiei+es telmez—e= k, nem csak monoton,
hanem tetszbleges fliggvény esetén is. Ertékiik vagy egy valos szam, vagy , vagy

Tovabba a definiciobdl az is kovetkezik, hogy egy fiiggvény ott differencidlhato, ahol e négy derivalt szam
értéke megegyezik és véges, és

—wm 47 L0 L+, —wm gt AL Lt
A bizonyités alapgondolatat adja az alabbi

a, i)

10.4.3. Lemma. Legyen £ az [ intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, e pedig legyen azon

x€[a,b] pontok halmaza, amelyekhez létezik g X ugy, hogy g(e) = glx)

Ekkor By vagy lires halmaz, vagy megszamlalhatéan sok, paronként diszjunkt, nyilt (@20 intervallumbol all,

amelyek mindegyikére teljesiil, hogy & (@) < glhy)

Bizonyitdas. Ha £ nem iires, akkor nyilt halmaz, mivel a & (%) < gl£] egyenlotlenségbdl a folytonossdg miatt

kovetkezik, hogy a £ © (&) egyenl6tlenség teljesiil az ™ pont egy kis kornyezetében is, tehat E, minden
pontja belsé pont. Ebbdl kovetkezik, hogy £ véges, vagy megszamlalhatoan végtelen sok, paronként diszjunkt

nyilt (@ &) , &) intervallum egyesitése.?
Legyen * az egyik intervallum tetszGleges eleme (7 @) Ha belatjuk, hogy 5% <8(&)  akkor a
folytonossag miatt * % hataratmenettel a §0%) < 8L egyenl6tlenség kovetkezik. Legyen

M =max(g(e) | €[xb,]).

Ha ¥ = gl&y) , akkor nyilvanvaloan teljesiil, hogy £ (2) L gl Tegyiik fel, hogy M #2(B) Brior ket eset
lehetséges:

i) M= glx) , gy, hogy * £7 %5y Eznem lehetséges, mert *0 = & , tehat 1étezik olyan c > X, hogy
g{x) < g(£) < glby).

i) = 8% 4oy hogy ® 7O Ez sem lehetséges, mivel 5% nem lehet kisebb 8%} -nal, mert igy % is

beletartozna az £ halmazba, ami nem teljesiil.

Tehat M csak 8% val lehet egyenld. Ezzel bizonyitottuk 10.4.3. Lemmat.

O

A 10.4.1. Tétel bizonyitdsa.. Legyen 7 az [#.4] intervallumon monoton novekedd, folytonos fliiggvény. Mivel a
differenciahanyados monoton névekedd fiiggvény esetén nemnegativ, a derivaltszamok is mind nemnegativak.

Lebesgue tételének bizonyitasahoz elegendd belatni, hogy monoton ndvekedd fliggvények esetén majdnem
mindeniitt igazak a kovetkezok:

D°f <. (10.4.1)

*4 szamegyenesen adott intervallumok halmaza biztosan megszamlalhato akkor, ha egyik intervallum sem nyulik a masikba, hanem
legfeljebb egyik végpontjuk kozos. Mivel a racionalis szamok halmaza stiri a valdés szamok halmazan, ezért a vizsgalt intervallumok
halmazaban mindegyik intervallum tartalmaz racionalis szamot. Rendezziik sorba a raciondlis szamokat, és minden intervallumhoz
rendeljiik hozz4 azt a racionalis szamot, amelyik az adott intervallumba es6 raciondlis szamok koziil a rendezett sorozatban az els6. Ekkor az
intervallumok halmazat kolesondsen egyértelmii modon leképeztilk a racionalis szamok egy részhalmazara. Mivel a racionalis szamok
halmaza megszamlalhat6, és minden megszamlalhaté halmaz minden részhalmaza is megszamlalhatod, ezért a vizsgalt intervallumok
halmaza is megszamlalhato.
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D'f <df (10.42)

Ha ugyanis (10.4.2)-t a szintén monoton névekedd ~ %) fiiggvényre alkalmazzuk valamely *€ % @)

pontban, akkor mivel

DU-fl-a) =D (f(-x) & d7(-f-a)=d"(f(-2)
¢s igy

(D7 )-x) (@)=,

ezért (D7 L)) (x€(@.8)) i5 majdnem mindenitt teljesiil. Ezt (10.4.1)-gyel, (10.4.2)-vel, illetve az
elébbi definicidval 6sszevetve kapjuk, hogy

0D fLd fED Fed fsDtf<am,

is kovetkezésképpen majdnem mindeniitt teljesiil, azaz az 0Osszes derivaltszamok végesek, és egyenldk
egymassal, ahogyan korabban azt allitottuk.

(10.4.1) bizonyitasa. A tovabbiakban alkalmazzuk a kovetkezo jeloléseket:

E, ={(xela.b)|(D"f)(x) = +=}

]

B, ={xela.b)| (D" )(x)=Ct (C=0)

Az (10.4.1)-es allitas azzal egyenértékii, hogy az Z. halmaz nullamértéki.

ECE

Ha & tires, akkor a bizonyitas készen van. Ha o nem tires, akkor ¢ ahol € tetsz6legesen nagy pozitiv

szam. Ha azonban egy * pontban (D)%) > T, akkor biztosan létezik & = ¥ hely, amelyre

LIGERICI
c-x (10.4.3)

A EE=Fx) -0 (=8 foovényre a 2460 7 8] egvenlstlenség teljesiil minden X =% -re. A (10.4.3)

egyenl6tlenség (mivel £>x ) ugyanis ekvivalens a kovetkezdvel
JE-Ffxn=>Ce-x1 = JfE-SfH-C-n0>0 < g-gx)=>10

Tehat £, C By , ahol

(o b | k),

£ 10.4.3. Lemmaban definidlt halmaz, azaz £y befoglalhatd paronként diszjunkt

intervallumok rendszerébe ugy, hogy & (@) £ 2l o707
Flag) —Cay £ fa)-Ch & Ulhy —ag) 2 Flbg) - Flag)

Ebbol 6sszegzéssel, illetve felhasznalva azt, hogy egy monoton fiiggvénynek a teljes intervallumon vald
ndvekedése nem lehet kisebb, mint a paronként diszjunkt részintervallumokon valdé ndvekedéseinek Osszege,

kapjuk, hogy
C’Z(fﬁ's-, —ag) & Z(f(f?s;) —Fla)) S f(B) - fla)
kal

kel

(10.4.4)

Az (10.4.4) egyenldtlenségb6l lathato, hogy az (g by intervallumok sszhosszisaga a © szdm elég nagyra

vald valasztasaval tetszélegesen kicsivé tehetd. Tehat az £, halmaz nullamérték(i, azaz (10.4.1)-et
bizonyitottuk.

T véges vagy végtelen indexhalmazt jelol.
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-

(10.4.2) bizonyitasa. Legyen “- ' Kkét adott pozitiv szam, gy, hogy © =L g e jelolje az alabbi halmazt

Eo={xelab) (@ fix)<c«C=(D"f)x).

Elészor bizonyitsuk azt, hogy Ee nullamértékii. Tekintsik elészor csak a @ JXB ¢ feltételt. Ha a 10.4.3.
Lemmat a S =X H% fioovenyre a %74 szakaszon alkalmazzuk, akkor a fentihez hasonlo
meggondolassal kapjuk, hogy a feltételeknek eleget tevé pontok befoglalhatok paronként diszjunkt
(e 2.8 €T3 htervallumoknak olyan megszamlalhat6 rendszerébe, amely intervallumok mindegyikére igaz:

Fl) =S lay) e~ @) (10 4.5)

Masodszor tekintsiik az @2 intervallumokon beliil azon pontokat, ahol D" =C. Legyen kel rogzitett

index. Alkalmazva a 10.4.3. Lemmat a (%) =/ (x) ~Cx fliggvényre az (@24 jntervallumon, azt kapjuk, hogy

ezek a pontok befoglalhatok paronként diszjunkt ey By ) | £ET)

rendszerébe, amelyekre

intervallumok egy megszamlalhato

Clby —ay) < Flb) ~ flaw) (#€D) (10,46
F monotonitasat kihasznalva 6sszegzéssel kapjuk, hogy

CD by —ay) £ D ()~ Fla ) 7 (B — S ay).

i=T i=T

Ekkor a (10.4.5) és (10.4.6) egyenlétlenségeket figyelembe véve adodik, hogy

OO (b~ ) £ F )~ Fla) < Delh —a) =c > b —a,
kaT' k=T

kel =T k=T

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

D =(la. b ke T} & D ={(ay.b,)keT LT} intervallum - rendszerek,
1 2

125l €s 12,1 pedig ezen intervallumrendszerek Gsszhosszusagai. Az eddigi gondolatmenet alapjan fennall a
kovetkezd egyenldtlenség:

[
D)< = >l
2 1
A két eljarast valtakozva ismételve az £ halmazt lefedd intervallumrendszereknek egy
P
sorozatat kapjuk, amelyek mindegyikére igaz, hogy be van az elézébe zarva, és

IZRGIZKG IS

2n-1 n-2

Igy kovetkezik, hogy
|Z|s[%] IS] =0 ha now
In 1

Tehat ¢ bezarhato tetszélegesen kicsi 0sszhossziisagu intervallumrendszerbe, azaz e nullameértéka.

257



Fiiggeléek

Futtassuk végig a ¢ és © =) szamokat a pozil g* raciondlis szamokon. Az ezekhez tartozo
xe (g, b)lalhatoan vegtelen szami nullamertékl Fy- /iy < (0% 7)) St egyes z-se o ullamértékii. Ha egy

pontbae, &'e ¥ 2ljesil (10.4.2), akkor ott . Ekkor  és kozé beiktathato két
racionalis szam, , melyekre

(@ f)x) se=C < (D f)x).

Ekkor % része az Zec halmaznak, igy E' _nak is. Tehat azok a pontok, ahol (10.4.2) nem teljesiil, valoban
nullamérték(i halmazt alkotnak. Ezzel bebizonyitottuk Lebesgue tételét folytonos monoton fiiggvények esetére.

O

5. Monoton fuggvények differencialhatésaga

Ebben a fejezetben kideriil, hogy Lebesgue tétele akkor is teljesiil, ha a folytonossag feltételét elhagyjuk. A
monotonitas tehat szorosabb kapcsolatban van a differencialhatosaggal, mint a folytonossag.

Ha Lebesgue tételét nem folytonos monoton fiiggvényekre akarjuk kiterjeszteni, akkor eldszor a 10.4.3. Lemmat
kell ltaldnositanunk. Elegendd olyan & (@8 =B gioovenveket tekinteniink, amelyeknél minden pontban
léteznek a 8% 700 2(x*+0) goldali hatarértékek, és végesek. Ezzel a tulajdonsaggal rendelkeznek az -
monoton fiiggvények, tovabba az 1Y &g ORI fioovenyek is. Az adott € fiiggvénybél
szarmaztassuk a & fliggvényt a kovetkezképpen:

Flxy=max{g(x-0), glx), glx+0)} ke x€la.b),

Gla) = gla + 0

Gy =glh- )

A © fiiggvényre a 10.4.3. lemma alabbi médositésa teljesiil:

10.5.1. Lemma. Az ‘%) intervallumnak azon % pontjai, amelyekhez taldlhaté olyan <, ‘¢ = < =%) pont, hogy

Glx) < g(£). egy nyilt £ halmazt alkotnak. Ha £ nem iires, akkor olyan, megszamlalhaté sok @y 2) (ke D)

halmazra esik szét, amelyek mindegyikére
glag + 0) £ Gli)
teljesiil.

Az 4ltalanositott lemma bizonyitasa hasonloképpen torténik, mint folytonos £ esetében, csak itt € maximuma
helyett & maximumét kell felhasznalnunk, tovabba azt, hogy & zart intervallumon felveszi maximumat.

10.5.2. Megjegyzés. A tény, hogy az dltaldnositott lemmdban a & fiiggvény mellett & fiiggvény is szerepel, a
tétel bizonyitasaban nem okoz lényeges valtozast. A két fiiggvény a folytonossagi pontokban megegyezik
egymassal. Mivel a szakaddasi pontok megszamldlhatoan sokan vannak, nullamértékii halmazt alkotnak, igy a
bizonyitasban szerepl6é halmazokhoz barmikor hozzdavehetok, illetve elhagyhatok.

Lebesgue tételének bizonyitdsa a folytonossagi feltétel elhagyasaval.. A bizonyitasban azt hasznaljuk fel, hogy
minden monoton ndvekedo fiiggvény felbonthato két novekedd fliggvény dsszegére, oly modon, hogy az egyik
folytonos, a masik pedig tiszta ugrofiiggvény, melyet a 10.2.5. Tételben bizonyitottunk. Tiszta ugrofiiggvényre a
tétel egyszeriibben bizonyithat6.® A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy egy tiszta ugrofiiggvény
differencialhdnyadosa majdnem mindeniitt 1étezik, és U -val egyenld.

SEz a megjegyzés Csaszar Akostol szarmazik. Csaszar Akos Kossuth-dijas magyar matematikus, egyetemi tanar, a Magyar Tudoményos
Akadémia rendes tagja. Kutatési teriiletei a valos fliggvénytan és az altalanos topologia. A ,,big five"-nak nevezett 6t matematikus egyike,
nevéhez flizédik a Csaszar-féle test megalkotésa.
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z

s J (C e R*). ekedd, tiszta ugrofigy ;. Tekintsiik azoknak a | s ntoknak a halmazat, ahol s folytonos, és

, Tetszblege 7 = # + 7, szamhoz tal: iatd az  fliggveénynek olyz ¢, két novekvo, tiszta
ugrofiggvény sszegére valo felbontasa, hogy -nek véges sok ugrasa van,  pedig eleget tesz a
kovetkezd feltételnek:

S8l - Al =Ce

Ez abbol kovetkezik, hogy az s fliggvény ugrasai konvergens sort alkotnak, ezért 1étezik ennek a sornak olyan
véges részletdsszege, amelyre a maradék kisebb, mint ©'&-

Mivel véges sok ugrasi helyet kivéve s differencialhdnyadosa mindeniitt U, ezért a fent értelmezett £z halmaz
része az 5 fliggvényhez tartozo o halmaznak. Az altaldnositott lemmét alkalmazva a & (%)= A (x) - Cx
(x€(a.b)) fiiggvényre, hasonlé meggondolassal, mint ami a (10.4.4.) egyenl6tlenséghez vezetett, adddik, hogy
£, . R,

> 18y
hogy

C’Z(bk —a ) L A - Ala) < Ce

kel

is bezarhat6 nyilt (@2 intervallumoknak egy olyan rendszerébe, amelyek mindegyikére teljesiil,

Ennek az intervallumrendszernek az 0Osszhosszusaga tehat kisebb, mint £ Ebbdl kdvetkezik, hogy o

nullamértékii. Ha © -t atfuttatjuk egy U -hoz tarté szamsorozaton, akkor a megfeleld £ halmazok egyesitése is

ot =0,

nullamértékti. Tehat azok a pontok, ahol s folytonos ¢és nullamértékii halmazt alkotnak. Tehat

majdnem mindentitt D" =0 ¢ kovetkezésképpen & * =0 Mivel % s tiszta ugrofiiggvény, ezért majdnem
mindeniitt ¢~ =27 =0. {gy majdnem mindeniitt ¥ = - amit igazolni akartunk.

Ezzel bizonyitottuk Lebesgue tételét monoton fiiggvények esetére.
O
10.5.3. Megjegyzés. Mivel minden korlatos valtozast fiiggvény felirhaté két monoton ndvekedd fiiggvény

kiilonbségeként, ezért ezzel azt is belattuk, hogy minden korlatos valtozasti fiiggvény majdnem mindeniitt
differencialhato.

6. Tobbvaltozoés fluggvények

Az integralfogalom felépitését csak egyvaltozos fiiggvények esetén mutattuk be. Ebben a fejezetben kétvaltozos
figgvényeket tekintiink. A tobbvaltozds eset targyalasa hasonldan torténik.

Az integral felépitésében utanozhatjuk az egyvaltozds esetre adott értelmezéseket és eljarasokat, csak most
kétvaltozos 1épcsdsfiiggvényekbdl indulunk ki. A kétdimenzids intervallumok téglalapok lesznek, melyeket két
egydimenzids téglalap Descartes-szorzatabol kapunk. A nullamértéki halmaz és a majdnem mindenditt
fogalmak szintén a kétdimenziora vonatkozo értelemben veenddk.

Az integralelmélet felépitése igy valtozas nélkiil atmasolhat6 az egyvaltozos esetrdl.

Felmertil a kérdés, hogy az igy értelmezett integral kiszdmithat6-e az egyes valtozok szerint vald szukcessziv
integralassal is, tigy, ahogy azt alapoz6 kurzusokon folytonos fiiggvények esetén mar belattuk.

Ehhez a kétdimenzios és egydimenzios nullhalmazok viszonyat kell tisztazni:

2
10.6.1. Tétel. Ha £ =B naimaz nullamértékii, akkor majdnem minden, az & tengellyel pdrhuzamos
egyenesnek az & halmazzal vett metszete egydimenziés nullamértékii halmaz. A ,,majdnem minden” itt azt
jelenti, hogy a kivételes egyenesek az * tengely egy egydimenzios nullamértékii halmazan haladnak keresztiil.

Megjegyezziik, hogy a tétel nyilvan akkor is teljesiil, ha * és + szerepét felcseréljiik.
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A tétel bizonyitasa megtalalhato [13]-ben.

Ennek felhasznalasaval be tudjuk bizonyitani Fubini-tételét:

10.6.2. Tétel (Fubini-Tétele).Legyen & =[&81%[c.@] \soos vagy nem véges téglalap az ® térben. Az R
téglalapon értelmezett, integralhato s fliggvény integralja kiszamithato az egyes vdltozok szerint valo
szukcessziv integrdlassal:

o

afad
J;[f(x,y)dxdy = J‘[If(x,y)dy]dx = I

3

!
If (x, y)dx] dv.

Bizonyitdas. Az els6 egyenldséget fogjuk belatni. A forditott sorrendii integralas hasonldan igazolhatd. Legyen
elészor & C-beli fliggvény, tehat olyan & -en értelmezett fiiggvény, melyhez van lépcsésfiiggvényeknek olyan

névekeds (H-#E M) bsorozata, mely majdnem mindeniitt (azaz egy ECR? pyllamértékii halmaz kivételével)
S hez tart, tovabba

@, (x, ) dndy — [[F (x, )y (n— @),
‘g ‘IJ (10.6.1)

A 1épcsosfiiggvényekre a szukcessziv integralas szabalya nyilvanvaloan teljesiil,tehat

afa
@, X, ydxdy = @, (x, 7 dy | dx (ngink).
e e

Beppo Levi tételét alkalmazva (10.6.1)-bol és (10.6.2)-bdl kapjuk, hogy a
i

P, (x) = [ (x.7)dy

fliggvénysorozat majdnem mindeniitt konvergal és

3
D, (x)dx — [[F(x, )y m— @),
l ‘IJ (10.6.3)

x

Rogzitsiik az * tengely egy olyan ¢ pontjat, amelyre T, (&) konvergal és amelyre az * & egyenes az &

sikbeli nullhalmazt egy linearis nullhalmazban metszi. Minden ilyen - pont esetében tehat
BUEYI= FL Yy (n—w)

majdnem minden ¥ -ra, és az
g
@& vy

integralok sorozata konvergens. Beppo Levi tétele szerint ebbdl kdvetkezik, hogy f (é"), mint »* fiiggvénye
integralhato, és

d d
@'m(é)=I¢%(§,y)dy—>jf(é,y)dy (3 — ).
Beppo Levi tételét ismét alkalmazva (10.6.3) alapjan kapjuk, hogy a majdnem minden % -re értelmezett

g
J‘f (£ ¥)dy
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Ig[j (x,y)dxdy

fliggvény * szerint integralhato és integralja egyenld -nal.

Minthogy minden integralhato © -beli) fiiggvény két 1 beli fiiggvény kiilonbségeként allithato eld ebbdl az

eredménybdl a C2 -beli 4llits azonnal kovetkezik.

O
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