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Eloszo

A jelen digitdlis tananyag a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0025 szamu, "Interdiszciplinaris és komplex
megkdzelitésii digitalis tananyagfejlesztés a természettudomanyi képzési teriilet mesterszakjaihoz" cimii projekt
részeként késziilt el.

A projekt altalanos célja a XXI. szdzad igényeinek megfeleld természettudomanyos felsdoktatas alapjainak a
megteremtése. A projekt konkrét célja a természettudomanyi mesterképzés kompetenciaalapu és modszertani
megujitasa, mely folyamatosan képes kezelni a tarsadalmi-gazdasagi valtozasokat, a legujabb tudomanyos
eredményeket, és az info-kommunikacios technoldgia (IKT) eszkoztarat hasznalja.

SZECHENYI TERV —
==y

Ez a tananyag a Fourier-sorok és -transzformacio, valamint a Laplace-transzformacio alapjait targyalja.

MAGYARORSZAG MEGUJUL

Az alkalmazott matematikus mesterszakon tipikusan az "alkalmazott analizis", "analizis és alkalmazasai"
targyakban szerepelnek (mas témak mellett) ezek a teriiletek is. Célunk elsdsorban az volt, hogy ezekhez a
kurzusokhoz készitsiink tananyagot.

Ugyanakkor fenti témakorok elokeriilnek a fizikus, informatikus, mérnok informatikus képzésekben is, valamint
természetesen a matematikus- és esetleg a matematikatanar-képzésben is. Célunk volt az is, hogy tananyagunk
az 6 szamukra is hasznalhat6 legyen.

Tananyagot készitettiink, nem a témakor elméleti monografiajat vagy az alkalmazasok kimerit ismertetését.
Mivel matematika kurzusrdl van sz, az alkalmazasokat nem targyaljuk, csupan néhany feladatban mutatunk ra
egy-két alkalmazasi lehetdségre, mintegy kedvcsinaloként.

Munkank soran mindvégig szem el6tt tartottuk, hogy amennyire ez lehetséges, probaljuk a teriilet legfontosabb
fogalmait, modszereit és eredményeit azok szamara is kiemelni, dsszefoglalni, akik nem fogjak a teljes elméletet
részleteiben is elsajatitani.

Legfontosabb célunk az volt, hogy munkink a témakdrrel vald ismerkedés kényelmesen hasznalhato
segédanyaga legyen, remélhetbleg elég részletes ahhoz, hogy hatékonyan segitse az 6nallé tanulast. Nem
torekedtiink feltétleniil a legaltalanosabb megfogalmazasokra, a legelegansabb bizonyitasok ismertetésére.

Jegyzetiink aktiv olvasonak szol: papirral, ceruzaval, (esetleg digitalis helyettesitdikkel) felszerelkezve célszer(i
olvasni, feldolgozni. Az illusztrativ példakat, feladatokat mindenképpen javasoljuk 6nalldan is megoldani. A
kozolt mintamegoldasok, utmutatasok vagy csak végeredmények nagy segitség lehetnek, de az 6nall6 munkat
nem poétoljak.

Itt jegyezziik meg, hogy az olvasotdl nem csak ezt az aktivitast varjuk el, hanem feltételeziink bizonyos
eléismereteket is. A megcélzott fels6bbéves hallgatok ezekkel altalaban rendelkeznek; dm sziikség lehet
fogalmak vagy modszerek felelevenitésére is.

Koszonettel fogadjuk, ha a jegyzet olvasdi, hasznaléi megtisztelnek észrevételeikkel, javaslataikkal (az
szbtmsz@math.u-szeged.hu, znemeth@math.u-szeged.hu cimeken). A www.math.u-szeged.hu/ ~. nemeth
internetcimen elérhetd lesz az ismert sajtohibak listaja.

Koszonetiinket fejezziik ki dr. Lajké Karolynak gondos lektori munkdjaért és értékes javaslataiért; valamint

dr. Vajda Robertnek és Barics Krisztiannak az abrak, animaciok készitésében, Forroné Szél Ildikonak a nyelvi
lektoralasban és Varga Ferencnének a forrasanyag beszerzésében nyujtott segitségéért.

Szeged, 2013. Szabo Tamas, Németh Zoltan
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1. fejezet - Fourier-sorok

[ 4

1. A trigonometrikus interpolacié

1.1.1. Definicid. A

plt) =ap + Z(fnj‘. cos kit + by sin kt), ag. b € R

=1
alaku kifejezéseket n-ed foku trigonometrikus polinomnak nevezziik. (Pontosan n-edfoku, ha ay + b # 0)
1.1.2. Feladat. Igazoljuk, hogy a trigonometrikus polinomok 0sszege, killonbsége ¢és szorzata is
trigonometrikus polinom, valamint szorzaskor a fokszamok 06sszeadddnak. Igazoljuk, hogy az n -edfoku
trigonometrikus polinomok a sin ¢ és a cos ¢ fliggvényeknek (algebrai értelemben) n-edfokd polinomjai.

Megoldas. A fokszdmokrol szol6 allitas a

1
cos nt cos kt = §(c0».-<('n + k)t + cos(n — k)t),
. . 1
sinnt sin bt = E(coﬁ(n — k)t — cos(n + k)t).

1
sinnt cos bt = E(Hin(” + k)t +sin(n — k)f)

azonossagokbol kovetkezik.

A masik allitashoz elég belatni, hogy

cosnt = necos™ t 4+ a,_gcos" 2t 4y, _geos" e 4

sinnt = sint(necos™ Yt 4+ 3, qcos™ Yt 4 8, scos™ Tt 4.

Teljes indukcioval bizonyitunk. Az allitdsok n. = 1-re nyilvan igazak. Tegyiik fel valamely n-re. Ekkor

cos(n + 1)t = cosntcost —sinntsint

(ncos™ t + ap_acos™ 2t 4+ -+ )cost —sin® H(ncos" "t 4 - --)

(rcos™ t + an_acos™ 2t + ---Jeost — (1 —-:u'.-a"}rjlzucw" kT
+1

=(n+ 1Dcos" 4+ 1cos" Mt Fyn_acos" T E 4 -
a sinusos allitas hasonloan bizonyithato.

A polinomokat pontosan is meghatarozhatjuk:

cosnt + ésinnt = (cost + ¢ sint)"

1

n :
= (co::” t— (2) cos™ 2 tsint + — - )
n . n
+ i((]) coe" Visint — (3) cos" P sin® 4 —- )

A részleteket az olvasora bizzuk.

n
=cos" t+ ( ) cos" M t(isint) + - - + (isint)”

"
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Fourier-sorok

A tovabbiakban legyen p(t) egy n-edfoku trigonometrikus polinom; és tekintsiik a

2‘
Op = k=L k=0.1.....m—1

T

"alappontokat" a [0. 27| intervallumon, ahol m = n + 1.

1.1.3. Tétel. A trigonometrikus polinom konstans tagjara

g — p(f) +pl0h) + -+ p(y, 1)
Tr

Bizonyitas. a) Abban a specialis esetben, ha P(t) = sinff (0 < ¢ < n), az allitds nyilvan igaz, hiszen az 9y és
£8,,_ 1 pontok a fr-re szimmetrikusan helyezkednek el, igy a szamlaléban a sinusok dsszege paronként 0 (ha m
péros, a kozéps0 tag sin £ = 0.)

b) Vizsgaljuk a P(t) = cos £t esetet. Az ismert

sin(n 4 1)x

i

—+cosr +cos2zr + -+ cosnr = -
2 2sin 5

formulaban (1. 1.4.5.) legyen & = 2¢mm, kapjuk, hogy

1 20T 26w 2
Z 4 cos + cos 2 + -+ cos(m — 1)
2 m m m
" o AT An( 2¢m — T
B sin(2m — 1) _ sin(20m — 2 _ 1
I sin & 2sin & 2
m m

c) Lattuk, hogy az Allitas igaz kiilon-kiilon az @, #q cos 1f by sin 1f ... a, cosnt b, sinnt tagokra; ekkor az
Osszegiikre, azaz az altalanos trigonometrikus polinomra is igaz.

I

1.1.4. Tétel. Legyen

T

plt) =ap + Z(u.;. cos kit + by, sin ki),
k=1

egy trigonometrikus polinom és legyenek az alappontok

20

=k .
b 2n+1

Ekkor a polinom egyiitthatoira teljesiil, hogy

2n

1
f— 9 N
o In+1 Zp( )

=0

n .
2 2 .
g = T 1 ;;;(8;) cos ki, b = T gp(ﬁ'kj sin k.

??7?

Bizonyitas. Az @n-ra vonatkozo allitas az el6zo tétel, az rm = 2n + 1 valasztassal. Tekintsiik a p(t) coskt g5 a
: . . . 1 . 1 Y -
p(t)sinkt polinomokat, ezek foka n + k és konstans tagjuk éppen 2%, illetve 2Pk, (Példaul a P(t) coskt

szorzast elvégezve €s a tagokat rendezve,

1
ay cos I cos kit = 5({;({'0:-&(! + k)t + cos(l — k)t),

2
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Fourier-sorok

n+k<2n< 2+ 71 =ml=k tagh6l adodhat.) Ezt észrevéve, tételink az el6z6 tételb6l adodik (
, tehat a tétel csakugyan alkalmazhato).

I

Az egyiitthatokra kapott kifejezéseket felhasznalva, irhatjuk, hogy

plt) = ap + Z ay. cos kit + by, sin K
k=1

= _HZIJ th)

[=0

2n 2n

2
{ Z (2 g z;:[fh cos ki cos Kt 4 o Zp[.‘ﬁ_ ) =in k@) =in ”)
"'.'

=0 1=0

= o1 ZJJ - ) (l + 2 cos(f — 6y) + 2 cos2(f _Hk:"i'"--l-?curm{a‘—f;rkj)

2n

"'-\.].Tl[}” + l}*—“_ﬂ“
2n+1 ZF y =)
1=0 2

(ismét felhasznaltuk a 1.4.5. formulat).

Vegylik észre, hogy ez a képlet analdog az algebrai polinomokkal valé Lagrange-féle interpolacios képlettel:
most a sinusos tortek jatsszak az alapfiiggvények szerepét.

Bar igazabol nincs ra alapunk, de intuitive indokolt lehet, hogy az alappontok siritésével egyfajta
hatarhelyzetben folytonos eredményekhez jussunk.

2
A0, 2x] intervallumot a . alappontjaink 2n + 1 egyenlékozii részre osztjak, “v+1 ~ ¥ = %41, {gy han — ¢,
kapjuk, hogy

2n

an = o +12P5I)

In

E!’(f’]:)(gﬂl —O) = 5= /[;Jr plt)dt,

![]

igy
1 2
4 = 5 L plt)di

irhatd; hasonldéan

1 2 1 2w
ag = — / plt) cos kit dt, by, = "_r] pl(t) sin kit dt,
R o

valamint

el

1 [ sin(2n + 1)%l
p(t)=— | plo)——F—5——
o sin 55—
Késobb latni fogjuk, hogy ezek a képletek csakugyan érvényesek, a trigonometrikus polinomoknal altalanosabb
fliggvényosztalyokra is.

3
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Fourier-sorok

2. Skalaris szorzatos terek

Legyen V" egy vektortér (a valos szamok felett), amelyben értelmezve van egy skalaris szorzas és érvényes a
Cauchy-kritérium (azaz a tér teljes). (Mi a végtelen dimenzids esetet fogjuk vizsgalni, ezeket a tereket Hilbert-
térnek hivjak; ilyen az L? tér.)
A skalaris szorzat egy kétvaltozos miivelet, {~.-) 1 ¥? = R az alabbi tulajdonsagokkal:

Yo.yeVile,y) 20, "="<x=o0,

Yo,y € Ve, y) = {y, x),
Vo,y eV, VA e R: (A, y) = A{z, v)),

Yo,y z €V (o, (y+2)) = (z.y) + {x. 2}

A skalaris szorzat természetes modon definial egy normat és egy tavolsagfogalmat:

el := w2y, dix,y) =z — gl

ez pedig egy konvergenciafogalmat: #» —  pontosan akkor, ha

Ves>0w¥nzv: ||, — x| <c

Itt nyilvan . ¢ € V; ez az igynevezett normdban vett konvergencia.

1.2.1. Definicié. A vektortér elemeinek (@n ) rendszerét ortogonalis rendszernek nevezziik, ha
{hp, 0k} =0, han#k,

és ortonormalt rendszernek nevezziik, ha

P 0, han+ k.
s Ok = { 1. han i ﬁ

Vilagos, hogy egy ortogonalis rendszer barmely véges részrendszere linedrisan fliggetlen. (Az
ayepy + - Fagdy + oo Fagd, =0 egyenletet skalarisan  szorozva @ -val, adédik, hogy @i =10 (
E=1,2,.... 7).)

Tekintsiik valamely (#n) ortonormalt rendszer 1 b e tn részrendszerét, ezeknek az Osszes linearis
kombinaci6ja meghatarozza a tér egy alterét. Legyen f € V' rogzitett. Vajon az altérnek melyik eleme van .f-hez
a legkozelebb? (Mivel a kifeszitett altér zart halmaz, van ilyen legkozelebbi elem; de ez Gigyis ki fog deriilni.)

Az altér egy eleme és az [ kiilonbségének normanégyzetét folirva és a skaldris szorzas tulajdonsagait hasznalva,

0 (f—(digg+ - +dydn), [ — (dioy + -+ dydw))

N N N
={f. fi— E 2{f.dnon) + E E {{dpchn. dpchr)
n=1 n=1k=1
N N
112 - 2
= |IfII* — E 2, {f, o) + E d:,
n=1 n=1

J'\I l\.
= ||?‘||2 — Zc:f r,-"J,,::z 1 Z[-::_f. r":,l::- — (!“]2,

n=1 n=1

Lathato, hogy az utolsé sor pontosan akkor minimalis, ha minden n-re

i ] &
lril'r.l = ':\f‘ l‘-'I;'r.'.n:"

Tehat azt kaptuk, hogy a kifeszitett altérben a "legkdzelebbi" elem nem mas, min az ./ meréleges vetiilete.

4
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1.2.2. Definicio. A tovabbiakban legyen ©r := {f. D), és tekintsiik az

f ™~ Z (‘.l.'r'-l]rL
sort. Ez az f elem dltaldnos Fourier-sora.

1.2.3. Tétel. Az igy definialt Fourier-sor a V" térben normaban konvergens.

Bizonyitas. Lattuk az el6bb, hogy

N
0<||FI? - Z{f )t + (nemmegativ tagok),

n=1

tehat barmely IV értékre

N o

2 2 2 .
SEIR > YR <
n=1 n=1
és
ptq 5  Pta

E . E 2
‘ CnPn S c,-

n=p n=p
Mivel a V" térben érvényes a Cauchy-kritérium, a
20

E Cpp =: 0
n=1

sor konvergens (a V" tér normajaban). Az is kideriilt, hogy

20

> < AP,

n=1

ez a Bessel-egyenldtlenség.
1

1.2.4. Definici6é. A (""njortonormél‘_t rendszert teljesnek nevezziik, ha nincs rajuk merdleges nemnulla elem,
azaz, ha ¢ € V olyan, hogy ¥ : (4. ¢n} = 0 akkor 9 = o,

1.2.5. Tetel. ??? Legyen (Pn) egy teljes ortonormalt rendszer a V teljes skalaris szorzatos térben. Legyen
FEV ggen 1= ':\.Jr' i, Ekkor

o
E E'”I’.-'-'l” - f
n=1

a konvergenciat a V- normgjaban értve, és

20

> =P

n=1
A masodik 4llitas az an. Parseval-formula.

Bizonyitas. A sor dsszege (normaban értve) a fentiek szerint létezik, legyen

Béarmely k-ra

5
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Fourier-sorok

o
{f —g, 05 = <f — E CorPa s r..":;'_> ={fidp) —ecp =0

n=1

a rendszer teljessége miatt 4 = f. Ha ezt tudjuk,

o oC
”_f” - < E Crnfos l’.”r,-J”>
n=1 n=1
- >
— g foh 2
= CRCi\ M. k) = Ch
n k=1 n=1

a rendszer ortonormaltsaga miatt.

I

3. A trigonometrikus Fourier-sor fogalma

A tovabbiakban olyan fliggvényekrodl lesz szo, amelyek a valos egyenesen értelmezettek és 2x-periodikusak. Ez
ekvivalens azzal, hogy valamely 27 hosszsaghi intervallumon (példaul [=7. T)-n vagy [0 27)-n) adjuk meg a
fiiggvényt. Egy formalis definicid a kdvetkezd lehet.

Legyen R a valds szamok, 2x7 pedig a 2kw, k € Z alaka szamok additiv csoportja. Jeloljik T-vel az R/27Z
faktorcsoportot és vizsgaljuk a T-n értelmezett fiiggvényeket. Ez a T (az un. egydimenzids torusz) természetes
moédon azonosithaté a [=7: ) intervallummal; és legyen

/L flE)dt = " fla)dz,
Jr

o —a

azaz T-n a Lebesgue-mérték a szamegyenesen vett mérték értelemszerti megszoritdsa. Az integralas fontos
tulajdonsaga az eltolas-invariancia:

X T T
/ filt)de = [ flt—7)dt, azaz fla)dr = / flx)de.
Jr JT ’

o - — T4

Tekintsiik az L*(T) fiiggvényteret, a
I & 1 N
{f.g) = o . fit)g(t)de

skalaris szorzattal és az

Il = "Ii[ pa=——| [ rw
MW= yas L7700~ Ry L0

normaval; és tudjuk, hogy ez teljes tér is. (A mérték normalasa, azaz az = szorzo pusztan kényelmi szerepet
jatszik.)

Vilagos, hogy az

1, cost, sint, cos2t, sin2f, ..., cosnt, sinnt, ...

rendszer ortogonalis; a kdvetkezd szakaszban latjuk majd, hogy teljes is.

1.3.1. Feladat. Igazoljuk, hogy a fenti rendszer csakugyan ortogonalis, hatarozzuk meg az elemek normait.

Megoldas. Koénnyen kiszamolhatd, hogy

o o
/ 1-sinfdt = / 1-costdt =10,
g g

6
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m ] -
/ cos kt - cosntdt = 5 / cos(k + n)t + cos(k —n)tdt =0, (k> n),

™ of —TT

m 1 m
/ sinkt - sinntdt = S f cos(k —n)t —cos(k +n)tdt =0, (k>=n),

m™ = m™

m ] T
f sinkt - cos ntdt = 2 / sin{k — n)t +sin(k + n)tdi =0,

™ o —ir

valamint

1 T

- /_ 124t = 1(= [l ]2),

1 T 1 ™ 14 cos2kt 1

2T ./;,-r cos® Kt df = 2r ./_,-r %di T2 (= ||r,-":2k||2].

1 /'” o 1 /’T 1 — cos 2kt 1 o

sin” ktdt = —————dt = — (= |[dars1]),
2 J_ . 2 f_ . 2 2
1

Az ortogonalis rendszert normalva, kapjuk a

1. \_@CUH t, \_@Hin t, \f@cos 2t \fﬁh‘in?f. s \fﬁcosnt, \fﬁ:{innf.. C

trigonometrikus rendszert a fenti sorrendben szamozva.

Az el6z6 szakaszban latottak szerint, képezziik a Fourier-egytitthatokat:

Y = £ dt.

“l 2r J_, F(t)e
1T

Cop = — _a‘(a‘)\@cus ktdt,
2r f_

1 w
€2+l = 5 [ ,J"(?‘.j\@sin ktdt,

és a Fourier-sort:

Fla) ~ e - 14 cav/2cosa + eoy/2sine + - - .

Mindenesetre ez a sor L2-normaban az f() fiiggvényhez konvergens. Igazabol nem ez a szokasos alak; de
mielStt azt felirndnk, vegyiikk észre, hogy a fenti egyiitthatok akkor is képezhetdk, ha [ -r8l csak

integralhatosagot tesziink fol, hiszen a trigonometrikus rendszer fiiggvényei mérhetdek és korlatosak (és két
integralhato fliggvény kdzé esé mérhetd fiiggvény maga is integralhato).

Lassuk most mar az igazi definiciot.

1.3.2. Definicio. Legyen f a T-n értelmezett integralhaté figgvény (f € L' (T)), és legyenek

17

gy 1= — / f(f)yeosntdt, n=012 ..,
TJT
1 f .

by = — / f(fysinntdt, n=12,....
T Jr

Ekkor az

o
. iy .
fra—+ E i, cos nr + by, sinnr
. 2

n=1
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sort az f fiiggvény Fourier-a,, = Ok nevezzijk. ??? Egyszeriien belathato, hogy paros fiiggvény esetében b = 0,
paratlan fliggvény esetében minden -re.

Vegyiik észre, hogy minden Fourier-sor egyben trigonometrikus sor is. Ez forditva nem igaz, bar ez nem
nyilvanvalo. Példaul a 2_sin(nlr) sor minden racionalis x-ben konvergens, mégsem Fourier-sora egyetlen
fiiggvénynek sem. Egy mas példat latunk majd a 1.7.2. feladatban.

A helyzet egy kicsit hasonld a hatvanysor vs. Taylor-sor problémahoz. A {6 kérdés, amit vizsgalni fogunk, most
is az, hogy vajon mikor "allitja el6" a Fourier-sora a fliggvényt? A Fourier-sorok konvergenciaja nehéz kérdés.
AN. Kolmogorov mutatta meg, hogy van olyan f € L, amelynek Fourier-sora majdnem mindeniitt divergens;
Fejér Lipot pedig azt, hogy folytonos fuggvenynek is lehet a Fourier-sora divergens eldre adott pontokban. L.
Carleson tétele szerint azonban mér f € L” esetén a Fourier-sor majdnem mindeniitt konvergens. Ezek az
eredmények messze tilmutatnak jelen jegyzet keretein.

Az eddigiek alapjan viligos, hogy ha [ € L* akkor Fourier-sora a fliggvényhez az L? tér norméjaban

konvergens. Késébb latni fogjuk, hogy a trigonometrikus rendszer teljes (I. 1.4.3.), igy érvényes a Parseval-
formula is, amely a normald tényezdk dsszevonasa utan az

f{f jsza‘—n(i“-FZ(u -H;j‘)

alakba irhato.
Komplex jel6lést hasznalva valamivel szimmetrikusabb formulakat kaphatunk.

1.3.3. Definici6. Legyen [ a T-n értelmezett integralhato fiiggvény, és legyen
~ 1 i
F(k) == — [ FlB)e ™*dt, k=0,4£1,+2,....

2w Jr

Ekkor az
f ~ Z f(j'.)f:fﬂ'.'r
k= —oc
sort az f fiiggvény Fourier-sora komplex alakjanak nevezziik.

Ebben a definicioban a két iranyban végtelen sor dsszegét az

n

S, 1= Z _?(R‘)f-”"’r

k=—n

részletdsszegek konvergencidja segitségével definialjuk. A Py (t) 1= fﬁ_””, k € Z figgvények ortonormalt
rendszert alkotnak, ezt is szokas trigonometrikus rendszernek nevezni.

1.3.4. Feladat. Hatarozzuk meg a kapcsolatot az @k, bx, f (K] egyiitthatok kozott.

Megoldas.  Mivel ekt — coskt —isinkt €S e = coskt +isinkt , nyilvan k) =ap —iby g
2ay, = f(k) + f(— k) 2iby, = Fl—k) — f(k)

1
1.3.5. Feladat. Gondoljuk végig, hogyan valtoznak meg a 1.2. szakasz allitdsai komplex jelolésrendszerben.
Megoldas. A legfontosabb valtozasok: a skalaris szorzat szimmetridja helyébe * {r,y) = “J T} s 1gyf n helyébe

2 .= . 1112 1 s pe . s ,
len|™ = cnh Keriil; tovabba komplex értéki fliggvények skalaris szorzatat a

1 _
{fogy:=— [ FlE) glt)dt
2w o
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képlettel értelmezziik.

1
1.3.6. Feladat. ??? Fejtsiik Fourier-sorba az
%. ha O < ¢ <,
flt)i=9 ==, ha —mw<t<0,
0, ha t = 0,
figgvényt.
Megoldas. A fiiggvény paratlan, tehat a cosinus-egyiitthatok eltiinnek. A sinus-egylitthatok
1 47
by = — / filt)sinntds
T .
2 . T — .
= — / T T innt w=I7E v = _C‘f”’
T Jo 2 -
2re—a —cosnt]™ 1 T cosnt
== —] - dt
mlL 2 n 0Ty n
1 1[7r—.{.-'1'11nf.]7 1
n wl 2 n? lo  n’
tehat a keresett sor
= sinmnx
fla) ~ : —.
f(z) Z n
n=1
1

A Parseval-formulat f6lirva, kapjuk, hogy

2

[ vwra= [T < ke n(S ) =n( X 1),

azaz
=5
n=1 n 6

Az ss részletdsszeg

A Dirichlet-kritériummal kénnyen lathatd, hogy ez a sor mindeniitt konvergens (= L0 ¢ssint + - -- + sinnt
korlatos); de vajon mi a hatarértéke? Az abra azt sugallja, talan a fiiggvény, de ezt még nem tudjuk. A sor L>-
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normaban kozelit a fliggvényhez, de ez nem jelent pontonkénti konvergenciat. (1. a 1.6.10. feladat megoldasat
is.)

Dirichlet-kritérium: Ha @. 10 monoton csokkend; tovabba B. olyan sorozat, hogy 3IAf Wn :
by +ba + - +b,| = M akkor a2 ®nPn sor konvergens.

4. Néhany alapveto6 formula

1.4.1. Tétel. Integralhato fiiggvény Fourier-egyiitthatéi -hoz tartanak.

Ez a tétel a késObbiekben annyira fontos lesz, hogy tobb valtozatban is bebizonyitjuk. El6szér a Riemann-
integral fogalomkorén beliil, méghozza azért, mert igy mondanivalonk egy fontos része azok szamara is érthetd
marad, akik esetleg nem ismerik az integralas Lebesgue-féle elméletét.

Bizonyitas. A cosinus-egyiitthatokra bizonyitunk, a sinusos hasonld. Azt akarjuk belatni, hogy

l ™
—/ f(t)cusntrfﬁ‘ — 0,
LI "

ha n—+noc . Legyen = =0 tetszbleges. Osszuk a [=7 7| intervallumot K egyenld részre a
T =&y < T << T, =T osztopontokkal. Ekkor

1 7 T
%f_rf(t)curmtdi‘ = ‘%;-il_lﬁfﬁ)_ Flo) + flrg)) cosmitdt

e

i=1

Lo [*
+ - ‘ / fla;) cosntdt
e 1 Ti—1

/‘TI (f(ﬂ - _f(.:',;]) cos nidt

=IIL+1—2,

A Riemann-integralnal szokasos jeldléssel minden Ti—1 = = T; esetén
m; = f(8) < M; é m; = flz;) < M,

mivel | cos nt| = 1 kgnnyen lathato, hogy az elsd integralra

I

k — .
1 Ti 1
L < - / (M; —wmg)dt = — (M; —wmg )i — i) < £,
T ; Tiod T Z

i=1
ha az n elég nagy, az oszcillacios kritérium szerint.

Mivel f integralhato, korlatos is. Legyen | f()| = M ekkor
1 T
Ia < — ‘f flai) cosmtdt
-2l
1
< _—rZ|f(r,]| [ cos nit df
- CE T
r;
)

1
< 315 |
e} Fisl

ha az n elég nagy.

1 2
—kM— < =,
o mn

[Hinm‘.
2

T

Belattuk tehat, hogy barmely £ > 0 esetén van olyan v, hogy barmely n > v indexre {1 + {2 << 22 amibél a
tétel adodik.

A kovetkezé bizonyitas mar f € L esetében is érvényes.
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Bizonyitas. Az allitas nyilyvan igaz trigonometrikus polinomokra, hiszen ezek Fourier-egyiitthatoi elég nagy (a

fokszamuknal nagyobb) 7, -re mindig 0-k. Az altalanos esetben hasznaljuk fel, hogy a trigonometrikus

£ = (pmok halmaza stiri -berp (Ezt pl. Weierstrass || f — p|| < £i0s tételébdl tudjuk.) Ez azt jelenti, hogy adott
esetén talalhatunk olyan  polinomot, amelyre :

1 & l m™
hy, = — [ flt) cosntdi = — [ (£(t)— p(t) + p(t)) cos nt dt
TJx T J_x
1 /™ 1
= — (_f(f:l — p(i’-)) cosntdf + — p(,{) cos it dt.
T L

Itt a masodik tag 0-hoz tart, mert trigonometrikus polinom Fourier-egyiitthatoja. Az els6 tagra pedig

T

] 7
<= [ 1w —piote <205 sl <=

1 /” (f(t) — plt)) cosnit dt

Tehat 0 = limsup |a,| = £ ebbsl @, — 0 adédik. A b — 0 4llitas hasonléan bizonyithato.
A kovetkez6 tétel, az un. Riemann- Lebesgue lemma, még altalanosabb feltételek mellett is igaz.

1.4.2. Tétel. Legyen f integralhaté valamely (0.b)-n (—o¢ < a < b < o). Legyen h az egész R-en korldtos,
meérhetd fiiggvény, méghozza olyan, hogy

1"
—[ Wax)der — 0 (]| = o0).
< .Jo

Ekkor

b
/ flo)h(wz)dr — 0 (Jw| — 00)

(az integral h korlatossdaga miatt biztosan létezik). ?7??

Bizonyitas. Legyen [ elészdr egy karakterisztikus fliggvény, azaz

1. ha—x<a<a<r<3<b<n,
flx) = . :
0 kilonben.

Ekkor

és

A

s
-/[J

3 i . | s
[ hiws)dr = [ h(u)—du = 38— hiun)due — 0
Jo Jo w 0

puliny
" hwr)de — 0 :
és hasonloan Jo filewx)dr — 04y fiiggvényre tett feltételek miatt.

Karakterisztikus fliggvényekre tehat igaz az allitds, nyilvan igaz 1épcsdsfiiggvényekre is (mert azok
karakterisztikus fiiggvények véges linearis kombinacioi).

Legyen most mar f tetszleges és £ = 0 adott; (a Lebesgue-integral felépitésébdl kovetkezik, hogy) van olyan s
1épcsostiiggvény, amelyre

b
f |flx) — s(z)|dr < 2.

Ekkor
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b b
‘ [ fla)h(wr)dr| < ‘ / (flx)—s(x) + s(r))hlws)dr

b b
= | flz) — s(x)| M dr + ‘ [ H(.rjh(u}.r)d.;".

ghol M ah figgvény korlatja. A masodik tag kicsi, mert s 1épcsésfiiggvény; az elsd tag pedig legfeljebb M =.
Igy

b
0 < lilnsupf flz)h(wz)dr < (M + 1)z,

halw| — o€, s ezzel a tételt belattuk.

Ebben a tételben /i helyébe sin r-et vagy cos x-et irva, a hi-ra megkdvetelt "atlagold tulajdonsag" nyilvan teljesiil,
igy adodnak a Fourier-egyiitthatokrol szolo tételek. De vegyiik észre, hogy a h fliggvény lehet mas is, lehet akar
pozitiv (példaul 1/ || hale| = 151, ha0 = || = 1),

A kovetkezd tételiink a trigonometrikus rendszer teljességét igazolja az L osztalyban (mivel T korlatos, L’cr,
igy a rendszer L*-ben is teljes).

1.4.3. Tétel. Legyen f € L(T)olyan, hogy

l flx)coskr = l flz)sinkz =0 (k=0,1,...).

Ekkor () = O majdnem mindeniitt. ?2?

Bizonyitas. Eldszor legyen f folytonos. Ha nem azonosan 0, van olyan o, hogy f(xo) = ¢ # 0. Legyen

glx) == 2 flz + ) Nyilvan g is folytonos, és konnyen ellendrizhetd, hogy # is ortogonalis a trigonometrikus
rendszer elemeire, hiszen példaul

s 1 T+
/ glr)coskxdr = — [ flx)cos(kr — k) dx
W —Tr LEa —m—4En
1 T . 1 ] T+In .
~ cos kxp &) cos kwdr + — sin kg flr)sinkrde = 0.
[ — = —T+Tn

. T - 1
Mivel g folytonos és 9(0) =1 van olyan &, < 9<% hogy lr| <8 esetén 907) Z 3 Legyen most
T'(x) :=cose —cosd + 1, Vegyiik észre, hogy

-]':?L( ) :_> 1, ha ) E |i’| 5 (i
* —0(n—o), had < |o| <.

Mivel 1" (r) egy n-edfoku trigonometrikus polinom, 4 ortogonalis r4, tehat

- .
0= / glo) I (x)de = f + / =: 11+ Ia.
S D<|z|=d  Ja<|z|=n

~ 1 — . , . , .
Azonban 11 = 3-1-20 =48 ouibba, Lebesgue majoralt konvergencia tétele miatt f2 —+ 0. A kapott
ellentmondas igazolja a tételt. Utolso allitdsunk azért igaz, mert a 0 < |z| = T halmazon [T(x)| <1, igy az
integranduszt a [9(7)| fiiggvény majoralja, masrészt 1" () = 0 tehat 9(x)1™(x] =+ 0 &5 Lebesgue tétele
szerint

lim / glx) ™ (x)dr = / Odr = 0.
Ji<|r|Ew Jd |z

Legyen most mér [ € L tetszdleges, és legyen

Foa) = / F)de, Fix) = Folx) — / Fo(x) du,
S o =T
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magyarul, £ a f-nek az az integralfiiggvénye, amelynek az integralja a (=7 7|n éppen 0. Ez az F' fuggvény 27-
periodikus is, hiszen

F(m)— F(—w) = ! flt)de =10

of —TT

(hiszen f ortogonalis az 1-re). Tudjuk, hogy F' abszolit folytonos (mert integralfiiggvény); ortogondlis az 1-re,
¢s a trigonometrikus rendszer tobbi elemére is, hiszen példaul

™ - sinntT T sinnt
[ F(t)cosktdt =[] - / £ g — o,
J—m - J 7 3

T T
tehat az el6z6ek szerint £'(r) = 0 mindeniitt. Mivel majdnem mindeniitt ./ (x) = F'(x), a tételt belattuk.

1.4.4. Definicid. Legyen

1
Dy(x) = 5 +cosor +cos2r+ - -+ cosnr

az n-edik Dirichlet-mag.
1.4.5. Tétel. Ha0 < |r| < 7 akkor

sin(n 4 1)x

e L
2 8in 5T

1
D, (r):= 3 +cosr +cos2r + -+ -+ cosnr =
6s Dn(0) =n+3 999

Bizonyitds. Legyen 0 < x < m. Felhasznalva a 2sineacos 3 = sin(3 + a) — sin(3 — a) azonossagot, egy
teleszkopikus 6sszeget kapunk:

1 1 1 1
(2sin E;]D,.f_.r} = 51N E,r 4+ 2s=in E.r cosT + 2s8in E.r cos2r 4 -+ 4+ 2sin E.rcu.ﬁ na

.1 .3 .1 . 0 . 3
=S = + 8N —x — s8N —r + 8In —r —sm —r +---

2 2 2 2 2

1
4+ =in(n 4+ =)r —sin(n — =)r
|:. 2 -} \, 2
—_— .l i 1 e
= sin(n + 5}.!.
(Hasonlo sszegek "zart alakba irasara" ez a modszer gyakran bevalik.)

Vegyiik észre, hogy D paros fliggvény.

1.4.6. Tétel.

[ Dy (x)dr =, f | D ()| de — o0 (n — o0).

m™

Bizonyitas. Az elsé allitas vilagos, hiszen tagonként integralva

Tl'l m m
f Ed.-::+/ cos;::fif+---+/ cosnrdr =7+ 04 ---40.

m — 1T A —TT

A masodik allitas bizonyitasahoz legyenek

I =

[(ﬁk — 5} (6k — 5)71
6(n + %] " 6(n + %) ’

dm  w
Ezek az intervallumok 0 és  kozott vannak, hosszuk 6(n+3 = 2n s Vi € I esetén
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: 5 s 1l<l<[:6ﬁ|'—1)?7<.ﬁ!
|.-1112.¢|_.¢_ — __n:'r.

.1 + l P = l
| sin{n 2).r| =T

Ezekbdl

l | D ()| dr = [|D,l(.r)|f!:r
>[—rr ; I

=1 Iy, m
i[ ln i | ‘.Tl .
—— > — — = —logn
= 2k T ALk 1
= k k=1

5. A Fourier-sorfejtés alaptulajdonsagai

Ebben a szakaszban azt vizsgéaljuk, hogy milyen kapcsolatok vannak a fliggvény €s Fourier-egyiitthatoinak

tulajdonsagai kozott. Eredményeinket az egyszerliség kedvéért altalaban az f(n) (n=...,—1,0.1,...)
"kétiranyn" sorozatra fogalmazzuk meg, az @, b cosinus- illetve sinus-egyiitthatokra vonatkoz6 formulék ebbdl
kénnyen adddnak.

1.5.1. Tétel. A Fourier-egyiitthatok képzése linedris, azaz I+ 9 € LY(T) esetén
(,f_d-_l-h__f,r)(-m) = f(n) + g(n), (_)T,,l-‘_)(-r.a] = A(_F(-m)) (AeR, neZ).
Igaz tovabba, hogy
[T
Bizonyitas. Allitasaink a definiciébol azonnal adodnak, hiszen az integrél lineéris, és mivel
|f:_””| = |cosnt +isinnt| = (-::0:-42 nt + sin® m’.jl*'f2 = 1.
1

—int
QPLﬂm.fﬂ

: 1
() |e ™| dt = o= [ |f(t)|dt = | f]|.
%_[Tm e ™ %_[Tm )lde = I

1.5.2. Definicié. ?2? Legyenek f-9 € L'(T). Konvolicisjuk az ah := f * g fiiggvény, amelyre

[f(n)| =

<

1

hiz) = (f=g)(r):=— / flo —t)g(t)dr.
T Jr

A h fliggvény szintén integralhato, és

IRl < L Fllellgll e

Belatjuk, hogy a definicié korrekt. Vilagos, hogy #'(x. ) :== f(x — t)g(t) mint kétvaltozos fiiggvény, mérhetd.
Barmely rogzitett ¢ értékre F' integralhato is (mint .r fliggvénye, igy

1 1
2 /,; (E[ |f‘(ﬂ“-ﬁ)|n’..r) df

1 [ 1
= D -/T (% [“(f — f-:l|ff.:') |g(p‘)|dg

/ 1l o)l de < £l llalle.
JT

1

[

5=

Fubini tétele szerint az integrélas sorrendje folcserélheté (£'(:r t) integralhato ¢ szerint is mint egyvaltozos
fliggvény, majdnem minden .r esetén), igy valoban,
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1 1
E‘[r|}?(~f)|fﬂ-r=E‘/T|I[I|I"(.r.ﬁ)da“d:r
1
< [ 1Fe o < 1l ol
A2 Jp I

1.5.3. Feladat. Igazoljuk, hogy a konvolicié kommutativ, asszociativ és az 6sszeadasra disztributiv miivelet.

Megoldas. Az allitasok helyettesitéses integralassal konnyen igazolhatok. Példaul a kommutativitas esetében
legyen ic — ¢ =: w, ekkor —dt = du és

(f+g)(x) = /T flz —t)g(t)dt = [ Fle —t)g(t)di

/‘._J Flu)gle —u) (—du) = [_l fla)gle —u)(—du)

T+

. fladg(e —u)du = /Tf(ﬂ]y(.r —u)du = (g=* f)(x).

1.5.4. Tétel. Ha f. g € L', akkor

(f * g)(n) = F(n)d(n).

Bizonyitds. Legyen, mint fent, i := f * g,

- 1 ' -
hin) = 7o / h(x)e™ ™" dx
W T
1 PR Y -
B [ / fla—t)g(t)e = e di do
A2 Jp I

! / fla —t)e— =t u’.ri / g(t)e ™ dt = ?(n)a(n)
Jr 2T Jr

27 T

1.5.5. Definici6. Tekintsiik azokat a (¢n)n—_ o (komplex) szamsorozatokat, amelyekre igaz, hogy

e, —+ 0, ha n— %oo.

Az ilyen sorozatok vektorterét cu sorozattérnek nevezzik, a
(e = ma |

normaval.

A konvergencia elemi tulajdonsagai miatt a tér nyilvan vektortér. A norma létezik (a (n) sorozat konvergens,
tehat korlatos is), és a normatulajdonsagok is konnyen ellenérizhetok:

max |c,| 2 0, max|e,|=0 = ¥Yn:¢, =0,
mn T

max [Ac,, | = Amax |e,|,
s T

max |c, + d, | < max(|e, |+ |d,])
T T

< max((max e |) + |dn|) = (max e, | + max |dy,|.
m m mn T

A Fourier-sorba fejtést fogjuk fol ugy, mint egy leképezést, ami az f(f) fiiggvényhez hozzérendeli az f(1)
sorozatot. (Nevezhetjiik diszkrét Fourier-transzformacionak.) Mit tudunk err6l a leképezésrol?

Mindenesetre a hozzarendelés L' (T) fliggvénytérbdl a o sorozattérbe képez €s linedris. Késobb latni fogjuk
(lasd 1.7. és 1.8.), hogy injektiv, de nem sziirjektiv, tovabba, a leképezés korlatos (abban az értelemben, hogy

[ Flle < N1F Iy,

s s
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G(n) = "7 . f(ngazoljuk, hogy "eltolds képe szorzas", pontosabban, ha a(t) = f(t—7)  akkor

Megoldas.

i Jr[:?( _ T:ll:"_”” dt — i(_—.-'ur f(?‘ _ Tjt__—."?ll:nl—'r:l dt
2 Jp T TS A L

1.5.7. Definicié. Tekintsiik azokat a (€n)n=_ o (komplex) szamsorozatokat, amelyekre igaz, hogy

20

Z len)? < no.

n—=—0oC

Az ilyen sorozatok vekorterét ¢2 sorozattérnek nevezziik, a

o 1/2

et = ( 55 1)

=—>o0

normaval.

Legyenek ¢ = (¢n), d = {d,,)¢2-beli sorozatok. A Cauchy- Bunyakovszkij egyenlétlenség szerint

oC

S leal o] < lellelldlle

=0

Ebbdl adodik a tér linearitasa és a norma szubadditivitasa:

o >

Y lentdalP <Y fenl® + 2endn| + ldo* < (llell + 1)

n=—oo —=—0C

A tobbi tulajdonsag is konnyen ellendrizhetd.

Vizsgaljuk most a (diszkrét) Fourier-transzformaciot az L*(T) téren. Lattuk a 1.2. szakaszban, hogy ekkor a
2 :

transzformécio az L7 (T) fiiggvénytérbél a ¢2 sorozattérbe képez (hiszen 2o < XY, injektiv és sziirjektiv is,

tovabba izometria (abban az értelemben, hogy || fllez = [ £ 1.2).

Az izometria a Parseval-formulabol azonnal adodik (emlékeztetiink arra, hogy a normat az

1 1/2
lls = (5= [ 1riar)

keéplettel értelmeztiik), hiszen az @x () :== ™ fiiggvények ortonormalt rendszert alkotnak. Hasonloan, ha
= Y Foe) & 0= o),
akkor
Ga= 3 Fa®mbann = 3 Foim),
ke — o —

tehdt a transzformacié az L2-beli skaldris szorzasnak a képek szorzasat rendeli.

Ezeket a fontos képleteket megadjuk valds alakban is. Lattuk, hogy

‘/;\(f(a’.jjgn’.f - r(;—[% + i:(fa.g + bf,)).

k=1

ez adodik abbol is, hogy f(k) = ax — iby igy
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> 20

S P =Y (af b =ad +23 (af + 57,

n——oc n=—oo =1

valamint, ha

= oC
ety . o :
fr~ - + E {(a, cosnx + b, sinnx), g~ - + E {ev,, cosna + 3, sinwa),

n=1 n=1

[ypatyl

=
+ Z(ﬁ.”n” + b, 3,).

n=1

/-IT Flt)gle)dt =

6. A Fourier-sor konvergenciaja

Pontonkénti konvergenciat fogunk vizsgalni, tehat azt, hogy egy adott .r pontban konvergens-e a

=

sor. Ennek részletosszege, felhasznalva, hogy az integral eltolds-invarians és a Dirichlet-mag paros),

-‘i”[:-'f'jl = Z f[:v{::l[’”"'f dt

k=—mn

— i (i /w a"(a‘)f-_”"'r fi’.a‘.)f-”""r
L=—n 2 __11—_
1 T . . )

= f(f:] ekt kT gy
2m '/;?r ,i,-;”

1 T n P L
_ ‘-}_ [ f(#:] (J. T+ Z(r'—rll_.r—i_l + thll\.l’—f_l:]) df
LT
o k=1

/' F(OD,(x — £)dt

/ flo+#)D,(t)dt = % /IT flz =)D, (t)di

/‘” fla+t)+ flaz —1t)
_ 2

1= =5 |+~

1 | =

Dy, (t)dt.

-

Mi lehet 5., hatarértéke? vegyiik szemiigyre a Dirichlet-magot.

1
A "gorbe alatti teriilet" mindig 7 (lasd 1.4.5.), 4m a 0-ban a magassaga ™ T3 ez ugy lehet, ha a mag egy magas
és keskeny "tiiske", azaz az allando stlya egyre inkabb az origoban dsszpontosul. Igy azt varhatjuk, hogy egy

fﬂ H(H) D, () dt

m

tipust integralatlag hatarértéke ©(0) lehet.
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A N L\\ ).u"l At | I.'I YAV Y

A D: magfiiggvény

Természetesen ez nem bizonyitd erejii érvelés. (Mieldtt pontositanank, vegyiik észre a gondolatmenet gyonge
pontjat: 1.4.5. szerint a 2, integralja konstans ugyan, de csak azért, mert a pozitiv és negativ részek nagyrészt
kiejtik egymast; a | D integralja nco-divergens. Ez heurisztikusan azt jelenti, hogy az origoban levd tiiske mellett
a hulldmzo rész nem is biztos, hogy elhanyagolhato.)

Mivel a I, Dirichlet-mag integrélja éppen r,

[ (Lezntitsy

1
sp(r)—F=—

;'l'_ -

- é‘) D (f)dt.

Tegyiik ol elészor, hogy f az z-ben folytonos, ekkor £ = f() és legyen

fle+t)+ flz—i) —2f(x)
3 ,

he(t) 1=

spla) — fla) = /IT e (810, () dt
T
() e

=—([ +/ )::11+12
TS|l Sagi<T

valamely 8 > 0 értékre. A masodik integral mindig (-hoz tart, mert

1

1 '-"l"'J.' [:f) . 1
== /|;5.:;;,r<;:r —sin(n + E)m’t.

T 2sin 5

és alkalmazhatjuk a Riemann- Lebesgue lemmat (lasd 1.4.2.); itt a P (t) nyilvan integralhato, és ezt a nevezd

1
sem rontja el, mert korlatos; a sin jatssza a h fiiggvény és ™ trazw szerepét.
Itt rogton kimondhatunk egy érdekes tételt.
1.6.1. Tétel. (Lokalizdciés tétel) Legyenek az .4 € Llﬁ{ggvények olyanok, hogy az x hely egy & sugarii
kérnyezetében megegyeznek, azaz v — & < t < v + b esetén f(t) = a(t). Ekkor f és 9 Fourier-sorai az - helyen
ekvikonvergensek, azaz egyszerre konvergensek vagy divergensek, sot, ha konvergensek, dsszegiik megegyezik.
Bizonyitds. Alkalmazzuk a (*) formulat az f — 9 fiiggvényre. (A Fourier-egyiitthatok integralokkal vannak
definidlva, igy képzésiik linearis miivelet.) Tudjuk, hogy f2 —+ 0, és jelen esetben I1 =0 tehat
HJ.'(f - EJ':I = "’-n[:_fj — fn f}':] — {}
Ez a tétel azért érdekes, mert a Fourier-egyiitthatok meghatarozasdhoz a fiiggvényt az egész intervallumon
ismerniink kell, tehat (a tétel feltételei mellett is), a két fiiggvény Fourier-sora kiilonbozhet,
konvergenciaviselkedésiik mégis azonos.

Térjiink vissza a lokalis konvergencia vizsgalatahoz. A (#) formulabol erre is kapunk egy elegendd feltételt.

1.6.2. Tétel. Haaz f € L' fiiggvény az x helyen olyan, hogy
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—dt = o )ff?‘-::x.

0 t

oL ()] Trlfle )+ flo— 1) - 2f(x)]
J Ji (

akkor x () — f(x) azaz a Fourier-sor x-ben a fiiggvényértékhez konvergal.

- 1 .
Vegyiik észre, hogy a tételben Jo helyett irhatunk Ju -et vagy akar Jo-t is, az integral viselkedése a 0-ban
lényeges (a fliggvény a-ban "lokalisan integralhato" kell, hogy legyen.)

Bizonyitas. A fentiek szerint s» () — f(r) pontosan akkor, ha (*)-ban az /1 elsé integral is 0-hoz tart.

1| =

l/L r.-":J-(r‘.)D,,(f)cif‘
TS| <8

-'I-J_' t . 1
[ ”_( :1 sin(n + = )tdf
J)t)<a 1 28ing 2

ot + . 1
[ (M — ) sin(r + = )tdt = 0
St <a [t| 2sins 2

<

H | =

|| =

7

megint csak a Riemann- Lebesgue lemma (1.4.2.) miatt. Itt a(*) rész az integralhato fiiggvény, hiszen az elsé
tort a tétel feltétele szerint integralhato, és ezt a korlatos masodik tort sem rontja el; a sin jatssza a i figgvény és

1
"+ 3 az w szerepét.

Ezt a tételt kicsit ltaldnosabban is kimondjuk. Most nem tessziik fel az f folytonossagat, de azt igen, hogy
léteznek z-ben a

fle40):= .

11z
s,

n_flz+h), floe—0):= Tlim f(x—h)

h—0.h>=0
féloldali hatarértékei. Most legyen

. 1&+0) ; f@=0) . St = f=t0) 2 fle—t) = fx—0)

A (%) formuldig ugyanagy haladhatunk, mint fent.
1.6.3. Tétel. (Dini-féle kritérium). Ha az f € L fliggvénynek az x helyen léteznek féloldali hatdarértékei, és

[” ¢ , _ [f (|f(; +t)+ flx—t) ;r(.r +0) — f(z — 0)]

)fi’.f-::::-c.
Jo t Ju

akkor 5. () — £, azaz a Fourier-sor t-ben a féloldali hétdarértékek atlagahoz konvergdl.
Bizonyitas. A fentivel megegyezik.
A Dini-féle feltétel helyett gyakran mas, egyszeriibb feltételeket hasznalunk.

1.6.4. Definicio. ??? Az f fiiggvény az r helyen a-rendi (lokalis) Lipschitz-feltételnek tesz eleget (U < o = 1),
ha vannak olyan § > 0 és M > ) szamok, hogy minden h, || = @ értékre | F(x + h) — f(x)| = Mh®,

Nyilvanvaloan igazak a kovetkezék: az w-ben Lipschitz-feltételnek eleget tevé fiiggvény folytonos is x-ben; ha
f-re0 < o = 1rendi feltétel teljesiil, akkor O < 7 = @ rendii is; ha f az x-ben differencilhatd, akkor o = 1
rendli Lipschitz-feltételnek is eleget tesz. ( Ha h— 0, akkor |f(z+h)— flz)[ < MA™ — 0 miatt

flz+h) = flx) . Ha O0<|h[<1 | akkor |[P[*<|h|” . Végil, ha Lot JE) . akkor
|flx+h) — flx)] < Alg| + 1) ha b elég kicsi. )

1.6.5. Tétel. Haaz f € L' fiiggvény az v helyen folytonos és

a) w-ben 0 < o < 1 yendii Lipschitz-feltétel teljesiil rd; vagy

b) a-ben differencidlhato,

akkor 5. (7) = f(r), azaz a Fourier-sor x-ben a fiiggvényértékhez konvergdl.
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Bizonyitds. Ha f-re z-ben Lipschitz-feltétel teljesiil, akkor teljesiil a Dini-féle feltétel is, hiszen

/.5 [ (1)] it < /a |f(x+t) — flx)flx —t) — f(x)]
i 0

i

dt

A & .
o . , ey 8
< [ Jdrgzﬂf‘/ Vgt — lim 2_.1-1[— < o0.
Jn f 1] h—0) v dh

Ha [ differencialhato, akkor 1-rendl Lipschitz-feltételnek is eleget tesz :r-ben, ekkor még egyszertibben

(5 . CS
b (1
f 1=, [ 2M = 2M6.
0 i J0

Ezeket az elégséges feltételeket is megfogalmazhatjuk féloldalas vatozatban is.

1.6.6. Tétel. ??? Haazf € L' fliggvénynek az x helyen léteznek féloldali hatarértékei, és mindkét oldalon
Lipschitz-feltételnek tesz eleget, azaz

|f(z+h) — flz+0)| < MR®, |f(z—h)— f(z—0) < MK®, (0<h<§),
akkor a Fourier-sor z-ben a féloldali hatarértékek atlagahoz konvergdl.

1.6.7. Tétel. (félérintds feltétel) Ha az f & L! fliggvénynek az « helyen léteznek féloldali hatarértékei, és
mindket oldalon féloldalrol differencialhato, azaz

flo+ k) ; fle+0) . flo—h) ; floe—0) .

g_, (Rk—0),

akkor a Fourier-sor :r-ben a féloldali hatarértékek datlagahoz konvergdl.
Bizonyitas. A fenti gondolatmenetet mindkét oldalra meg kell ismételniink.

Sok mas konvergenciakritérium ismert Fourier-sorok lokalis konvergenciajara. Nem célunk ezek targyaldsa,
még felsorolasuk sem. Még egy kritériumot azonban bizonyitas nélkiil megemlitiink.

1.6.8. Tétel. (Dirichlet- Jordan kritérium) 2?2 Ha f € L' a T-n korldtos vdltozasi, akkor Fourier-sora
Flz+0)4+ f(xz—0) )

mindeniitt konvergal az 3 atlagértékhez. Ha I emellett folytonos is egy zart intervallumon, akkor

ott a konvergencia egyenletes.

Vegyiik észre, hogy ezek mind elegendd feltételek. Emlitettilk mar (1.3.2. utan), hogy folytonos fiiggvények
Fourier-sora lehet divergens; most mar azt is latjuk, hogy ez a Dirichlet-mag tulajdonsagain mulik. Sziikségiink
lesz az alabbi tételre.

1.6.9. Tétel. (Banach- Steinhaus tétel.) Legyen X egy Banach-tér, Y eqy normadlt linedris tér, és 4n : X =Y
folytonos linearis leképezések olyan sorozata, amelyre igaz, hogy minden © € X esetén

sup [|4, () ]y < oo,
T
Ekkor az ||<4. |l operdtornormadk is korlatosak.
Legyen X a 2w -periodikus fiiggvények tere a szokasos maximum-normaval, ¥ a valds szamok tere és

An(f) = s,(f. 0); ez nyilvan folytonos és linearis. Tegyiik fel, hogy minden folytonos f fiiggvény Fourier-sora
konvergens a (-ban, ekkor |4, ()] is korlatos sorozat. Azonban, mivel

sn(£.0) = é [T F(E) D, (t) dt,

az operatornorma

T

] T
[4all == [ 1Duto)ldt = o,
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(lasd 1.4.5.) ami ellentmondas: tehat van folytonos fiiggvény, melynek a Fourier-sora a 0-ban divergens.
1.6.10. Feladat. ??? Hol konvergens a
Tt ha 0 < ¢ <,

fit) = ‘2". ha —7 <t < 0,
0. ha t = 0,

fiiggvény Fourier-sora? Hova konvergal?

Megoldas. Tudjuk, hogy a Fourier-sor

. sinnt
ft)~ Y —

n=1

A fiiggvény folytonos és differencialhato is, kivéve az origdt; az origoban is 1éteznek a féloldali hatarértékek (
F(=0) = =5, f(+0) = 3), ¢s a fiiggvény az origoban mindkét oldalrél differencialhato (f2 (0) = f4(0) = —1y;
tehat a Fourier-sor mindeniitt konvergens, és ./ (f)-hez konvergal. (Ezért volt célszerti a fiiggvényt a 0-ban éppen
igy definialni.)

A részletosszegek viselkedése

Flgyeljuk meg a konvergenciat a () koriil. A sinus-sor a (-ban nyilvan (-hoz tart, és lattuk, hogy ¢ > 0 esetén a
373 értékhez; azonban a részletdsszegek maximuma hatarozottan az egyenes folott marad (mikdzben a
maximum helye balra csuszik a () fel¢). Ez az Gn. Gibbs-jelenség mindig fellép ott, ahol egy szakaszonként
differencialhato6 fiiggvénynek ugrasa van.

7. Tagonkénti integralhatésag

Szabad-e tagonként integralni egy Fourier-sort? Ha a sor egyenletesen konvergens (példaul, ha van konvergens
numerikus majoransa), akkor igen, de ez altalaban nincs igy. Ervényes azonban a kovetkezo tétel.

1.7.1. Tétel. Legyenaz f € LY (-, W)Zar-periodikus fliggvény Fourier-sora

t‘I[]
+ E (1, cos nt + b, sinnt).
n=1

Ekkor

a) A sinus-egyiitthatokra teljesiil, hogy a

sor konvergens.

b) Az £ () := [y Ft)dt Siiggvény Fourier-sora tagonkénti integrdlassal kaphatd, azaz

b,
74—2 Z(—HIIII?F—TCUHIFIJ

n=1 n=1

és ez a sor mindeniitt konvergens.
. e . , .
¢) Ha azt is foltessziik, hogy f € L7(—, ™), akkor a sor egyenletesen konvergadl az egész szamegyenesen.

A tétel feltételei mellett nyilvan az is igaz, hogy barmely véges e, Bl intervallumra
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b
/ flE)dt = ﬂi(b —a)

-+ Z ( (sinnb —sinna) — —(cu-mb — cos mi))

n=1

Vegyiik észre, hogy az f Fourier-sorarol nem tettiik fel, hogy konvergens lenne.

Bizonyitds. Az I fiiggvény f-nek integralfiiggvénye, tehat korlatos valtozasu, tehat integralhato is. Tudjuk azt
is, hogy majdnem mindeniitt £”() = f(f). Legyen

apE

Glx) == F(x) — 2

‘o ]
t) — — )dt.
NOORE Y
Ez a fiiggvény is integralhato, és 2r-periodikus is, hiszen

Dar
Gz + 27) — G(z) = [ F(t)dt — zr% — 0.
]

Tudjuk, hogy az abszolut folytonos fiiggvények majdnem mindeniitt differencialhatok és érvényes rajuk a
parcialis integralas formulaja. Ezt felhasznalva meghatarozhatjuk & Fourier-sorat. A cosinus-egytitthatok

1 ™
o, = — [ G(t) cos ntdt

1 sin )™ 1 . = i (E?l
= —[e®m ™= ——/ (F(8) = F)= g =02 (0> 0).
T n l_- w/) .

Hasonldan, a sinus-egyiitthatok
1 w
=— [ G(t) =sinnidi
L

=£[G(f)—_°°‘"'”tr [ R cosnt g — o+ 20,

m n e

i

A Dirichlet- Jordan tétel (1. 1.6.8.) szerint a

(t[]

5 + E o, cosnr + 3, sinnr

n=1
sor mindeniitt konvergens, 0sszege G(r), Az x = 0 értéket behelyettesitve kapjuk, hogy

a5 b

2 n’
n=1

ezzel az a) és a b) allitasokat igazoltuk.

Nyilvan igaz, hogy

1. 5 24 1
0<(A-=)P2=42-—+ =,

n n n
ebbdl

|b”| |ﬁl‘.'| ]

Z | |+ 18n]) < Z Ty < Z (B2 + a?) )+ =
n=1 n=1 n=1

ha f € L. Tehat a G fiiggvény Fourier-sorat a > (lem] +15a]) konvergens numerikus sor majoralja, igy a
Fourier-sor egyenletesen és abszolut konvergens.

Az ?T diszkrét Fourier-transzforméltra attérve, kicsit pongyolan azt mondhatjuk, hogy ha F' az [ -nek
integralfiiggvénye, akkor
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F(n) = ,Lf(ﬂ)

e
(feltéve, hogy F(0) = 1), hasonléan,
j?’(n) =in - _F('n)

(feltéve, hogy [ abszolut folytonos). Ez azt jelenti, hogy a differencidlisnak és az integrdldsnak a Fourier-
transzformacio algebrai miiveleteket, szorzast és osztast feleltet meg.

Vegyiik észre azt is, hogy a Riemann- Lebesgue lemma miatt

_F’(H] —+ 0, azaz |n- f(n)| — 0,

tehat ha f differencialhat6, a Fourier-egyiitthat6i "gyorsabban" tartanak 0-hoz.
1.7.2. Feladat. ??? Tekintsiik a

sin et

“— log(n + 1)

trigonometrikus sort. Az el6z6 tétel szerint ez nem lehet integralhato fliggvény Fourier-sora, hiszen
IEEDIET

— “— nlog(n+1)

Igazoljuk, hogy a sor mindenditt konvergens.

Megoldas. A sorat = 0 helyen nyilvan konvergens. Ha 0 < [{| = 7 a Dirichlet-kritériumot alkalmazhatjuk.
sin kgl'—Lf..-ﬂ'n 5t - 1

£
2

|sint + sin 2t + - - + =sinnt| =

sin T sini

1
korlatos (n-ben egyenletesen; ¢-t6l fligghet a korlat). Az Toz(»+1J sorozat monoton csdkkenve tart (-hoz, tehat a
Dirichlet-kritérium szerint a sor konvergens.

Bizonyitas nélkiil megjegyezziik, hogy a

cos nit
“— log(n +1)

sor viszont Fourier-sor. Altalaban, ha @ monoton csékkenve 0-hoz tarté konvex (24n = @n 1+ @,11) sorozat,
akkor 2_ @n €os 1t Eourier-sor. Most igazoltuk, hogy az f — f, L' — ¢ leképezés csakugyan nem sziirjektiv.

8. A Fejér-osszegzés

1.8.1. Feladat. lgazoljuk, hogy ha 5. — & egy konvergens sorozat, akkor a

s0+ 81+ -+ 8q
n—+1

n =

sorozat szintén konvergens €s hatarértéke s.

Megoldas. Az sn sorozat korlatos, s» = M. Legyen » olyan nagy, hogy ha n > v, akkor |- — s| < £/2, Ekkor
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so+ 81+ -+ sq

Tn =8 = n+1 o
< |_‘,-[]—H|—|—|H1 —-‘i|+"'+|-"'n_""|
- n+1
_ |[so —s|+ -+ |sp — 8|+ |[spg1 — 5|+ -+ |sn — 5
- n+1
v+1 -r.a—v-:‘:if+lﬂ_f+%£5l

1 + -
n+1 n+12 wnitl
ham + 1 > (¥ + 1)M/=. Ezzel az llitast belattuk. Hasonloan igazolhato, hogy ha s, — ¢, akkor @y, —+ >,
Ez az észrevétel indokolja az alabbi definiciot.

1.8.2. Definicid. Legyen

oC

E gy

nn=I[

egy sor. Azt mondjuk, hogy a sor Fejér-osszegezhetd és 6sszege az s szam, ha a részletdsszegeibdl képezett

T

sp+ s+ -+ s, 1 . k
= - Pl K)ag = (1— )
n n—+1 n+1 kz—:[](” Jax kz—:[] n—+1 i

sorozat (Fejér-kozepek) s-hez konvergal.

(Més szokésos elnevezések: Fejér-szummalhato vagy Cesaro-szummalhato, (€. 1)-szumméllhaté.)

Ez a definicio a konvergenciafogalom egy valddi kiterjesztése. Vilagos ugyanis, hogy ha a sor a hagyomanyos
értelemben konvergens, akkor Fejér-0sszegezhet6 is (ugyanoda); am nem konvergens sorok is lehetnek Fejér-

Osszegezhetok. (Ilyen példaul a o (=1 sor, ez divergens, de Fejér-0sszege 2.) Tovabba, a Fejér-0sszegzés

linearis mivelet.

Latni fogjuk, hogy a Fejér-0sszegzés a Fourier-sorok esetében nagyon szerencsés fogalomalkotas. Az 1.3.6.

sin nd

feladatban lattuk a 2= =5 sor ss részletdosszegét, most abrazoljuk a #s Fejér-kdzepet. A két abrat

Osszehasonlitva lathatjuk, hogy az atlagolas "simitja" a részletosszegeket.

1.5

1
LN
i ' + oo | 1 . S

0.8

Az 7= kdzép
Tudjuk, hogy

spla) = 1 /w fle+1) ;- flz—1)

T

D, (t)dt.

—T

24
XMLmind XSL-FO Converter



Fourier-sorok

o) + () 4 s, (2)
n+1
/‘ f(r+a‘)+f(i"—f)D[J(f)+Dl(f)+ +Dn(¢)df
. n+1 -

on(z) 1=

T fle+t)+ flr—1t)
2

Ko (t)dt,

ahol ¥, (t) az n-edik Fejér-mag.

1.8.3. Tétel. Ha < [f[ < = akkor

1 (Hin%"—l#)?

K, (t) = ﬁ(ﬂ'n(t) +Dy(t) + -+ Du(f)) = St 1)

o1
hlllﬁﬁ
, - _ ntl
6s Kn(0) = 2=

Bizonyitas. Szokasos moédszeriinkkel

%(Dn(ﬂ £ DL(E) + -+ -+ Dolt))

e

! ! ('la‘+'3f+ +'|[+l]n=)
= — sl — sl — - =110 T — |
n-I-lE.n‘iu%f 2 2 2

1 (2.1?"1f+?'l#'3t+ +2_lfl +]t)
- o I]len % hl]li .-1|12 muz.mu2 51112 sin(n 2]
1
— " +1}J"|112% (] —cost + cost —cos2f + --- + cosnt — cos(n + 1):)
I . 2(” '{I.
w sin -
{rl-l-l]?am 5t 2

Vegyiik észre, hogy K, is paros fiiggvény és
[ K.t)di ==

éppen gy, mint a Dirichlet-mag esetében; de £ (t) = 0 mindenitt.

A K: magfiiggvény

n+l
A Dirichlet-maghoz hasonléan a "gorbe alatti teriilet" most is mindig m, és a 0-ban a gérbe magassaga + ; ez
ugy lehet, ha a mag egy magas és keskeny "tiiske", azaz az allando stlya egyre inkabb az origdban osszpontosul.
Igy most is azt varhatjuk, hogy egy
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Fourier-sorok

/LF B(t) K (1) dt

tipusti integralatlag hatarértéke #(0) lehet. A mag pozitivitdsa miatt a o-kozepek konvergenciaviselkedése
szabalyosabb, mint a részletdsszegeke.

1.8.4. Tétel. Legyen f € L' (=7, 7) g5 f az . helyen folytonos. Ekkor
o (x) = fx) (n— o0).

Ha az [ fiiggvény folytonos azla.b| € [—m. 7| intervallumon, akkor ott 7. (:r) — f(z) egyenletesen.

Bizonyitas.
L [™ fla+t)+ fla—t
() — f(x)| € = / I )2 £ jIL’,,(ftht—_a"(.r)‘
U™ (flo+6) + flao—t) — 2f(:
5_[ [t 04 fla =) =2
T 2
1y 1y
(_:_/ ‘+—/ =:II+IQ.
T Jo<|e|<s T Js<|i|<x

Legyen & > 0 akkora, hogy U = [f[ = & esetén

floe+t)+ flo—1)—2f(x)
2

2

<

(ilyen van, hiszen a fiiggvény z-ben folytonos). Ekkor az els6 integral

1 £ 1 [™e £
11 = — /(;.::-llrl{-_r Efl“(f.:lﬂrt E ;/ r—)f‘i”(?‘)l’# 5 E

T 2

Legyen most @ < [t| = 7 ekkor

1 gin?(Ltdt 1 1

(r+1) sin® %f = 2(n+ 1) sin® %

K.(t) = 2

igy a masodik integral

I < 11 1 f fle+48)+ flz —t)— 2f(x)
2= TI'Z(H + J.) Hillz % 'J"‘:_:l'll_"' 2
11 1 /” flo+t)+ flx—t)—2f(x)

= 7 2(n + 1) sin? a 2

&

dt

M

‘u’t

m

< (I SG) 0 (1 ),

tehat 12 < 3 han elég nagy.

Az egyenletesség igazolasahoz vegyiik észre, hogy ha f zéart intervallumon folytonos, akkor egyenletesen is
folytonos, igy az els6 integral becslésében szerepld 4 az a. 8] intervallum barmely pontjaban ugyanaz lehet.

1.8.5. Tétel. Legyen f € L' (=, 7) g5 f-nek az «r helyen léteznek a féloldali hatdrértékei. Ekkor

floe+0)+ flz —0)
2

Tnlr) — {n — o0).

. . . ' F(z4+0)+ f(x—0)
Bizonyitas. Ismételjiik meg az el6z8 bizonyitast f () helyett az ] atlaggal.

1.8.6. Tétel. Legyen f € LY (=, ), Ekkor & — fLYnormadban, azaz
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Fourier-sorok

”"’Tn_f |J',| — 0 [:'J’F—P‘J('j.
A tételt nem bizonyitjuk, de felsoroljuk néhany fontos kdvetkezményét:

Az L'(T) fliggvénytérben a trigonometrikus polinomok mindeniitt stiri halmazt alkotnak. (vilagos, hogy a =
kozepek trigonometrikus polinomok).

Ha két fiiggvény Fourier-sora megegyezik, akkor maguk a fliggvények is megegyeznek (Lebesgue-értelemben,
azaz majdnem mindeniitt). Ez az Gn. unicitasi tétel.

Ha egy fiiggvény Fourier-sora konvergens, akkor 6sszege csak a kiindulasi fiiggvény lehet (hiszen a Fejér-
Osszegzes megdrzi a konvergenciat).

Bizonyitas nélkiil k6zoljikk Lebesgue alabbi tételét is. (A bizonyitas a folytonos esethez hasonld, lasd 4.6.6..)
1.8.7. Tétel. Legyen f € L' (=, 7). Ekkor
o (r) = flx) mm.,

azaz a Fourier-sor majdnem mindeniitt Fejér-dsszegezhetd a fliggvényhez.
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2. fejezet - Feladatok

1. Sorfejtések, konvergencia

2.1.1. Feladat. Legyen az f(t) =1 ha—m <t < &, és2r-periodikus. Hatdrozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat. frjuk fel a Parseval-formulat. Hol konvergens a Fourier-sor? Helyettesitsiik az £ = 7 ¢ricket.

Megoldas. Mivel az f paratlan fiiggvény, az f(t) cosnt is paratlan, igy minden n értékre

1 "
fhy = — / fit)cosntdt =0,

mert egy paratlan fliggvény origora szimmetrikus integralja mindig 0. A sinus-egyiitthatokat parcialis
integralassal szamoljuk,
s
/ t sinnd df
Jo

cosni]™ 2
=]+

1 57
by, = — / tsinntdt =
S

T

11 6o

m™

— cos ntdt
0 mr Jy

(]

n

_ _ 2cosnw _ (_UHHE
n n

hiszen cos nm = (—1)"

Tehat a fiiggvény Fourier-sora

sint sin 2t sin 3t
£) ~ 2( - + e )
R

&

A Parseval-formula szerint

T

; 2 =
FR(t)dt = TI'(% + Z(fci + bﬁ)).

bt n=1

Py 1 1 1 1
2-?=4I(ﬁ+3—2+3—2+4—2+"').
ebbdl
o1 o111

6 12 22 32 42

Mivel a fliggvény szakaszonkent differencialhato, a km szakadasi pontokban mindkét feloldalrol, a Fourier-sor
mindeniitt konvergens; hatarértéke f (), a k- szakadasi pontokban pedig 0.

Helyettesitsik be a Fourier-sorba a = T értéket. A sinnt  értékei konnyen lathatéan

+1, 45,00 3. 2.0, gpbsl a
LIPS S U S
3 2 4 5

sordsszeg adodik.

2.1.2. Feladat. Legyen az f(t) =t ha—= <t < =, és 2m-periodikus. Hatarozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat. Irjuk fel a Parseval-formulat. Hol konvergens a Fourier-sor? Helyettesitsiik a ¢ = 0), ¢ = m értékeket.

Megoldas. A fiiggvény paros, tehat minden sinus-egyiitthato eltiinik. A cosinus-egyiitthatok

1 /7 2
ag = — / £2dt = Es‘rg.

ﬁ E
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Feladatok

tovabba, han = 1,

Ky m

1/, A
iy = — t~ cosntdt = — t* cos ntdt.
. 0

—T

Kétszer parcialisan integralva

271 ,sinniT 4 [
iy = — [?‘-‘ } — t sin nfdi
v}

77 n lo  wn
‘1 m 4 ™ ) li
=—3 [t coz-;m‘] ] 1, cosntdt = (—1) —-
A Fourier-sor tehat
2 .r} 5 a
T cos2t  cos3t  cosdf
0~ T et - ).
f[: ) 3 cos 1 + 5 T +

A Parseval-formulat folirva,

[ f%jt)dt:[ it =
o — g o

27 1 1 1

w(?+16(1—4+§+§+---)).

ezt atrendezve

= 1 1 1 1
IR TIY)

++

R

3

Az S5 részletdsszeg

A Fourier-sor mindeniitt konvergens (a fliggvény differencialhato, illetve a k toréspontokban mindkét oldalrol
differencialhato), a behelyettesitésekbol

ﬁ2_1+1+1+1+
6 12 22 32 42
| 1 1 1
=___2_|__ — =

12 12 2232 g2
A behelyettesitések azonnal adddnak, hiszen cosn - () = 1 és COS T = (1",

(Természetesen a két 0sszefliggés nem fiiggetlen egymastodl, hiszen
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1 1 1 1
TR E OEC
1 1 1 1 1 1 1 1
—EtEtEtEt A tetete
1 1 1 1 1.1 1 1 1
—ptetEtEt o tilEtetetet)

Azonban 6nmagaban is érdekes, hogy ehhez hasonld sordsszegzések gyakran kaphatok Fourier-sorfejtésekbdl.)

2.1.3. Feladat. ??? Legyen az f(t):=[f|, ha —= <

=t = m, és 2r-periodikus. Hatarozzuk meg a figgvény

Fourier-sorat. {rjuk fel a Parseval-formulat. Hol konvergens a Fourier-sor? Helyettesitsiik az t = T értéket.

Megoldas. A fiiggvény paros, tehat minden sinus-egyiitthato eltlinik. A cosinus-egyiitthatok

|a‘|u’f— =

ag = —

[

“1It-"

1 (" 2
T ) . 2

ha n = 1, parcialisan integralva

2 77
—/ tcosntdt
T Jo

_[ ]“_

(g

2

wn

sinnt

T
/ sin nit df
0

2 no__
fr-r;?((_lj )

n

4
ebbdl azi = 0 ¢s “2k+1 = TFELIZ, A Fourier-sor tehat

_;Z

T

T cos( 2k + ljf
i) =— .
1®) 2 (2k +1)2

A Parseval-formulabol

x4_1+1+1+
96 14 34 54

A sor mindeniitt konvergens [ (f)-hez (éteznek a féloldali derivéltak); a behelyettesitésbol

1
32

1

_5_2

1
72

1

‘\.-”E _I_Q
‘ 92

==t

2.1.4. Feladat. Legyen
/4,

f(t) = { i

—7 /4,

ha 0 <t < m,
ha —m <t <0

és f2m-periodikus. Hatdrozzuk meg az

TR
3 5
IR T S 1
5 ¥ 11 13 17
1 1 1
=gtz t-

sorok Osszegeét.

Megoldas. A fiiggvény paratlan, tehdt minden cosinus-

egylitthatd eltiinik. A sinus-egyiitthatok
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by, =

/ filt)sinntdt

|| =

r ;

0 1 1 a n paratls

= / sinntdt = —[cosnt|] = { n’ ha 7 pj'l tlan,
do 2n 0. ha n pdros.

]
=

. 4 o sin(2E4H1)1
A Fourier-sor tehat = Ek:[] TR rL

Okoskodhatnank gy is, hogy a [ fiiggvény (szorzétol eltekintve) a 2.1.3. feladatban szerepld fliggvény

derivaltja, igy a sort az ott meghatarozott sornak formalis derivalasaval kaphatjuk. Mivel 9 = L? a1.7. szakasz
indokolja a gondolatmenetet.

A féloldali derivaltak mindeniitt 1éteznek (hiszen a fliggvény szakaszonként konstans), igy a Fourier-sor
mindeniitt konvergens / (f)-hez, illetve a ki szakadasi pontokban 0-hoz.

’\II\I 0; ﬁ/‘\f\f\.f\,/’\/"\1I
. \

! o :
I% : : '. ] | : :
! . .

oE |
| od |

o

Az 513 részletosszeg

ar

Helyettesitsiik a sorba a t= %, t= %, t= % értékeket, a sordsszegek rendre %, %, m
Példaul a f = T esetben 5175 = (—1)" cbbsl
"y 1 1

S e N T
4 3 + 5 +
Ezt az eredményt ("Gregory-sor") mas uton is megkaphattuk volna. Legyen

.
3 e

€I .'
hlz)i=o— —+— —+--:
o) == gt

A sor konvergenciasugara a Cauchy- Hadamard tételbsl 1. Ha [z < 1,

. 1
B () =1-x4t—+... = et

mivel 7(0) = 0 || < 1 gsetén h(r) = arctan(r], Mivel az 1 pontban a hatvanysor konvergens (Leibniz-tipusi)
T 1 1
¢s a h folytonos, Abel tétele szerint 1 = l=gt+s—+-.

2.1.5. Feladat. Legyen az f(t) == 1% haD < t < 2m, és 2r-periodikus. Hatarozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat. Hol konvergens a Fourier-sor? Helyettesitsiik az ¢ = 0 értéket.

Megoldas. A fliggvényt most a [0.27] intervallumon adtuk meg; a periodicitds miatt barmelyik 2w hosszl
intervallumon megadhatjuk. Az egyiitthatok

_a
f ¥

1 2
fr.Uz—f t2dt = T
™ Jo

Lol oo
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Feladatok

1 2ar
t, = — [ 2 cos ni di
o
17 osinnt] 2™ 2 I .
= |t - — tsinnd dt
T n Jo ™ Jy
2 [ cosnt]Zm 2 Zm 4
=0+ [?‘. ] - — cosntdt = — (27 — 0) = —,
T n Jo = Jy T n
1 2ar
b, = — [ £ sin nt di
o
1[,—cosnt]2s 2 [T
= —|t"— + i cosni dt
T n 0 mn fy
147%(—1) 2 [ sinnt]2w 2 [ A
=+ — [f—] — 5 sinntdi = ——.
T n ™ n o = Jy n

A Fourier-sor tehat
4 = 4 dx
flt) ~ §7r2 + ;(n—z cosnt — r_:_ sinnt),

és a sor dsszege £2, ha t # 2km (itt a figgvény differencialhatd). A #+ = 2k szakadasi pontokban is 1éteznek a
féloldali derivéltak, igy a sor Osszege a féloldali hatarértékek atlaga, azaz 272 Ha ¢t = 0,

fH0) + f(—=0) 04472 4, =1
2 =—5 =3 )

| =

[3~]

T|'2 -
6 Z n
n=1

t, ha 0L |t < %,

{5 0
2.1.6. Feladat. Legyen 0, ha 5 <[t =g 2m-periodikus. Hatdrozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat. Hol konvergens a sor?

Megoldas. A Fourier-egyiitthatok

2z
=(2n 4+ 1)2°

1
by, = (—1)“-15. bani1 = (—1)" a, = 0.

Ha! 7 F 5, a sor konvergal f (t)-hez; ¥ 5 szakadasi helyeken is 1éteznek a félérint8k, a hatérérték valtakozva £ 7.

Az S14 részletdsszeg

2.1.7. Feladat. Legyen f(f) = arcsinsint (ez 2r-periodikus fiiggvény). Hatdrozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat. Hol konvergens a sor?
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E

. ™ . T 3m .
Megoldas. Vegyiik észre, hogy f(t) =% ha =3 <1< 5 ¢ f(t)=7—1 haz <1< 7 tovabba f paratlan.
A Fourier-egyiitthatok kdnnyen szamolhatok, a Fourier-sor

4= -1
arcsinsint = - ”Z_[:J ﬁ sin(2n + 1)1
A sor mindeniitt eldallitja f(t)-t, mert f-nek mindeniitt léteznek a féloldali derialtjai (arra is hivatkozhatnank,
hogy f mindeniitt (o« = 1 rendi) Lipschitz-feltételnek tesz eleget. )

Az 54 részletdsszeg

2.1.8. Feladat. Legyen f(t) = arcsincosf (ez 2m-periodikus fiiggvény). Hatarozzuk meg a fliggvény Fourier-
sorat. Hol konvergens a sor?

Megoldas. A Fourier-sor mindeniitt el6allitja a fiiggvényt,

4 1
arcsincost = - ”Z_[:J @ 1e cos(2n + 1)t
2.1.9. Feladat. Legyen f(t) = sin %, ha —w < ¢ < m és 2w-periodikus. Hatarozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat. Hol konvergens a sor?

Megoldas. A fiiggvény paratlan, tehat minden cosinus-egyiitthat6 eltlinik. A sinus-egylitthatok

[T in Lsinntar = 2 [ sin L sinntar
S0 — s nilal = — =111 — S R dt
. _?r"'\ 2"'1 P o = 2‘\

T 1 1
gl — =)t —cos(n+ = )idt
/[; cos(n 2) cos(n 2) t
1 |:Hi11(ﬁ — %jf sin(n + %)f} =
T n—% -n,-l-%
2 (=1 (—1)nH 2 L dn
S Ty
In—1 2n+1 T dn=—1

by, =

ER

ER

0

tehat a Fourier-sor

i = 8, ] n .
_fl:f)mZ—(—l) 14”2_1.%111;.*?‘..

T
n=1

Az f(t) figgvény differencialhato, illetve a km szakadasi helyeken is léteznek a feloldali hatarértekei és
derivaltjai. A sor mindeniitt konvergens, dsszege ./ (t), illetve a szakadasi pontokban 0.
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Az ss részletosszeg

2.1.10. Feladat. Legyen f(t) = |sint| ha —= < ¢ < m ¢s 2x-periodikus. Hatdrozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat. Hol konvergens a sor?

Megoldas. A fliggvény péros, igy bn = U; A cosinus-egyiitthatok

A 4
iy = — sintdf = —,
T Jo m

éshan =1,
2 ™
i, = — [ sin t cos ntdt
T Jo
1 /" 0, ha n paratlan,
= — sin(n + 1) — sin(n — 1)) dt = :
TI'_/[; (sin( ) ( ) {—%ml_—l ha n = 2k,
tehat
. 2 4 cos2nt
|sint| = — — —

T W dn? —1°
n=1

a sor mindentitt konvergens, mert a k toréspontokban is 1éteznek a féloldali derivaltak.

o4 !
/ ] \
\'n_ ;" ‘if'/ IL'\ i'J‘

Az 510 részletosszeg

2.1.11. Feladat. Legyen f(f) =fsint ha —x < ¢ < 7 és 2r-periodikus. Hatarozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat. Hol konvergens a sor?

Megoldas. A fliggvény paros, tehat minden sinus-egyiitthato eltiinik. Ha n > 1,
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gy = — [ tsint cosnitdlf = — [ t(2sint cosnt)dt
Tt n .o
™ . . ;
= - t(sin(n + 1)t —sin(n — 1)) dt
™ o
_ 1 [ﬁ —cos(n + ]:la‘] m n 1 /'T cos(n+ 1)t gt
T n+1 0wy n+1
1 t_CUH(” - 1]?’.] w1 /"r cos(n - 1)t it
T n—1 i i n—1
1 (_1)”4—2) 1 (_1)r.l 9
=—|mT— (]——(r )—ﬂ: —yt
fr(ﬂr n+1 + v n—1 (=1) n?—1
A Fourier-sor tehat
feint — 1 C(J'Hi'._'_zi( 1)“_1 cos ni
sinf =1 — - —_
2 = n?—1
€s a sor mindeniitt konvergens.
; ‘_{ 2t, ha —w<t<0
2.1.12. Feladat. Legyen " 3t, ha O0<it<m g 2m-periodikus. Hatarozzuk meg a fiiggvény

Fourier-sorat. Hol konvergens a sor?
Megoldas. A Fourier-egyiitthatok

01 —1)"+!
in = ——5, by, = i

T n

o|§

an =

A sor mindeniitt konvergens, osszege .f (1), illetve a 7 szakadési helyeken 3T,

-5 _//_\'.
\ L /-_ lll‘
\ /
\ /\ ) /f
2\ T
i} | | |

Az s10 részletosszeg

-t ha —w <t <0,
10 ha 0<{f<w

fit
2.1.13. Feladat. Legyen

, €s 2m-periodikus. Hatdrozzuk meg a fliggvény
Fourier-sorat. Hol konvergens a sor?

Megoldas.

>

2 o cos(2n + 1)t sin nt
— = + e 1
R Z_: (2n +1)2 Z:L( ) n

n=

I =

A sor mindeniitt konvergens, 5sszege [t| < T esetén /(1), a # = + helyeken 3

2.1.14. Feladat. Legyen f(t):=¢' ha0 <t < =, f paratlan és 2r-periodikus. Hatarozzuk meg a fiiggvény
Fourier-sorat. Hol konvergens a sor?
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Megoldas. A Fourier-sor

oC

2
[ty ~ =3 (1= (=1)"e)

n=1

n sinnt

nZ41"

(t % k),

A sor mindeniitt konvergens, 6sszege f (1), illetve a k-r szakadési helyeken a sor 5sszege 0.

2.1.15. Feladat. Legyen f(t) := cosat ha —x < < 7, és 2r-periodikus. Hatarozzuk meg a fiiggvény Fourier-
sorat.

Megoldas. A Fourier-sor

sinwa ¢ 1 - , acos kit
P~ 22 (3D ).
k=1

T 2a k2 — a2

i

A sor mindeniitt konvergens, 6sszege f (), illetve a +k helyeken 3(f(x +0) + f(x —0)),

2.1.16. Feladat. Igazoljuk, hogy a [0 7] intervallumon az

1. cost, cos2t, cos3t,

cosinus-rendszer, illetve a

sint, sin2f,  sin 3,

fif..)

. . . (1 . . [ gy =L [T
sinus-rendszer is teljes ortogondlis rendszer. (Ertelemszeriien most a skalaris szorzas /- 9/ = = Jo F(B)a(t)

Megoldas. Legyen [ € L2[0. 7] Az f értelmezését kiterjeszthetjiik a [—7. 7| intervallumra akar paros, akar
paratlan fliggvényként. Legyen

, fie), ha 0 < ¢ <,
. s <t<m, ’ ’
g(t) == { -::E?ﬂ i: 0 ::_.;: 0 hit):=4 —fi(—t), ha —m<t<0,
S == 0, ha t = 0.

Mind a g, mind a h fiiggvény Fourier-sorba fejthet6; és a & sora tiszta cosinus-, mig a h sora tiszta sinus-sor.
Végiil, ha valamely ./ ortogonalis lenne al0.7hn (mondjuk) a cosinus-rendszerre, akkor paros kiterjesztése a
[—7. 7| ortogonalis a trigonometrikus rendszerre; mivel az teljes, ft)=0 majdnem mindeniitt (a [=7. 7| és
igy a [0. 7] is).

1. hal<ux <3,

f(t) = { L e
2.1.17. Feladat. Legyen 0, ha 3 < <™ Alljtsuk el6 a fliggvényt tiszta sinus- és tiszta cosinus-
sor Osszegeként is.

Megoldas. Az [ péros kiterjesztése

1. haO < |z|<
!f“) = {[]_ ™ | |

ha § < |x| <

= (& E]

Ezt Fourier-sorba fejtve

1 /™
ag = — / g(#)dt = T,

W

2 w
sin{n—),
T ( 2)

1 ™ 9 /2
fp = — / g(t) cosntdt = — [ cos ntdt =
TS 0

T o

a keresett sor tehat

0 = 2sin(nf) 7 2 cost cos3t  cosbt 7
(#) ~ = — = cosnt — + —{ — — ). (=)
! Z:l n 2 = 1 3 5 ]' -
36
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: . : , 1
a sor dsszege S (1), kivéve a 7 szakadési helyen, ahol 2.

Hasonloan, a sinus-Sor

fit) = E(zx: ﬂsinmf). f %(

mn
n=1

Lo|—1

. T 1
a sor Osszege a (-ban 0), a = helyen 3.

2.1.18. Feladat. Legyen f(t):=¢" ha0 <t < x. Allitsuk eld a fiiggvényt tiszta sinus- és tiszta cosinus-sor
Osszegeként is.

Megoldas. A keresett sorok

oC

] 2 T T n H -
et = - Z (1—(—-1)"¢ jn.z e sinnt, 0<f<m

n=1

(a sor 6sszege kw-ben 0); illetve

am

N _ 2 = 1 T u'r_
(,u«f:r "Z( e jCUHJ‘H!.. 0<t<m,

mo— a™ + n?

A sor dsszege (-ban 1, w-ben ™

Példaképpen a sinus-egyiitthatokat szamoljuk:

2 s
by, = — [ e sin nt dt
i

‘n— =
2 (.fh' T 2 i .
= — [— sin -r#} - — ™ cos ntdt
Tla 0o wa
2 (,u.f - 2 ™ .
=0-— [— cosnt| ——5 e sin nt dt,
mal a o mwa J

a szokasos modon az utolso tagot atvissziik a bal oldalra:
( ] + J' (i . ( 1 ( 1) T FJ T)
e Vb = 2
2.1.19. Feladat. Legyen f(#) :=t(m — ) hall < ¢ < =. Allitsuk el§ a fiiggvényt tiszta sinus-sor sszegeként.

Megoldas.

8 — 1 .
tHmw —t) = - Z msm(?n -1, 0<t<m

n=

2.1.20. Feladat. Legyen f(t) = sing 7,ha0 < t < . Allitsuk eld a fliggvényt tiszta sinus-sor Osszegeként.

Megoldas.

x B (-1
sin — = — 7-&111”‘.. 0<t <.
2 = Z (4n? — 1) -

n=1
f o= { l— 4. haO<t<2a,
2.1.21. Feladat. Legyen 0. ha 20 <t < 7. Allitsuk el a fiiggvényt tiszta cosinus-sor
0sszegeként.

Megoldas.
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2a 1 ~ rsinnay 2
i (—+ ( ) snt, 0<t<m
) = mA\2 ; na cos

2.1.22. Feladat. Legyen f(#) :==tsint ha0 <t < = Allitsuk el6 a fiiggvényt tiszta cosinus-sor dsszegeként.

Megoldas.

_ J.' 1
a‘--111#—l—— Z( cosnf, 0<t<m.
n—=1

2.1.23. Feladat. Hogyan valtoznak a Fourier-sorfejtés képletei, ha nem 27, hanem 2p(p > 0) szerint periodikus
figgvényeket vizsgalunk? ???

0y .
Megoldas. A" % linearis transzforméacioval a[=7 ) intervallumrol attérhetiink a [—P- P) intervallumra. A
trigonometrikus rendszer:

T T T 'y T 'y
1, cos —t. sin—f, cos2—t, sin2=#, cos3—¢f, sin3—¢. ...
p p r P P P

A Fourier-sor
a,
fr~ l Z a, co--n—?‘ + b, sin r;—f)
n=1 P
1 P T 1 [P
p 1= — flf)cosn—idt, by = — Fit) H]Il”-i'fi’f’
pJ_, p pJ_, p

2.1.24. Feladat. Fejtsiik Fourier-sorba az f(t) = [t| —1 < t < 1 (2-periodikus) fiiggvényt.

Megoldas. A 2.1.23. feladatban felirt képleteket hasznaljuk (P = 1). A fiiggvény péros, igy bn = U; a cosinus-
egyiitthatok

1 " - L
fly = — / [t]| cosn—tdt = 2/ t cos it dt
P )

» F 0

sinatl! 2 Jt
= [a‘. ] - — sinnwtdf
nw lo nw J
2 s Nt 1
_o+ [fcoam- ] _ (=1 = 1),
nw nt lo  n2r
ebbdl
[t] = Z Y 1)2 cos(2n + 1),

a sor mindenditt konvergens.
2.1.25. Feladat. Fejtsiik Fourier-sorba az f(t) = 2f 0 < t < 1 (1-periodikus) fiiggvényt.

Megoldas.

-1
ag = 2 / 2tdt = 2,
Jo

1 . 1 .
sin2nmt]! sin 2nart
iy = 2/ 2t cos 2wt dt = 2[2?“‘—] -2 / SRR g — 0.
i Znw o i niw
L . —cos2nwit]! ! cos 2nmt 2
by =2 2t sin 2nwidt = [2?‘—] e —dt=—(-2-0)
i 2nw 0 o nw 7

A keresett Fourier-sor
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2 e 1
2?‘:1——2—:&11121;??‘.. 0 <t 1.

m T
=

1 042
a sor Osszege a végpontokban 3 (< = ).
2.1.26. Feladat. Fejtsiik Fourier-sorba az f(t) = 10— 5 < t < 15 (10-periodikus) fiiggvényt.

Megoldas.

10 o= (=1)* . nmt
10—t=— :
T ; n 5

2.1.27. Feladat. Fejtsiik Fourier-sorba az f(t) = ¢' —a < t < a (2a-periodikus) fiiggvényt.

Megoldas.

(—1" nwt nart
¢! = sinha ( + 2 1 COS — nTsin — )
a Z: a? ( J

+ n2x? a i)

2. Tovabbi feladatok

2.2.1. Feladat. Legyen f € L, Igazoljuk, hogy az flr 1) Fourier-transzformalt pontosan akkor valos vagy tiszta
képzetes, ha [ paros, illetve paratlan.

2.2.2. Feladat. irjuk 4t a Fourier-sort
ﬂ[] + Z A, cos(nt + o)

alakba. Adjuk meg az 6sszefliggéseket az @n, b egyiitthatok, illetve az <. amplitado és az v fazisszog kozott.

2.2.3. Feladat. Igazoljuk, hogy minden 2x-periodikus f fiiggvény egyértelmiien felbonthatod egy fe paros és egy
. - 2 . .

fo pératlan fiiggvény dsszegére. Igazoljuk, hogy ha /' € L~(T), akkor f. és f. s, és

ILFI1Z = [1£07 + [ full®-

Megoldas.

FOHICD ey, HO =1

g g

fe(t) =

Az &sszes péros, illetve paratlan fiigvények az L?-ben két ortogondlis alteret alkotnak, ebbdl az allitas (a
Pithagorasz-tétel analogonja) mar ad6dik.

2.2.4. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f- 9 € L*(T), akkor f9 € L(T) &s

f Flt)g(t)dt = ﬂU“U + Z(ﬁ“nr, + b3,

n=1

(4, b, 00, B rendre az f és a & Fourier-egyiitthatéi). 2??

Megoldas. Az integral 1étezik, hiszen a Cauchy- Bunyakovszkij- Schwartz egyenl6tlenség szerint

[ rewwacs ([ row)”( [ ana)” <.

Tudjuk, hogy az L? térben

> >0

f= E EJ.l”rl = E du'-":'u

n=I0 n=I(
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(a konvergenciat normaban értve), ahol (Pn) a trigonometrikus rendszer és €, dn a fiiggvények Fourier-
egyutthatoi. Ezutan képezziik a skalarszorzatot:

20

‘::f' .q} = E f.J.'fffl. ||r'-l]?L ||-

n=I0

amibdl az allitas adodik.

2.25. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f paratlan, akkor Fourier-egyiitthatoira |Pn| = n|b1|; ha pedig f korlatos
e 1 .oy . y ry e qeeqe
véltozast, akkor |%n |+ [Pn| = [ ([ fllsv (ittllf 5y a fiiggvény teljes véltozasat jeldli).

Megoldas. Az elsé allitas a (teljes indukciéval igazolhato) | sinnt| < w|sint| egyenlétlenségbél azonnal adodik.
A masodik allitds bizonyitasahoz az intervallumot bontsuk fel olyan szakaszokra, ahol a cos n.r (vagy a sin n.r)
allando¢ elgjeltl, és ezeken a szakaszonkon parcidlisan integraljunk.

2.2.6. Feladat. lgazoljuk, hogy az

: tsind, ha0< |t < T
= i =
F(#): {{} ha t =0

fiiggvény egyenletesen folytonos, de nem korlatos valtozasu.

Megoldas. A fliggvény egyenletesen folytonos, mert kompakt intervallumon folytonos. Osszuk fel az
intervallumot: legyen

1 1
— typ=————, k=12...N
sHk—Ur T Ik—1D)n

tag_1 =
Mutassuk meg, hogy az igy kapott beosztason a fliggvény ingadozasa log N nagysagrendii.
2.2.7. Feladat. Az el6z6 feladatban szerepl fliggvény Fourier-sora hol konvergens?

Megoldas. Haf # 0 a fiiggvény differencialhato; a 0-ban pedig Lipschitz-feltételnek tesz eleget (az o = 1
értékkel).

Legyen

L P < 1
f(f:] - Tgl.fl ha 0 < = g .
0, ha —7 <t <0vagy £ <t <.

2

Igazoljuk, hogy ez a fliggvény korlatos valtozasu (tehat Fourier-sora konvergens), de a (-ban nem teljesiil ra a
Dini-feltétel.

Megoldas. A fliggvény szakaszonként monoton, tehat korlatos valtozash; és a Dini-feltételben szereplé integral
divergens.

12

: - 3 .
2.2.8. Feladat. Hatarozzuk meg az f(t) = lmt —t )ﬁiggvény Fourier-sorat. Hatarozzuk meg az
_ 1 1
1- 3 + 5 +e
sor 0sszegét.

Megoldas. A Fourier-sort definicio szerint is meghatarozhatnank, de most mas utat valasztunk. Tudjuk, hogy

oC (_1 nt1

_ "
t= ZZ T:ﬁmm‘..

Ezt tagonként integralva (1. 1.7.)
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= [:_l)r.l+1 > (_1)”
2

n

cos it

0| T
Il
]

|

“ba
+
%]

n=1 n=1
]'72 = [:_1 mn

)
= ZE + ZZ — cos nit,

n=1

2 - 172
T (—1)
= E + E l 5— COS nt.

n

e
bd

= |

Ismét tagonként integralva

?(3 WQ 20 (_1)?1 .
E=12T+Z 3 sin it

n=1

és ezek a sorok konvergensek. A keresett Fourier-sor tehat

—— (—J. nt1

L5 3 ) i
E(:'r t—1) = ZTMHHL

n=1

s

Helyettesitsiik be a t = 7 értéket: 515 = 0 ha 1, paros, és véltakozva +1, ha n pératlan, ebbdl a sor dsszege

LIS S s
33 53 BV

2.2.9. Feladat. Legyenek

0, ha —7 <t < 0, 0, ha —m <t <0,
F(t) = {::in t, hal<f<m, glt) = { 1—cost, hal<t<m.

Hatérozzuk meg az f Fourier-sorat, majd ezt folhasznalva & Fourier-sorat is.

Megoldas. Ha mar meghataroztuk [ sorat, a ¢ Fourier-sora tagonkénti integralassal kaphaté. A sorok

) 1 1 . 2 2 cos Int
flt)=—+4 =sint — — —.
T T dn= —1
t 1 1 1 — sin 2nf
= —+———cost—=% ——
9(t) R D Z n(dn? — 1)

n=1

a sorok konvergensek a fiiggvényekhez a —@ =< ¢ < m intervallumon.

2.2.10. Feladat. Legyen f(t) == —In|2sin 5] Igazoljuk, hogy [ integralhat6. Hatdrozzuk meg a Fourier-sorat.

Megoldas. Az f fiiggvény paros, nemnegativ, és ha 0 < [f| = 7 diffencialhato. A 0-ban|f(#)| = ¢ tehat az

™ t
[ (—1In(2sin-))dt
Jo 2
(a 0-ban improprius) integralt kell vizsgalnunk. A L'Hospital szaballyal kénnyen igazolhato, hogy

i
(V)(— In(2sin 7)) =0 (t—0),
L

ezért az improprius integralnak van integralhatd majoransa (az v'=), igy konvergens.
Legyen Z = F'l:C{)Hf + 1 =Iin f:] Tudjuk, hogy
+---, |z] < 1.

A Dirichlet-kritériummmal igazolhatd, hogy
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cos 2t cos 3t

2+3

cost +

konvergens, ha 0 < t < 2, és egyenletesen konvergens, ha0) < 4 <t < 27 — 4 < 27 (§ > 0); hasonloan,

sin 2 + sin 3t
3

sint +

mindeniitt konvergens, és egyenletesen konvergens, ha 0 <4 < ¢ < 27 — 4§ < 27 (§ > 0), ezért
3

2 -
log(1—2) =2+ — + 2 ...,
og( ) +2+3+

igaz minden |z =1z # 1kornplex szamra is. Ebb6l

f = cosnt
—In|28in=| = 0 <t < 2.
|25 2' Z i)

n=1

A t = 7 behelyettesitésével adodik:

In2=1—--+-—+---.

SR
[FURSY

s1r T
Figyeljiik meg a sinus- és a cosinus-sorok eltér6 karakterét: Lattuk (1.7.2.), hogy 2 oz nem Fourier-sor (bar
cos i

. jin nt osnt .
konvergens), 2 lozgn Fourier-sor. Most lattuk, hogy a >0 S &s 22 5 mindketten Fourier-sorok, am az
egyik korlatos, a masik nem korlatos fliggvényé.

2.2.11. Feladat. Hatarozzuk meg az 1™ [2cos 3] gg a7 In | tan 5] fiiggvények soreldallitasait.

Megoldas. Az el6z6 feladat eredményében ¢ helyébe (T — t)-t irva, illetve a két sort kivonva

t - (—l)”"'lco.»:-nf
In|2cos-| = -  0<t<m,
| 2| ; mn
= |
— cos(2n + 1)t
— In|tan =| = — <~ Ot
2 | 2| Z 2n+1

n=1
Tagonkénti integralassal kapjuk, hogy

* ot g
—‘/ 10@;(2:«']115)(# = Z —. 0 a<2n,

.”;
a n=1

. t = (—1)" sinnt
log(2cos - ) dt = - —7mT<z<m
| ostzeos = 3° <z

2
n
n=1

3. Alkalmazasok

2.3.1. Feladat. Adott keriiletli zart gorbék koziil melyik hatarolja a legnagyobb teriiletet?

Ez az izoperimetrikus feladat. Ismert, hogy a megoldas a korvonal. Elemi geometriai megfontolasokbol
viszonylag egyszertien adodik, hogy csak a korvonal lehet a keresett gorbe. A feladat most azért érdekes, mert
egyaltalan nem nyilvanvalo, hogy a keresett extremadlis gorbe 1étezik; ezt fogjuk igazolni.

Megoldas. A keresett sikgdrbe keriilete legyen L; valamely rogzitett pontjatol mért ivhossza s és legyen a gorbe
_ 2%

paraméterezése = = T(t), ¥ = y(t) ahol ¥ = T 5 Mivel a gorbe zart, T(0) = x(2m) &5 w(0) = y(27); terjessziik

ki az i és ¥ figgvényeket 27 periddussal az egész egyenesre.

A gorbe barmely hurja rovidebb a megfeleld ivnél, azaz

2
L

lr(t) — w(f2)] < — |t —taf,
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igy az - w(t) fiiggvény (és hasonldan az u(t) is) abszolut folytonos, tehat korlatos valtozasu, tehat majdnem
mindeniitt differencidlhat6. Mivel

2

('(£))% + (2'(1)? = (s(1))* =

«r és YL2-beli fiiggvények. Legyen

x(t) = ﬁ[] + Z((i” cosnt + b, sinnt),
n=1

y(t) = ﬂ[] + Z(n,, cosnt + [, sinnt),

n=1
és (1. 1.7.)
oC
' (1) ~ z(nh,, cosnit — na,, sinnt),
n=1
o0
y'(t) ~ Z(n,{j’“ cos nt — noy, sinnt).
n=1

A Parseval-formulat (1.2.5.) alkalmazva

o>

L? 2m
5 = (' () + (2 ()2 dt = = Z 240+ a2+ 52
i A0

A gorbe altal hatarolt teriiletet hasonloan kifejezziik a Parseval-formula segitségével. A 2.2.4. eredménye
alapjan

2w >
1 = / y(E)x'(t)dt =« n(3,a, —a,b,).

Ezekbdl elemi atalakitasokkal

= al
L2 —dxl = 272 Z r?(a2 + b2 + a2 + 32) + n(B.a, — anb,)
n=1

= 272 Z ((Tifl“ + 8202 + (nby, —a,)% + (n? — l)(n + ‘i”]) =0,
n=1

L2
=1,
47 =

és egyenl6ség pontosan akkor van, ha
na, = —F,: nb,=a,; nz=2:0,=7,=10

] . oy .
x(t) = > +ajcost + by sint) y(t) = - + by cost — ay sint.

ajl R p—

S 2 2, n . . s o— 81 — b s 1a1z
Legyen mosts ™ = v/ 01 + b7 ¢s ¢ az a sz6g, amire €05 ¥ = T 8L = TH Byze] a jeloléssel
22y . - ]
x(t) = £} + r(cospcost + singsint) = 5 + rcos(t — ),
g . . ap .
ylt) = -t r(sinpcost — cospsint) = > + rsin(t — ),

tehat a kapott gorbe egy korvonal.
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2.3.2. Feladat. Egy L hosszusagu (vékony, homogén) huzal két végét allando 0° hdmérséy’'—  tartjuk, a tobbi
része el van szigetelve a kornyezettdl. Ismerjilk a huzal hémérséklet-eloszlasat a iddpillanatban;
hatarozzuk meg a hdémérséklet-eloszlas id6beli alakulasat.

Ez az hévezetési feladat egyike volt azoknak a fizikai feladatoknak, amelyeket Fourier oldott meg az altala
kidolgozott sorfejtési modszerrel.

Megoldas. Fizikabol ismerjiik a hdvezetés differencidlegyenletét: a vizsgalt egydimenzids esetben

au

ahol U = U(r.1) a huzal i koordinataju pontjaban a ¢ idépillanatban mérhetd hémérséklet, » pedig egy, a huzal
anyagéra jellemz6 allando. Tudjuk, hogy U(0.1) = U(L.1) = 0 gg U(x. 0) = () jsmert fiiggvény.

Keressiik a megoldast U (. t) = X (x)1(t) alakban:
WEX ()T (1) = T () X" ().
Feltehetjiik, hogy az X és T' fiiggvények nem tlinnek el; az egyenletet X T'-vel osztva és rendezve

L1 X"(x)
Tty  X(x)’

Mivel a bal oldal csak r-tSl, a jobb oldal csak #-t6l fiigg, ez csak akkor teljesiilhet, ha mindkét oldal allando,
mondjuk ¢. A jobb oldali (masodrendii linearis) egyenlet tehat X" = X, és a megoldasokrol tudjuk, hogy

5}’(”‘) = X(L), Ez csak ugy lehet, ha ¢ < 0, pontosabban, ha ¢ = _%(}_T.)z, az ehhez tartozé6 megoldasok a
SN T 1T fioovények.

A bal oldali (els6rendii linedris) egyenlet megoldasai ezek utan

2
KT

t),

1= exp(—

A hoévezetés differencialegyenletének keresett megoldasat tehat az

2
K nmw . T
t)sin —na
L

Uix,t) = Zlbn exp(— T

sor Osszege adja meg; a Pn egyiitthatok az f Fourier-egyiitthatoi,

Uz, 0) = fit) = Z b, sin %-n.r.

n=1
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3. fejezet - Mas ortogonalis
rendszerek

Ebben a fejezetben csak megemlitiink néhany ortogonalis rendszert, ezeknem az elméletét még vazlatosan sem
kivanjuk targyalni. Célunk pusztan annyi, hogy a trigonometrikus rendszer mellett egy kis kitekintést adjunk.

1. A Rademacher- és a Walsh-rendszerek

Ebben a szakaszban a szerepl6 fliggvények az L2[0.1] tér elemei.
3.1.1. Definici6. Az
rpl(r) i=signsmn(2"wr) n=0/12...

fiiggvényeket Rademacher-rendszernek nevezziik.

11‘ — f -
. .
} f

Az els6 négy Rademacher-fiiggvény (7o, 71, 7’2, 7'3)

3.1.2. Tétel. A Rademacher-fiiggvények ortonormalt, de nem teljes rendszert alkotnak.

Bizonyitas. J []1 r ?]U' Jdz = | [11 ldr = 1. tehat a rendszer normalt. Az ortogonalitas bizonyitasdhoz tekintsiink
egy olyan intervallumot, ahol az n-edik Rademacher-fiiggvény alland6 eléjelii. Az (7 + Pl-edik fiiggvényt ugy
kapjuk, hogy ezt az intervallumot 27 (egyenl6) részre osztjuk, és ezeken az intervallumokon az (7 + p)-edik
Rademaclher-ﬁiggvény felvaltva lesz +1 és —1, tehat az o) n(T) szorzat a +1és a —1 értékeket egyarant

egy-egy 2 6sszhosszisagh intervallumrendszeren veszi fel, ezért

=0.

1
2

=1 =

1
[ o T )T i) dir =
Jo

. 1
Végiil, vegyiik észre, hogy m = 1 esetén a Rademacher-fiiggvények az 2 pontra paratlanok, azaz
. 1
ral) = —r. (1 — 1) tehat rajuk barmely, az Z pontra paros fliggvény ortogonalis. Egy olyan paros fliggvény,
melynek integralja (), példaul az

Rt hn.|.r—%| < i
)= {—1. hai <« lr — %| <1
fliggvény tehat ortogonalis minden Rademacher-fiiggvényre.
Legyen [ € L?[0.1], A 1.2. szakaszban lattuk, hogy képezhetd a Rademacher-rendszer szerinti altalanos

Fourier-sor ("ortogonalis sor"):

oC

1
~ nn ’ o= Flt)ra(t)dt
D S N A (GO

=0
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Mas ortogonalis rendszerek

Sl < || f|F%-normaban konvergens. (Igaz, 4ltalaban nem az [ fiiggvényhez, hiszen a rendszer nem teljes; de
teljesiil.) A ¢, m, (a)er-rendszer érdekes tulajdonsaga, hogy ez a sor majdnem mindeniitt is
3 elergens. Altalaban a sor majdnem mindeniitt konvergens vagy divergens pontosan akkor, ha a

sor konvergens vagy divergens, azaz a Rademacher-sorok esetében a normaban vett és a majdnem
mindeniitt konvergencia egybeesik.

3.1.3. Definicio. A wolz) == 1;
wy, (@) == H""Ju&l('*')' ha mn=2" 42" 4. ...42" pn, N

fiiggvényeket Walsh-rendszernek nevezziik.

5|

Az els6 négy Walsh-fliiggvény (Wn, 'y, g, i)
3.1.4. Tétel. A Walsh-fiiggvények ortonormalt, teljes rendszert alkotnak.

Bizonyitdas. A Walsh-fliggvények normaltsaga nyilvanval; az ortogonalitds ugyanugy lathato be, mint a
Rademacher-fiiggvények esetében. Belatjuk, hogy a rendszer teljes. Tegyiik fel, hogy f € L? ortogonalis a
Walsh-fiiggvényekre. Legyen az integralfiiggvénye

F(z) = [ A dr.
Ju

Az ortogonalitasbol

1
[ wq(t)f(E)dt =0
Jo

= F(1)— F(0)=0 = F(1)=F(0) = 0.

1
/ wi(£) f(E)dt =0
Ja

1 1 1
= F(5) = F(0) = (F(1) = F(3)) =0 = F(3)=0,

1
/ wat)f(t)dt =0

0

1 1 1 3 1 3
= I*'(:L) — B0y — }“'(5] + F(I) + I*(Ij - F(E) — F(1) + F(I) =0

13
= F()+F(7) =0,

1
/ walt)f(t)dt =10

0

1 3.1 o 3 R
= F(7) = FO) = F() + F() +F) - F() =0= F() - F(7) =0,
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a két utolsobol £(3) = F(3) =0 ¢ igy tovabje. . .. Teljes indukciéval kapjuk, hogy £'(r) = 0 mindeF'() =
alaku "diadikusan racionalis" pontban. Mivef(x) = F'(x) = Oggvény, abszolut folytonos is, tehat
mindeniitt. Tudjuk, hogy majdnem mindeniitt , s ezzel az allitast belattuk.

2. A Haar-rendszer

A Haar-fiiggvényeket is a [0. 1] intervallumon értelmezziik.

3.2.1. Definicio. A Xo.o(r) =1

N 1
; E—1 k—g
v 2", ha 5= = -—

<
& L _I N L - i e
Yo k(o) : _V'F. hat lel., <r< % n=012..... k 1.2.....2
] kulonben,

fiiggvényeket Haar-rendszernek nevezziik.

Az els6 hat Haar-fliggvény (Xoo, Xo1, X11, X12, X21, X22)

A trigonometrikus rendszer elemei folytonos ¢és egyenletesen korlatos fiiggvények, a Rademacher- és a Walsh-
rendszer is (egyenletesen) korlatos, mig a Haar-rendszer nem korlatos és tagjai sem folytonosak, tehat az eddig
megismert rendszerek koziil a Haar-rendszer tiinik a "legszabalytalanabbnak". Latni fogjuk, hogy ennek ellenére
(igazabol részben éppen ezért) a Haar-sorok konvergenciaviselkedése nagyon "szabalyos".

3.2.2. Tétel. A Haar-fiiggvények ortonormalt, teljes rendszert alkotnak.
1
Bizonyitas. A fiiggvények normaltsaga vilagos, hiszen () =2 egy = hosszu intervallumon és masutt 0.

Két k616nb6z6 Haar- fuggveny szorzata lehet mindeniitt 0; ha nem, akkor most is igaz, hogy ugyanolyan hosszu

intervallumokon lesz o 37 és ~ 7, igy a szorzat integralja (). Tegyiik most fel, hogy f € L? ortogonalis az Osszes
Haar-fiiggvényre. Legyen az 1ntegralfuggvenye

Flr)= [ FlE)dt.
Jo
Az ortogonalitasbol

1
/ Yool f(H)dE =0 = F(1)—F(0)=0 = F(1) = F(0) =
0
. 1 1 1
/ o (B f(HdE=0 = F(Z)—F0)—F(1) +F(z)=0 = F(Z)=0,
J 2 2 2

.1
/ via () f()dt=0 = F( )—E({})— )+f«( )—{} = f(i) 0,
R

a7
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1
[ @i =0 = 5 - PG -F@)+FG =0 = FG -0,

és igy tovabb .. .. Azt kapjuk (teljes indukcio!), hogy (=) = 0 minden * = 3+ alaku "diadikusan racionalis"
pontban. Mivel F' egy integrélfiiggvény, abszolut folytonos is, tehat £'(x) =0 mindeniitt. Tudjuk, hogy
majdnem mindeniitt (x) = F'(x) = 0, 5 ezzel az allitast belattuk.

Legyenek a @, n=0,1.2.... figgvények a Haar-fiiggvények, folytatolagosan szamozva. Az f € L'[0,1]
integralhat6 fliggvény Haar- Fourier sora a

-l

L
E!"“Ifl?l“[::i'). Cn = [ f(t:](_;'l-'l” (f:] et
J0

n=>0

sor. Az n-edik részletosszeg

mn

n 1
) = Yt = 3 ([ @m0}
k=0 k=o 0

= _f f(t)(Zo"u—(t)ﬁ'u.(;n))dat = ][11 FUEVD,, (. t)dt,

k=0

ahol

L

D, (r.t) == 3 dn(t)bu(x)

k=0

az altalanos Dirichlet-mag.

A Dirichlet-mag viselkedését grafikusan szemléltetjiik. Abrazoljuk el3szor a © (t )by () fiiggvények értékeit az
n=>0,1,....5 értékekre.

! l v
1 1 o a
' -
2| e
1 1 1 e
i 1 2]-= 1
[ 1 ] T g 1
' ! '
2|z
o 1 a a a o
2 |-
oo =L
o ] — a i4 g
44 oo
[ Ny 1 [
T v 1 [] 1

1 1 1
a 2 o
' .
b
2 ] T o
\ ' + | @ .
a 1 a 1 o 1
1 1 v
oo| s o |« a4
a a 1 o
+ | o 4 |o 4w
a |4 o | 4 v :-:-
b . ] -
a e aiel g LIEE Y
! alo : Bla !
[] T a 1 [] 1

Az els6 hat Haar- Dirichlet mag (D[J(-'“- t)..., Ds(=. f))
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Teljes indukcioval igazolhato, hogy a mag mindig olyan, hogy az egységnf) (. ) = oyedeljik, majd a%étlé
menti négyzeteket ndJ, (x.t) = 2"/abb, és az atlon kiviili négyzetekben , az atlora es6  élu
négyzetekben pedig . (A négyzetek kozotti szakaszokon a magfiiggvény a két szomszédos
négyzetben folvett érték atlaga.)

Ennek alapjan kimondjuk az alabbi tételt.

3.2.3. Tétel. A Haar-rendszer Dirichlet-magjdra igaz, hogy Dnlx-t) 2 O mindeniitt és minden = helyen

1
/ D, (x t)dt =1.
Jo

Igazak az alabbi tételek:
3.2.4. Tétel. Ha f € L'[0.1] akkor Haar- Fourier-sora majdnem mindeniitt konvergens és sszege f (),

3.25. Tétel. Haf € L'[0,1] az ;- helyen folytonos, akkor Haar- Fourier-sora az « helyen f(¢)-hez konvergd.
Ha f folytonos az [@. b] € [0. 1] intervallumon, akkor ott a konvergencia egyenletes.

Bizonyitas. Csak a folytonossagi pontra Vonatkozo allitds bizonyitasat vazoljuk. Ha # 3 T alakt, akkor
K, (x.t) # 0 csak akkor, ha t € I, ahol 1 egy ¥ hosszi intervallum, és ott fn {0+ 1) = 2” igy

|snlx) — fla)| = | / f Ky (o t)dt — f(-’r)|
< [ F(£) = F()| Kn (. t) dt < / £2mdt <z,

S T R

ha n elég nagy, mert akkor 2" is nagy, azaz |+ — t| kicsi.

Ha ¥ = _T alak(i, akkor ugyanigy okoskodhatunk, csak most n (. t) % 0 akkor teljesiil, ha £ két (-ben
1 1
szomszédos) intervallum valamelyikébe esik, ezek hossza T és 2, vagy 2»- és 2m lehet.

3. Ortogonalis polinomrendszerek

Tekintsiik az [a. 5] —o¢ < a < b < o intervallumot. Legyen ¢ : [a. B] = R egy korl4tos, nemnegativ, folytonos
figgvény, az Gn. sulyfiiggvény.

2 :
3.3.1. Definicio. A P suly szerinti L, teret azok a mérheté f : [a.8] = R figgvények alkotjak, amelyekre

[&]
[ (f(x))? pla)dr < 0.

2
Ly vektortér, benne

«h
{f. o) :=/ Flx)gle)plx)dr

egy skalaris szorzat.

(Valdjaban a definicid sokkal altalanosabban is megfogalmazhato a Lebesgue- Stieltjes-integral fogalma
segitségével.)

. 2 .
3.3.2. Feladat. Igazoljuk, hogy L, csakugyan skalaris szorzatos vektortér.

Megoldas. A vektortér és a skalaris szorzat axidomai az integral altalanos tulajdonsagaibol adédnak. A norma
értelemszerlien

]

b 1/2
171 = (| (7))l dr)
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Tudjuk, hogy az 1, r, 2, . . .hatvén)Lf-‘[a.. hlnyek linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak a szamegyenes by, ('

n=0,1,2,... Ezt a rendszert az térben ortogonalizalva kapjuk ortogonalis polinomok egy ,
rendszerét.

3.3.3. Tétel. (Gram- Schmidt-eljards) Ha (tn) linedrisan fiiggetlen vektorrendszer (egy vektortérben), akkor
van olyan (¥n) ortogonalis vektorrendszer, amely ugyanazt az alteret fesziti ki, és

Uy = it + pots +- Dpn iy .

3.3.4. Feladat. Ortogonalizaljuk az 1, «r, =2, ... rendszert a[—1. 1] intervallumon, a () = 1 salyfiiggvény
mellett. ???

Megoldas. Legyen Po(x ) =1 Keressiik pi-et P1(x) = (= — c10)Po(T) alakban. Az ortogonalitas miatt

1 1
[ polr)py(x)de = [ (x—eqg)de =0,
J Jq

ebbsl 1o = 0, prx) = =, Legyen palx) = o — ea1p1 () — ea0pa(r), Az ortogonalitas miatt

-1 -1
/ palx)py(x)dr = / l:.r2 — carp1(x) — caopo(x))pL () dx
J1 J1

1

1
= / (2py () — coypt () do = [ (x% — o) do =0,
Joa :

1 1
[ polo)polx)de = [ (.;'2 — eo1pi(x) — conpolx))po(x) dr
S =1 S =1
-1

1
= [ (.:'2-;3[](.:'j — f'g[]pa(.rj)d.r = / l:.r2 — eog)dr =0,
Jo J_1

1 _ .21 _ 3 _3 e
ebbdl r21 = 0 20 = 3 azaz p2(T) = T° — 3 Hasonloan szamolva, p3(T) =17 — 5T Byt gz eljarast folytatva,
ortogonalis polinomok egy olyan sorozatat kapjuk, ahol a féegyiitthatd mindig 1. Természetesen a polinomok
normalhatok is.

Az ortonormalt polinomrendszerekre mindig érvényes egy rekurzid.

. 2
3.3.5. Tétel. Legyen (Pi) egy ortogondlis polinomrendszer valamely L térben. Ekkor minden k € N értékre

¥p. ke
pry1(r) = (z — e )py () —
eyl o

pro1(x),

ahol & a P féegyiitthatdja és Ck egy konstans. ???

Bizonyitas. Legyen

E+1

opp(r) = Z opa),

=0

mert a baloldal k + 1-fok(i polinom. Szorozzunk rendre a Pj(T )_polinomokkal skalarisan (azaz szorozzuk az
egyenléséget és integraljunk a-tol b-ig a sulyfiiggvény szerint). A 7 =0, 1..... k — 2 grtékekre a baloldalon

o]

/ pilx) - axpjl(x) ple)de =0
(mert =P (T ) foka legfeljebb & — 1), a jobboldalon az ortonormaltsag miatt csak a ©; marad meg. Tehat

apy(r) = ep_ypr_1(x) + eppp(a) + eppiprgr (o),

az "+ egyiitthatojat dsszehasonlitva
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applx) = cp_ypr_1(x) + cupr () + Py,

¥p.
k41

i

Prp1lr) = (o — o )p(x) — cp_1pp_1 ().
k41

Most szorozzunk Px—1(7)-szel és integraljunk, az ortonormalités miatt

o]

Ch1 =/ api(c)pr_1(x) plx) de.

Nyilvan igaz, hogy

g
(572

rpp_q(x) = pr(x) + alx),

ahol 7 egy legfeljebb i — 1-edfokt polinom. Ezt beirva

7]
Cp_1 = [ wpi () pr_1(x) p(x) dr

w0

] _ o
- [ (M=) + al) o1 plir) de = 52—,
Ja k

vy
s ezzel az allitast belattuk.

frjuk fol a rekurziét az v és a ¢ valtozokkal is. A két egyenletet egyméasbél kivonva és rendezve azt kapjuk, hogy

(ﬁ:.-(-*')m-+1 (t) — pr(f)Pria (I))
Etg._lﬁk—l('ﬂ(f’ﬁ.'(tj - P:.-_ﬂf)ﬁk(-f))

gyl

= (t —a)pp(t)py () —

g

és ebbdl

(t—2) > pelB)pg(e)
k=0

= Z ( 0 (;n:..(.r)m-+1(ﬂ - pk(f.)m.H(;))

V41

k=0
_ n;.-_.1 (pk_L(I)ﬁk(ﬂ _M_l(t)m.(.rj))
= Zﬁk('r)ﬁ'k(t) - -~ (ﬁr.'[:'r)ﬁr.l-l-ltf) - p”(f:lﬁ”-p]_(“r))'
= On4l

egyszerisitve a "teleszkopikus" 0sszeget. Eredménylink az un. Christoffel- Darboux formula:

3.3.6. Tétel. Az ortonormdlt polinomrendszer dltaldnos Dirichlet-magja

mn

: L (8) — p(t);
.D'”l:.i'. f.:] — Z f’k(-r)ﬁ'k(t:‘ _ Gy pr.'( r)ﬂ”+1( :] Jr‘l’n( :ll”r.l+l. ('{) .
o ] t—ua

Vegyiik észre, hogy a magfliggvény "hasonlit" a trigonometrikus rendszer Dirichlet-magjara. (A ¢ = & helyen
van i—x jellegii szingularitasa.) Ezért azt varhatjuk, hogy a sorfejtés konvergenciaviselkedése is hasonlo.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi tételt.

- 2

3.3.7. Tétel. Legyen € Lila.bl gz 4 helyen folytonos és tegyiik fel, hogy Dini-tipusu feltételnek is eleget tesz.
Tegyiik fel azt is, x egy kornyezetében mind a plt) sulyfiiggvény, mind a Pn (£) polinomrendszer korlatos. Ekkor
a polinomrendszer szerinti Fourier-sor
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-l

f
Zf'.,,p,,(.-::). oy :=[ FlE)p, (t) df

n=I(0

az . helyen konvergens és osszege | ().

4. A Legendre-polinomok

Tekintsiik az
(1 —a?)y" — 20y’ +nln+1)y=0
differencialegyenletet és a

1 i”
Fhiz):= ‘ (2 —1)"

2!l don

polinomokat. £ pontosan n-edfoku, hiszen 2rn-foka polinom n-edik derivaltja. Belatjuk, hogy Fr megoldésa a
differencialegyenletnek.

legyen f () := (% — 1)" nyilvan f'(x) = 2na(e® — 1)" ' 45 ebbil
(1—2%) f'(x) + 2nx f(x) = 0.

Ezt az egyenletet (7 + 1)-szer differencialjuk a Leibniz-szabaly f6lhasznalasaval.

(up)(™) = Z (:) (k) (n—k)

Leibniz-szabaly: k=0
Az (1 + 1)-edik derivalt

a=ar@+ ("7 oo+ (1)) )

! 1
+ 2nar I () + (I )Eﬂfﬂf*)(;r) -0,

(1—a2) 2 () — 20 ™ ) + nln + 1) ™ (x) = 0.
ami (egy szorzotol eltekintve) éppen a bizonyitandé allitas.

3.4.1. Definicio. A fent megadott Pnl polinomokat Legendre-féle polinomoknak nevezzik. A szokastol eltéréen
ezek ugy vannak normalva, hogy F.(1)=1 alljon font.

Lényegében ezeket a polinomokat hataroztuk meg a 3.3.4. feladatban.

\ /ﬁ

v
. )
| \\ // /I,l'll

- )f ,l'l {

Az els6 6t Legendre-polinom
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3.4.2. Feladat. Igazoljuk, hogy a F.(:r) polinomnak az dsszes gydke egyszeres és a [=1. I]intervallumba esik.

Megoldas. Az f() == (x® —1)" fiiggvény a —1-ben és az 1-ben is0. A kozépérték-tétel szerint f'-nak van
gydke az intervallum belsejében. De f’ a végpontokban is 0. gy f”-nak van két (kiilonbézé) gydke az
intervallum belsejében. De f” a végpontokban is 0. .. Ezt n-szer megismételve kapjuk, hogy F"-nak van n
(kiilonbdz8) gydke az intervallum belsejében. Mivel '™ egy n-edfoku polinom, tbb gydke nem is lehet.

3.4.3. Feladat. Igazoljuk, hogy a Fr(1) = 1¢s Pu(—=1) = (=1)".

Megoldas. A Leibniz-szabaly szerint

(= 1)m)m = %" (:)m,‘_n — 1) (n—k+ Dz — 1" *n(n—1) - (k+ 1)(x + 1)*,

k=0

minden tagban van ( — 1} &s (r + 1) tényez8 is, kivéve az els6t és az utolsot. Igy

((.’!‘2 _ 1)1;)[?1]

=t & (2 — 1™yt =
ebbdl mar kovetkezik az allitas.

3.4.4. Feladat. Igazoljuk, hogy a Fn(r) polinomok ortogonalis rendszert alkotnak a [—1: 1] intervallumon.
Megoldas. Legyen ™ # k. Tudjuk, hogy

(1—a23)P! —22P. + n(n+ 1P, =0,

(1—a®) P —22P) + k(k + 1) P, = 0.

Az els6 egyenletet Fi-val, a masodikat Fr-nel szorozva és az elsébdl a méasodikat kivonva

((1 —?)(P'P, - P, P;_))! +(n(n+1) — k(k + 1))P, Py = 0,

ezt integralva
! 1
(n—k)n+k+1) [ Po(x)Pylx)de = [(l — &) (P P — PP = 0.
Jo1 -

3.4.5. Feladat. Igazoljuk, hogy a £(r) polinomokra teljesiil a
(n+1)F, 1(x) =(2n+ 1)aP,(x) — nP,_(x)
rekurziv formula.

Megoldas. Ugyantgy igazolhat6, mint az altalanos esetben, lasd 3.3.5..

1Pl = oot
3.4.6. Feladat. Igazoljuk, hogy a Legendre-polinomok normaja " ™! = &n3T,
Megoldas. A rekurzids formula szerint

-'Dn('r) = (2” - 1J'TPH—1(';':] - (” - 1)R,_2(I)~

Po()-szel szorozva és integralva (felhasznalva az ortogonalitast)

;1 .l
n / R?(.r)ﬁ’.“r =(2n—1) / P, (x)P,_(x)dr,
Ja J
hasonl6an a

(T‘?' + le,H_]l:.f:] = [:2'!?,-'- ])IRI('T) - ”RJ—L(J—)'
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formulat £ (T )-szel szorozva és integralva (felhasznalva az ortogonalitast)

1 1
(2r+1) [ P, ()P, _(r)dr =n [ P?_|(x)dz.
Joa Jo1

Ezeket rendezve, a normanégyzetre a

2n—1
Zn+1,

1 1
/ Pi(a)de = / P2 (x)dx
J-1 -1

rekurziét kapjuk; mivel [P0 l* = 2, az allitas teljes indukciéval adédik.

Ezt felhasznalva, egy [ fiiggvény Legendre- Fourier sorfejtése

20

fla) ~ Y enPu(),

n=I[

ahol az egyiitthatok

on+1 {1 )
€ = — ./;1 F(8)F, (F)dt;

&

és a sor konvergens, ha I az r-ben sima (példaul folytonos és Dini-feltételnek, vagy Lipschitz-feltételnek tesz
eleget, vagy ha derivalhato).

5. A Legendre-Fourier sorfejtés egy alkalmazasa

A fizikaban gyakran eléforduld feladat a

o*U 9PU 8%U
AU(r, g, 2) = =10
(2. . 2) O + 2 + 22

Laplace-egyenlet megoldasa. Példaul, ha I7 egy id6ben alland6 elekromos tér potencialfiiggvénye ("fesziiltség")
€s a vizsgalt térrészben nincsenek jelen toltések, a fenti egyenlet teljesiil.

A derékszogl koordinatik helyett térbeli polarkoordinata-rendszerben fogunk dolgozni: r az (. ¥. ) vektor
hossza (origotol mért tavolsag), @ az (. ¥.0) vektornak az i = (1.0.0) vektorral bezart szoge, # pedig az
(. %, =) vektornak a k = (0.0.1) vektorral bezart szoge. Feltessziik azt is, hogy a tér hengerszimmetrikus (a =
tengely koriii forgatasra), azaz az U fiiggvény nem fligg #-t6l. Ekkor (a részleteket mellézve) a megoldandd
Laplace-egyenlet

i( 3%)4_ ! i( HGU)_{}
ar g tr sind 8 s ogt

Keressiik a megoldast

U(r.6) = R(r)O(#)

alakban; ekkor
i EDR) o 0(, 0@)
eO'r (r B + L)Rh]IlHOH sinf 59/
Feltehetjiik, hogy az It és & fiiggvények nem tlinnek el; az egyenletet [t8-val osztva és rendezve

= (rPR" + 2rR') = — 5 (e-” + &9’)‘

sin

Mivel a bal oldal csak r-tdl, a jobb oldal csak #-t6l fligg, ez csak akkor teljesiilhet, ha mindkét oldal allando,
mondjuk ¥ (¥ + 1),

A egyenlet bal oldalat egyenldvé téve ¥( + L-gyel, azt kapjuk, hogy
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PR+ 2rR —v(v+1)R =0,

ez jol ismert (Euler-tipusu) linearis egyenlet, két linearisan fliggetlen megoldasa r* és r—“+! (feltéve, hogy
v# —3),

Az egyenlet jobb oldalabdl pedig azt kapjuk, hogy

<0
e" + cf’”‘—ge-’ + (v +1)0 = 0.
=111

[ : d
Vezessiik be az & = cosf Gj valtozot. Nyilvan @ — — SO legyen tovabba ©(¢) = w(cosf) = w(x) A

megoldandé egyenlet ekkor
(1 — a2y — 2ou’ + (v + Vw =0,
err6l mar tudjuk, hogy a 1» = n esetben megoldasa a P(x) polinom.

Tegyiik fel (a Laplace-egyenlet mellett) azt is, hogy az U(r.?) fiiggvényt ismerjiik az egységgdmbon,
U(1.6) = u(?), Ekkor az (7 figgvényt Legendre- Fourier sorba fejthetjiik:

>

u(f) = Z e Py (cosf),

n=[0

2n+1

Cp =

fu(t‘ﬁ)RL(cu::t‘ﬁ):-:illﬁeEH.
0

Az altalanos megoldast pedig a gdmb belsejében az
Ulr,8) = Z e, P, (cosf);

n=f
a gombon kiviil pedig

o

Ulr.8) = Z r="=1e, P, (cosf)

=0

konvergens sorok adjak meg. (A két esetet azért kiilonboztettik meg, mert igy konvergens mértani sor
majoransok garantaljak a konvergenciat, azaz a potencial korlatos voltat.)

3.5.1. Feladat. Legyen a potencial az egységgdmb fels6 félgombjén o, az alsé félgdmbon (0. Hatarozzuk meg a
potencial soreldallitasanak els6 harom tagjat.

Megoldas. A fenti jelolésekkel

wn, ha 0 <@ < I,
u(6) = {{}. ha T <6 <.

A

_Q'r.a-l—l 2n+1

2

Cry

2 -1
/ g Py, (cos @) sinfdf = ug / P, (x)dz
Jo Jo

egylitthatokat kell kiszamolnunk. A gédmb belsejében (I < r < 1)

Y oy s .
Ulr,8) = ”'[](2 + LLrPl(co:-Hj T Ps(cosfl) + )

a gobmbon kivil (1 < r)

11 31 71
Ul(r.8) = ug (—— + ] Pileost) -

2r ' dr2 Pa(oost) +::-).
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4. fejezet - A Fourier-transzformacio

1. Bevezetés

A komplex Fourier-sor definiciéja is megfogalmazhaté 2p-periodikus fiiggvényekre is. A 2.1.23. feladat
analogidjara kapjuk, hogy ha f egy 2p-periodikus, [P Pln integralhat6 fliggvény, akkor Fourier-sora

fr i Fln)e st

ahol

P

- J. iy X
fin):= % F(E)e v dt;

o —p

¢és (a 1.6. fejezet mintajara) belathatjuk, hogy (bizonyos feltételek teljesiilése esetén) a fenti sor a fliggvényt
valamilyen értelemben "eldallitja".

Probaljunk hasonld eldallitast keresni nem periodikus fiiggvényekre is. Az aldbbikaban vazolunk egy
heurisztikus gondolatmenetet. Az alapétlet az lesz, hogy (legalabbis szemléletesen) a P — o< hataratmenettel a
2p-periodikus fiiggvénybdl megkapjuk az R-en értelmezett fliggvény esetét, tehat

- -y iy L = J. i Ty IT g T
0= i 3 Jonn = i 3 (o [ e

n—=—o TL—=—0xC

Vezessiik be az

nw T v -
Wy = —, Awp i =wpyl —wn = —, hlw) = f fliye™ " d¢

jeloléseket. Ezeket a sorba beirva kapjuk, hogy

- 1 P . .
>, (2_[ -f(?')f'_m?'ru'.a‘.)f-'”?:"
S —— PJ_p

1 =
> (A
m

P

fl:f:lt_:—nl-wjrll !'th) (‘n;uJ.| i

2
e “ =P
l o
= E fi(u,',,jt'”"’._\w“,
2
n—=—o

A fonti 6sszeg folfoghatd ugy, mint az

1 = .
2 / h(w)e™! dw
T of —

integral egy (Riemann-tipusu) integralkézelité dsszege. Ha n — oo, &w, — 0: igy azt kaptuk, hogy

T . P .
ft) / B(w)e™ dw, ahol  hw):= Flt)e " dt,

2]'1_‘_}: S —p

ezek a formulak a Fourier-sorfejtés formulainak folytonos analogonjai.

4.1.1. Definici6. Legyenf € L'(R) azaz f a valés egyenesen (Lebesgue-értelemben) integralhaté fiiggvény.
Ekkor f Fourier-transzformaltja az

=

f(H)e ™ dt (weR)

Fiw) = 7w = [
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A Fourier-transzformacio

figgvény.

A definicio korrekt, hiszen e = 1, igy az integral (Lebesgue-értelemben véve) létezik. A heurisztikus
gondolatmenetiink alapjan azt varjuk, hogy valamilyen értelemben

| Y
/ flew)e™ duw.
?"_. —_C

0=

Az ilyen tipusu formuldkat szokas a Fourier-transzformacio inverzios formuldajanak nevezni. Vegyik észre,

mindkét formulaban lehetne +v2x szimmetrikusan; mindharom alak eléfordul az irodalomban.

4.12. Feladat. ??? Alkalmazzuk a fenti gondolatmenetet a Fourier-sor valds alakjara, adjuk meg a
transzformacios és az inverzios formulakat.
Megoldas. A legpontosabb analdgiat akkor kapjuk, ha

P

hiw) = % flf)cosw(o —t)dt, (w = 0),

v J_p

ekkor
flz) = /[; {a{w) cos{wr) + blw) sin(wr)) dw,  (w = 0),
ahol

alw) == é [I Flt)cos(wt)dt, blw):= % fx F(t) sinfwt) di;

nyilvan f(w) = m(a(w) — ib(w)) 65 f(—w) = 7(a(w) + ib(w)). haw > 0.

A miiszaki- fizikai alkalmazéasokban gyakran f(t)-r] mint egy, a t id6ben valtozo jelrdl besz€link; a

transzformacié ezt a jelet bontja w frekvenciaji sinus- és cosinushullamokra, ekkor flw) a hullamok
amplitadoja.

)= {1 111 <0

4.1.3. Feladat. ??? Hatarozzuk meg az 0 kiilbnben egységimpulzus-fiiggvény Fourier-

transzformaltjat.

Megoldas.

N = ) il ) S L — i a] £y
1(:-)=[ 1(r)f--’w’fﬁ'=/ etgp = T TR 20,

L iy
a (I L

és

i(m:fx L(t)dt = 2a.

Megjegyezziik, hogy az i(*b‘) fliggvény az R-en folytonos, de nem integralhato (1. 4.2.3.).
Az egységimpulzus Fourier-transzformaltja

A példaban f;"id('jben korlatozott", transzformaltja viszont nem "savkorlatozott" (azaz [ egy zart intervallumon
kiviil 0, mig f nem). Ez 4ltaldban is igaz a Fourier-transzformaciora. Azt is megfigyelhetjiik, hogy id6ben minél
jobban kiterjed az f (azaz a novekszik), annél jobban koncentralodik f a 0 koriil.

2. Improprius integralok
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A Fourier-transzformacio

Bar heurisztikus gondolatmenetiink elvezetett az

1 [ - ,
Flt) ~ o ] _a"(u.')f-’“"'ﬁ’w

T J s

inverzios formuldhoz, de még az sem bizonyos, hogy ez az integral egyaltalan 1étezik (ahogy azt megjegyeztiik
a 4.1.3. feladatban).

Sziikségiink lesz az alabbi fogalmakra.

4.2.1. Definici6. Legyen [ integralhaté barmely [0- 7] (- > 0) intervallumon. Ekkor

[ Flt)dt == lim [ flt)dt
Ji ree g

a szokasos improprius integral.

4.2.2. Definici6. Legyen [ integralhaté barmely [=7: 7] (r > 0) intervallumon. Ekkor

PV / ()= ,.121;[ F(t)d

az integral Cauchy-féle féértéke.
A definiciok értelemszeriien megfogalmazhatok mas intervallumokra is.

Tudjuk, hogy ha f Lebesgue-értelemben integralhaté a [ bl-n, akkor [f ()| s integralhato, és ekkor

b /] b
/ filt)de = P\-"/ flE)dt = / Fit)dt,

am az improprius integralok akkor is 1étezhetnek, ha maga az integral nem.

4.2.3. Feladat. ??? lgazoljuk, hogy asi fuggveny csak improprius értelemben integralhato:

* wint st T
| | dt =m0, dt = —.
Ja t 0 t 2

Megoldas.

B -1111i’

T . n—1 (k+1)1m n—1 [k+1)w—
/ | |u’t
[

sint -.lllf
S =3 [ wsz
k=0 k=0 z
n—1 (k+1)m—% 1 n—1 (k41w —T -
1 / 1 1
= ff?‘»— - ——f
§£T+-} 2 ¢ AZ“ km+F 2 ('ﬁ—i— J.:]’;T
n—1 n—1
2r 1 1 1 1 1
;_:-Z_r_iz_z—_m—logn—i-x
£ 32(k+Lr 34 k+1 3

%

Ez a bizonyitas ugyanaz, mint a Dirichlet-mag (I. 1.4.5.) esetében.

Igazoljuk a masodik allitast. Parcialisan integralva és a Cauchy-kritériumot hasznalva

‘ /‘"2 sint " [cu&i]fz f’u cost "
df — —¢
Jooot t Ir I &

cost]rz 2]
1 i=
COS T2 COSTY
< - [+ | |+|—|+|—|<L

58
XMLmind XSL-FO Converter



A Fourier-transzformacio

- —+oa ii 'l . 7 7 . r r r r . r
ha 1 < 72 elég nagyok, tehat az Jo T et integral 1étezik; mar csak az értékét kell kiszdmolnunk.

Legyen "n i= (m + é)r

. " sint . -1111?‘
lim dt = lim
r—oc 0 Tt n—»o0 Jo

|J?I+AJI‘T _111”(
= lim / dt  (u =
i

T
n—20 fn + il _|_
. T sin(m + 3 )fr
= lim el
— 20 [,I
. T sin g sin(m + 3)H . osing T
= lim - dt = lim = = _,
n— o0 =in = u—l U 2
Jo 2
sin &

hiszen az utols6 integrdl nem mds, mint a ~= fiiggvény Fourier-soranak m -edik részletosszege, ami a
fliggvényhez konvergens, hiszen teljesiil a félérintds feltétel.

Megjegyezziik, hogy ezt az integralt altalaban komplex fliggvénytani eszk6zokkel szokas kiszamolni; ezt is, és a
Laplace-transzformaciot hasznald szamolast is latni fogjuk a 6.2.13. feladatban.

4.2.4. Tétel. A4.1.3. egységimpulzus-fiiggvényre "foerték-értelemben’ érvényes az inverzios formula:

2

1 i
1 _g.qlf) = P\"'_/ TR it gy,

w
Bizonyitas.
. - . []
. 1 T 2sinaw
lim e Wi =
r—oc 2 S w r—oc ,_,"r 0 .

1 [ sinaw . 1 M sinaw .
= lim (— — ™ 4 — P u’u,')
T —b o Kin 1] [} w Jn wh

— lLm 1 f" sin aw cos tw dr — Lim 1 f" sin(a + t)w + sin(a — £)w o,
r—oc T fg wr r—oe T fy w
Legyen ¢ = 0. AZ u = rw, du = edw helyettesitéssel barmely c-re
. " sin cw . U Enu T gin ew T
lim [ dw = lim [ dw = / dw = —.
=y W e i o Jo w 2
Ezt felhasznalva,
- 1 " sin{a+ t)w + sin(a — #)w
/ 1(w)dw = lim — [ sin( ) sin ) e
AT J e r—oa Tl [
] L) 1]
= ;(sgn(fn + a‘)% + sgnfa — a‘)%)
1= s 1
?(g + g) =1, ha |t -:: a,
= ?(g - 3) =1(l. ha [t] = a
S(3+0)=3, haff|{=a
. . Fla+0)+fla—0) . .
Vegyiik észre, hogy a szakadasi helyeken most is az 3 atlagot kapjuk vissza.

Az PV I =~ tipusu foértékek kiszamitasaban sokszor célszerli komplex integralokat és a reziduumtételt
hasznalni.

Az f:C — C fiiggvénynek az a € C pont izolalt szingularitisa, ha f differencidhato az z |z —a[<?d

pontokban, de zo-ban nem. Izolalt szingularitas koriil a fiiggény Laurent-sorba fejthetd:
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o

f(zj = Z f‘“l:Z - Z[J:l“‘

Ac_1 =i Res(f, z0) a fliggvény reziduuma a Zo-ban,

A reziduum sok esetben egyszerlien kiszdmolhatd. Példaul els6rendli polus esetén, azaz ha [, # holomorf

fiiggvények és 9(zn) = 0 g(z0) # 0, akkor
f fz0)

Res(~.z0) = —.
© (.ff =) 9'(zn)

Legyen C egy egyszerli zart gorbe; [ pedig holomorf € pontjaiban és C belsejében is, kivéve véges sok 21, 22,
.., Zn szingularis pontot. Ekkor

N
flz)dz = 2mi Res( f(z), 2, )-
/{ (2)dz 2 (£(2). za)

4.2.5. Tétel. ??? Legyen az f(z) komplex fiiggvény holomorf az R. valos egyenesen; holomorf a {z :Imz > 0}
felsé félsikon is, kivéeve veges sok #1, #2, ..., Zn szingularis pontot; tovabba olyan, hogy léteznek M és k = 1
szamok gy, hogy V= © |2 = T eserén | F(2)] = M/|2|* Ekkor w > 0 esetén

= N
PV [ f(t)e™tdt = 2mi Z Res(f(z)e™*, 2,).

n=1
Ha a feltételeket az also félsikra tessziik fel, az w < U értékekre kapjuk, hogy

gl

J'\\'.
P\-"/ FlB)e™tdt = —2mi Y " Res( f(2)e™¥, z,).
e n=1

Bizonyitas. Csak a felso félsikra vonatkoz6 allitast bizonyitjuk.

4lm

Y

- r

Legyen a € gorbe a [—7. 7] intervallum és a fol¢ rajzolt félkor. Legyen r akkora, hogy a félkor tartalmazza az
0Osszes szingularis pontot. A reziduumtétel szerint

N
fl2)e“ dz = 2mi Z Res( f(z)e"™, 2,).
n=1

Jen

Miasrészt a Cr gdrbe egy egyenesszakaszbol és egy félkdrbdl all. A egyenesszakasz paraméteres alakja z = ¢,
—r <t =1, dz = dt; a félkoré pedig z = re'?, 0 = ¢ = w dz = rie'dd, {gy

T

. T . N
lf—(zjf:iw.: dz — / f“:“.i'u;.f df -+ [ .f(r[.'rdlj('EMJJTJQT'.F'(‘“'I“rr.l""
SO oS =7 S

1

A feltételek szerint |2[ - [F(2)| = 0 tehat [z[ - [f(z)| <2 ha 2] >ro. A masodik integralt becsiiljiik

0= %r"i Zeing 0= I

(felhasznalva az ismer 7 egyenlOtlenséget, amely a sinusfliggvény konkavitasabol

adodik):

™ . ™
‘ [ .Jr(F'E'M':lt";w"'("lo'r'l"rf"'""' do| < [ |z| i |f(4:l| LT sl gh db
S0

S0

/2 _ /2
o 2 / £ L — W ELI "ut‘frll".'l <_: 2 [ £ —iw :‘fr.‘l
] ]
l _ [J_.IU‘J
< 7e — 0 (r— o),
Tw
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tehat

lim / Fflz)e™*dz = P\-"'/ Flt)e™! dt,
T30 Jeo, -
s ezzel a tételt belattuk.

4.2.6. Feladat. ??? Hatdrozzuk meg az f(t) := (#* + a*) ™! (a > 0) fiiggvény Fourier-transzformaltjat.
g ggveény

Megoldas. Mivel f € L' (R),

fwr= [ swe=a=ev [~ foear

o) — 1 - . . .
Legyen flz) = =Tta?. A fels6 félsikban J egyetlen szingularitasa a zo = 2 pont és

LI

L —
C

[&

— 2ia

tovabba | f(2)] < 2/|2|% halz| > v2a tehat hasznalhatjuk a 4.2.5. tételt.

Ha w = 0,

—

[ -f(?‘.):"‘“' dt = Z'J'r.l'((2 )= —em™

i i1

és
< ) - =

/ F(t)e ™t df = [ Ft)ewtdt = =

T S —oc el

Ha w = 0, elemi szamolassal

* 1 . 1 T T
——dt = lim [— arctan —] = —.

P +al r—oe La al—v a

Végiil, ha w < 0, akkor a —w = 0 értékre alkalmazva a tételt,
> ) T
f flt)e ™tdt = —e™,
e a

m o —i|w|

Tehét f (w) = Ze
3. A Fourier-transzformalt alaptulajdonsagai

431, Tétel. Ha fEL'(R) a7 f Fourier-transzformalt egyenletesen folytonos R-en és f(w) =0 ha
|w| — 2,

Bizonyitds. A Fourier-transzformalt ()-hoz tartisa a Riemann- Lebesgue-lemmdabol adodik, hiszen az e'!
figgvénynek megvan az "atlagold" tulajdonsaga:

I 1e e —1
—/ eftdt === 50 (|¢| = ).
0 i K3

o

A folytonossag bizonyitasahoz
[flw+h) — flw)] = ‘[ FE) (et toHhIE— et gy

E/ [F(0)] - [ - Je™ — 1] dt.
af — 3D
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-

Hah — 0, ™ — 1 tehat ha h elég kicsi, akkor|e"™ — 1] < = g5
Flw+h) — Fleo |</ F(6)|edt < 2| £l

tehdt ha h — 0, akkor f(w + &) = f(w), az w-ban egyenletesen.

Jelolje Cu(R) a valos egyenesen értelmezett, a -£oc-ben O0-hoz tartd fiiggvények halmazat. Ez a szokasos
| flle == sup | f(#)| normaval Banach-tér. Eredményiink szerint a Fourier-transzformacié az L'(R) teret a
Co(R)-be képezi; a transzformacié nyilvan linedris az integral alaptulajdonsidgai miatt. Latni fogjuk, hogy a
transzformacio injektiv, de nem sziirjektiv.

A kompakt tart6ju folytonos fliggvények halmazat (tehat azokat, amelyek egy korldtos zart intervallumon kiviil
f(t) =0) C.-vel jeloljiik. (A szokasos terminoldgia szerint f savhatarolt, ha f € C..) €. is Banach-tér a
supremum-normaval. Ismert az is, hogy a Cn tér a C'. teljessé tétele.

4.3.2. Tétel. A Fourier-transzformadcio_linedris, azaz ha fr, f2 integrdlhato fiiggvények és A e R akkor
(AfL + pf2) Fourier-transzformaltja A - f1 + 1 - fa,

4.3.3. Tétel. 2?7 Legyen f € LI(R), Fourier-transzformdaltja f és legyenek . b > O yalos szamok. Ekkor

1 - w
— f(=

flat)  Fourier-transzformaltja o]
a|l” ta

("skaldzads"),

f(t—h) Fourier-transzformaltja e ™" J?[:w:l
("eltolas");

et f (t) Fourier-transzformiltja j? (w—a)
(""exponencialis modulacio" vagy "frekvenciaeltolas');

flw—a)+= f(ua. + a)

t\.‘l||—L

(cosat)f(t) Fourler-transzformdltja

(""cosinusos moduldcio").

Bizonyitas.

f Flat)e ™ dt = — al / Fluye 08/ gy — |— (

/ f— llr':l[ —iwrt Eif o / f f’!)t’ .'qur.'+f| |“|-” —_— —dwrh F(W)

[
a

);

hasonl6an
/ - f-'-'”f(t:l('_’."‘” dt = f f(t]f'_“-':“’_” "t = J?(..b —a);

) . . . ) ) _ (_.‘r.'r+t_—|fr.'
végiil az utolso allitas ebbél és a transzformécio linearitasabol adodik (hiszen €05 ¢f = 7).

4.3.4. Tétel. Legyenek f:9 € L' (R), ekkor

/;x_ _F“:],fj(f-:l dt = /_x f“)ﬁ(?‘) dt.

o

Bizonyitas. Mivel f és 4 korlatos folytonos fiiggvények, ezek az integralok léteznek.
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./_x (/_z F(t)e " dt ) g(x) do

= /x /x F(H)g(x)e = dtdx
= /x /x F(hg(a)e™ " do dt

az integralas sorrendjét valoban folcserélhetjiik, hiszen

[ ([ v as)a< [ isear [~ ool <.

4.35. Definici6. Legyenek f:9 € L'(R) integralhaté fiiggvények. Konvolacidjuk az az f * g fiiggvény,
amelyre

f: f(x)g(x)dx

(f*g)(t)= L” flt —x)g(x)dr.

A definicio korrekt, hiszen (1.5.2. mintajara)

[_xx /: |F(t —x)g(x)| dtdr = /_z Iy(:f:)l_[: | £ ()| dt dx

= / lg() |- [[fllerde = | fll - lglle

W —

azaz f(t — )g(r) (mint kétvaltozos fiiggvény) integralhatd R2-en. Ekkor

[_xx ft —w)g(x)da

létezik majdnem mindeniitt, és

ILf # gl = /; |(f * g)(£)|dt

- /j:: | /:1 f(t —x)glr)dr|dt

<[] 15— @l = £l ol

tehat f * ¢ is L' (R)-beli fiiggvény.

4.3.6. Feladat. Igazoljuk, hogy a konvolucio L'(R)-pen kommutativ, asszociativ és disztributiv miivelet, azaz
L' ax szorzassal Banach-algebra.

Megoldas. Az allitasok a valtozo helyettesitéseivel azonnal adodnak.

Példaul a ¢t — & = u, —dx = du helyettesitéssel
(f=g)(t)= [x Flt —ax)g(x)dr = fx Flu)g(t —u)du = (g=* f){u).

43.7. Tétel. Ha f.u€ Ll(RLintegrdlhaté fiiggvények, akkor konvoluciojuk Fourier-transzformdltia a

transzformaltak szorzata, azaz (f*g)=1-7. 272

Bizonyitas.
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oG

(ﬁh)(m)=fx (f * g)(H)e—" dt = [x [-—MU f(t = w)g(a) da) dt

fx_ .f;'(.f':l(fx (——-;m-'lf(i'- — J)f#)fi’..{ -
= /_x_ y(.r)(/_x *"_5‘”'::”+"':'.f(~)fi?:)d_;-

_ f:s: o) (E__p'w:r fx (,—E-..Jlrillf'[:”)ﬁ{”) dor
= f _ .f;l:.r:lr_'-"”_fh(u.')fi.r = ,t?(.g,j / _f,r(.rjt'_’-“”' dr = ?(w)a(m)

Felcserélhettiik az integracios sorrendet, hiszen az integralok abszolut konvergensek.

4. Differencialas és integralas

4.4.1. Tétel. Legyen az f fiiggveny minden véges zdrt intervallumon abszolut folytonos. Tegyiik fel, hogy a [ és
I derivaltja is L' -beli és f(x). f'(x) — 0 hat — +oc. Ekkor az f” Fourier-transzformdltja

Flw) = (iw) f(w).

Bizonyitds. Mivel [ abszolt folytonos, majdnem mindeniitt differencialhato. A tétel feltételei mellett
alkalmazhatjuk a parcialis integralas formulat:

flew) = f T e

= [rne )"~ [ e “ar =0+ (i) e,

W —

Teljes indukcidval nyilvan az is igazolhat6, hogy ha

fH e LYR), Jim [P =0, k=01,

akkor

FP (W) = (i) Flw), k=0.1.....n.

Feltettiik, hogy f” integralhato, igy a Riemann- Lebesgue-lemma miatt
Fllw) =0 (|w| — o).

Ebbél

{_1’15513: |ew| flew) — O,

illetve, ha fi-szor differencialhat6 és f*) € L,
H lrl 'i' -'-.h (a2
f—li.glx |w| I (w) — 0.
Ezt értelmezhetjiik ugy. hogy minél simabb az .f, annél gyorsabban tart (-hoz a Fourier-transzformaltja.

Ismert, hogy (elég altalanos feltételek mellett) "be lehet differencalni az integraljel mogé". Pontosabban,
érvényes az alabbi tétel.

4.4.2. Tétel. Legyen a hit. W)ﬁiggvény, mint t fiiggvénye, integralhaté R-en, ha & € la.b]; az R x [a. bl-n

létezik a T parcidlis derivalt, és van integrdalhaté majordnsa, azaz olyan 9 € L (R) fiiggvény, amelyre
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ik

|—;[:f wi| < glt), wE [a, b

O

Ekkor

d [= = dh

E N Bt w)dt = ./_x a“ w)dt.

Ezt a tételt alkalmazhatjuk a Fourier-transzformaltra.

Flw) = [ FlE)e ™t dt,

az integrandusz nyilvan differencialhat (w Szerint).
i —awrt : — il

155 f D™ = | —atf ()™ = |t (£)].

tehat integralhatd majorans létezik, ha ff(t) € L°; ez a feltétel elégséges a Fourier-transzformalt
differencalhatosagahoz. Tovabba, ha feltessziik, hogy [ inverziés formulaval elallithato, azaz

1 - Al
f[:?‘)—g/:‘x f[:w)f- dw.
és wflw) € L'(R), akkor
P = [ R
L) = 2?]— I (=5 L .
4.4.3. Tétel. Legyen f(1). tf(£) € L' Ekkor f differencidlhaté, és
tf(t) Fourler-transzformaltja a;—if(u,]
dw
Hat"f(t) € Ll, n e N,
o e o 4
" f(t) Fourier-transzformaltja " ﬁf(u,]
dw

Bizonyitas. Az eléz6 tételiinket alkalmazhatjuk, hiszen [£f(f)| integralhaté majorans.

4.4.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(1)-1f(t) € L' g

[r Ft)dt = 0.

Ekkor

i ¢y
a(t) :=/ fla)dr € L',  Glw) = f?,(:). (w # 0).
és

3(0) = — /x EF(F)dt.

of — T

Bizonyitas.
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v -0 o
/ lgit)|df = / |/ fl:,d':]ff.;"ﬁl-f
L0 Rt o —o

= /‘x | /‘x fla)dx|dt (mert iil FH =70 1=0
Joo Lk

=< /"‘: [x | f ()| dadi
SO

= / | | ()| dt dxr = [ x|f(z)|dr < oo,
JooJo Jo

felcserélve az integralas sorrendjét és felhasznalva az v f ()] integralhatosagat. Hasonldan belathatjuk, hogy

i
/ lg()] dt < oo,
e

tehat g € L,

Haw # 0, parcialis integralassal

sr- ([ )

= [E-_’.m (‘/_Jx f(.r]n’..r)] - [ Fltye tdt = @

—iw t=—oc  —iw f___ w

Végiil,

oo t
al0) = / / fla)drdt
L e 0 e
= — [ / fla)dedt + [ / fla)dodt
Joo Sy S
2 T [ 0
= - [ / fla)dtdr + / Fla)did
Jo o J_o Ja
="a ] " 30
=— [ o f(x)de — [ of(x)de = — / xf(xr)dr.
Jo J S

Tételeink szerint a Fourier-transzformacié az id6 szerinti derivalasnak, illetve integralasnak a frekvenciaval valo
algebrai miiveleteket, szorzast, illetve osztast feleltet meg; forditva, a frekvencia szerinti derivalas és integralas
az idével vett szorzassal, osztassal van kapcsolatban. Ez lehetové teszi azt, hogy differencidlegyenleteket
algebrai egyenletekké transzformaljunk.

4.4.5. Feladat. Hatarozzuk meg az

pity= {7l a0 s <,
0 killonben

fiiggvény Fourier-transzformaltjat. ???

Megoldas. Természetesen definicié szerint is szamolhatnank (1. 5.1.2.); ehelyett a Fourier-transzformacio
formalis tulajdonsagait hasznaljuk.

Vegyiik észre, hogy I derivaltja szakaszonként allandé. Tudjuk (1. 4.1.3.), hogy az Li-1/2.1/2)(t) = 9(?)
egységimpulzus Fourier-transzformaltja

2sinfw/2)

t

glw) =

+iu 2

1 ~
A 4.3.3. eltolasi tétel miatt 9(F + 3) transzformaltja ¢ g(w) tehat a

1 1
ht) == g(t + 5) —glt— 5)
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Fourier-transzformaltja

(}f-wfzﬁsin(u@@) i /2 2sin(w/2) _ 2sinfw/ ](2# 111—) i sin®(w/2)

w w w Lt

Végiil, mivel

Fflt) = /_ hit)dt,

1 disin®(w/2) --inztu,';’Z)

fu) = /2P

5. Az inverzios formula

Lattuk, hogy ha

afw) = é [x flt) cos(wt)dt, blw):= "lr f": F(t) sinfwt) di,

>

akkor az inverziés formula alakja

ft) ~ /[;x (w) cos{wt) + blw) sin(wt)) dew
lehet, exponencialis alakban pedig

foy~ [ Flwpe o

de azt is lattuk, hogy ezek az integralok nem feltétleniil konvergensek. Azt a kérdést fogjuk vizsgalni, milyen
feltételek mellett lesznek konvergensek

—oc o=
/ . P"\-"'/
0 W —oo

improprius értelemben?

Hasonléan dolgozhatunk, mint a Fourier-sorok esetében. A részletosszegek helyébe az improprius integralt
(vagy a féertéket) definialé “»(t) fiiggvény 1ép.

Legyen

splt) == (u(..b) cos(wt) + blw) sinfwt)) dw

A=

b

o
/ x)(coswt coswr + sinwt sin wr ) dr dw

[x fl:!')l:(}*-w(f—nf:]fh)dw

o

f f cosw(t — iji«.b) dx

f *-\1111’)(?' — :j I
t—x

/'r r /‘H'T f -1111;3 (t — )
dir.
-

A két széls6 integral 0-hoz tart, ha p — o< hiszen az [ — t| = r > 0 f¢legyeneseken

Il
AL A= A A S e
""‘-\-.._qk"‘-\—._‘:‘-\—._‘ L
0
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f) | )]

t—:rl_ T

tehat 7—r is integralhato; és alkalmazhatjuk a Riemann- Lebesgue lemmat (I. 1.4.2.). A kozépsé pedig (a
t —x = u, v —t = v helyettesitésekkel)

1

1 i+ Hn;)(f _/[] ]
~ [ v bie— [

1 (" -
= _f £t —u) sin pu du /' Flt+v) sinpi g
T Jn th Ja -

"t —x)+ flf+ ) sinpr "

2 T
Tehat a
. i f(f—:)+f(?‘+:)z-,1npr
lim s, ésa  lim — dr
P p—oa T 2

fr
hatarértékek egyszerre 1éteznek vagy nem, és ha 1éteznek, ugyanoda konvergalnak.

Az exponencialis alakbol ugyanehhez a formuldhoz jutunk, hiszen

P _
spt) = Flw)e ™ duw
— / fl:nr:lr"'“” dre ™" dw
P —ox
/ flz) [ wla—) o do
—p
xj: T—t) E_—FEJ(I t) 1 = i-;iIlp(f — .'l'f)
= — r)———————dr = -,
2?.‘, - f(f) ilx —1t) W./_x f) t—z
hlILjJJ’

fiiggvény a (folytonos) Fourier-mag. Lattuk (1. 4.2.3.), hogy improprius értelemben integralhatd, de az
abszolut értéke nem; ez pontosan ugyanaz a viselkedés, mint amilyen a Dirichlet-mag volt a diszkrét esetben.
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T ALY A I S N RAVAR VAR

A diszkrét Dirichlet=mag (n. = 7) és a folytonos Fourier-mag (p = &)
45.1. Tétel. Legyenaz f € L'(R) fliggvény a t pont egy kornyezetében olyan, hogy

f fit —x) -i—a‘a‘-l—::l—‘?f
| dr < oo,

Ekkor

= /[ _ (a(w) cos(wt) + blw) sin(wt)) dew,

[ P'\ / f iuJJ

Bizonyitas. Mivel

™ minp(ft —x) * sinu
—dr = du = T,
J_ t—um J_ow o m

a fenti atalakitésokat (5p(f) = €)re elvégezve kapjuk, hogy

. 1 = an * . ‘.-ain-p(f—.r) .
h,,[:?‘.)—f=;(‘/_x +/, . +./i.+r)(_fl:.¢:l—t’:l?d.¢.

—T

flx)— (|< |Jru.|+||

A két szélsé integral 0-hoz tart, ha » — 20, hiszen az |[* — t| = r > 0 f¢legyeneseken | ==
alkalmazhatjuk a Riemann- Lebesgue- lemmat A kozépso integralt atalakitva

l [FH((}'(.:') B c'))Hin“ : T) 1 /T' flt—x)+ flt+x) — 2csinpr ,
f—r . ]

dr = — dr.
T t— 2 T

: tehat

A Dini-feltétel miatt

flt—x)+ flt+a) — 2
2r

e L'[0,r],

és igy ismét a Riemann- Lebesgue-lemma adja, hogy splt) = ¢,

F =004 (140}
Természetesen most is a © = f(t) (folytonossagi pontban), illetve a €= = =2 (els6faju szakadasi
pontban) értékek az érdekesek. Ha a fligvény valamely ¢ pontban Lipschitz-feltételnek tesz eleget, specialisan ha
differencialhato, a Dini-feltétel is teljesiil, igy ott az inverzios integral (improprius értelemben) konvergens. Az
is elegendd, ha ezek a feltételek mindkét féloldalrol kiilon-kiilon teljesiilnek (1. 1.6.4., 1.6.6.).

Bizonyitas nélkiil kimondjuk a Dirichlet- Jordan tétel folytonos valtozatat is.

452. Tétel. Ha az f € L'(R) fiiggvény a ¢ pont valamely [f — 5.t +s|(s > 0) ksrmyezetében korldtos
valtozasu is, akkor
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-0+ ft+0) 1
> — EP-\' ‘/_x Fluw)e dir.

g

6. A Fejér-osszegzés

A Fourier-sorok esetében a Fejér-osszegzés hatékony eljarasnak bizonyult (l.a 1.8. szakaszban). A modszer
alapgondolata az, hogy a sor =» részletosszegei helyett azok 7» szamtani kozepeinek konvergenciajat vizsgalja.

Egy

o

E n

n——co
"két iranyban végtelen" sor esetén
mn
8y = E .
k=—n
1 1

'r.a-l—lgsk:'n-l—lj‘Z Z“I=§(]_

= [=—mn

|
— .

T =

A folytonos esetben az inverzids integral f6értékét, azaz az
O .
Spi= — Flw)e™ dw
2'.T o —p

hatarértékét vizsgaltuk. A diszkrét eset analogidjara vizsgaljuk az “p integralatlagat.

4.6.1. Definici6. Legyenf € Li,.(R) azaz f integralhaté minden [—7- 7] véges intervallumon. Az

[_xx f(t)dt = s

integral Fejér-értelemben (vagy (€. l)-értelemben) létezik, ha

Sy g
"12131‘:;.{ '“'P(*")“'f’=,.ll§§ ?A ( f(t]df)fi’.p= 5.

S —p

4.6.2. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f € Li.(R) esetén

[_xx f(t)dt = s

Fejér-értelemben pontosan akkor 1étezik, ha

. e If-l) o
J-IEEC ./_,- (l - Flt)dt = s.

Megoldas. Az integralas sorrendjét folcserélve

1 r o opep :
- [ flE)dtdp = -

mJdo Jop

[ flt)dpdi
L |

e

= | =

= [ (r — |t} F(£) dt = /_(1 - @)f(a)m.

J_r
ebbdl r — o hataratmenettel adodik az allitas.

Nyilvan igaz, hogy integralok Fejér-Osszegzése is linearis. Belatjuk, hogy regularis is (azaz a "hagyomanyos
értelemben" 1étez0 integralok Fejér-értelemben is 1éteznek).

4.6.3. Tétel. Haf € L'(R) g5
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f_z F(t)dt = s,

akkor az integral Fejér-értelemben is létezik, azaz

lim /‘J- (11— t_il]f(f)rh‘. = s.

r—soC .
Bizonyitas. Legyen

“) = (J' - )f(f) 1[—.1 .l](fj

Nyilvan mindeniitt fr(t) = f(f), ha r — oc. Mivel |f-(t)] = [f(]] s [f(2)] integralhat, alkalmazhatjuk
Lebesgue majoralt konvergencia tételét, mely szerint a limesképzés és az integralas folcserélhetd,

O

lim /‘" 1— U) fle)dt = 11111 / f-(t)dt = / Ft)de.

T—OC —

4.6.4. Definicié. Legyen
- ot ] 5 i, o
/ (J_ _ |_I_|)('_MI|I o — ( 1I|llll 2 ) —. -K—.:“:]

a folytonos Fejér-mag.

?|
[: I"\l[]luJ

A 4.4.5. feladatban lattuk, hogy a k(#) = (1= [t)L_1.q fiiggvény Fourier-transzformaltja' ~ «/2 ) . Mivel

| :
(1— T:l1|—sr| = k‘(ia"’r)'

a skalazasi tétel alapjan a definicidoban szerepld Fourier-transzformalt adodik.

Az

I
— flw)e™! dw

2w J_..

inverzios integralra fogjuk alkalmazni a Fejér 6sszegzést.

1 " w]. o=
e (t) == - (1-— TJ(: f ) dw
o 1 J. .lr.ui —iWT 4’ ) il
= E _,( — ._ f( dr | dw
1 [ w
= / flx) ((1— u)f"”‘"” Y duw )u’:
2r | r
1 = sin 7=t | 2
= Zﬁ/ _fl:.:'}r( JI:.T—?I ) da
o —DOC 2
= 1 (f= K. )il
= o (F+ K1)

A kapott konvolicids eléallitas teljesen hasonl a diszkrét esethez, a . diszkrét és a Fr+1 folytonos Fejér-
magok is hasonloak megjelenésiikben és tulajdonsagaikban is.

4.6.5. Tétel. Legyen

ri

(-\111 T )3 2(1 — cosrt)
T —

LA

K. (t):=

Y

ng

[~

a Fejér-mag. Ekkor
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K. (t) paros fliggvény;
hat #0 0 < K.(t) < *Lf(""‘?); ezért K (1) = 0 halt| — oo, al—b. bl intervallumon kiviil egyenletesen;
K, e L' j K (#)dt =27

Bizonyitas. Az elsd két allitas - definiciojabol azonnal adédik. Az integralja, folhaszndlva a mag paros voltat,
valamint 4.2.3.-et,

o < 1 _ cosu % 1 _ cos
/ K (t)dt =2 / $ du = f $Efﬂ
Jo Jo U= 0 u
. cosit— 17 T sinu ™ sinu
=2 lim [—L + 2 du=0+2 = T.
) Jo Jn

P i (13 i

A ¢ pont az [ fliggvény Lebesgue-pontja, ha

K
o

1
lim—/ | flt+ ) — f(i)]dr = 0.
0

h—0 R |

Mindenesetre a folytonosssagi pontok Lebesgue-pontok; és azt is tudjuk, hogy ha [ integralhato, akkor
majdnem minden pont Lebesgue-pont.

A kovetkez tétel a Fejér- Lebesgue-féle inverzios formula.

4.6.6. Tétel. Haf € LI(R), akkor minden Lebesgue-pontjaban (tehdt majdnem mindeniitt)

s

Fflt) = _F(u.')r"“"' dew

2"r

Fejer értelemben, azaz

1
_ Awt g s -
flt) = ,1151:1,: 2 / (1— (w)e™" dew _rll;llxlc 2:'7(1[* K ().
?2??

Bizonyitas. Legyen ¢ egy Lebesgue-pont. A szokasos atalakitasokkal

1 (= — COSTT 1 /= 1—cosrx
or(t) = = Filt— r)—fir = - / flt+a)———F—dzr

T FI rir
-3 /x (F(t+2) + 7t =) g da
2 J_
1 = i 1l —cosrer
—— [ (flt+x)+ ft —x))——=—dur,
T Jy ree
or(t) = f(t) = é [ (f(t+x)+ ft—x) —?f(ﬂ)ﬁ“’f
An

1 1
=—[+—[ =:I1 + Ia.
TJo MUy

Azt akarjuk belatni, hogy @+ (f) — f(t) = 0 Mindenesetre a masodik integral

= |2 [ U+ a0 —2r0)

4]

< C% [ |F(t+x) 4+ f(t —x) — 2f(t)|dr < :;||f||

mert a[—?. b intervallumon kiviil a Fejér-mag egyenletesen kicsi.

Legyen
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Af(t.x) = |flt+x)+ flt —x) = 2f()|. h(xr):= /[]J Af(t,u)du,

a Lebesgue-pontokban f(r)/= — 0 ha.r — 0.

Az els6 integral

-

1t 1 — coss 1t
|Il|=_/ Alf(f,_;'jﬁfi’mf:—/ +—/ =:IM+ILQ.
T Jo I ™ .Jo ™ Jijr
2,2

Kénnyen ellenérizhetd (pl. Taylor-sorfejtéssel), hogy 1 — cosra = —3— - Ebbdl

I 1 — cosr:
Iy = - / Af(t.x) —CU:F " d
T Jo rs
1y [Ur r ) v 1 £
g Af(t,r)der = —h(1/r) < —g— = —,
w2 Jo T 2r r 2w

ha r elég nagy.

Parciélisan integralva (/ ' (x) = Af(E, -"))

-h b

1 1 —cosrr 2 1
Iy = — Af(t, ;)#ri.r == / Af(t,r)—dz
2 e rol

T S rir T,

2h(b) 2 h(l/r) 4 f’ 1
< — - = — fla)—= dx,
— 7 rb? mr(l/r)? + T S H(;jr.rzf !

mivel () < crggl/r < b

9 - de [P
& & 1) "
f2 < -+ — —Qd.r =
mrh o om [T

L

2e de
m

—
Becsléseinket dsszegyiijtve kapjuk, hogy @ (f) — f(t) — 0,

Megjegyezziik, hogy ha a fenti feltételek mellett f folytonos is valamely, a ¢ pontot tartalmazd zért
intervallumban, akkor ott a konvergencia egyenletes.

4.6.7. Tétel. Ha azf € LI(R)ﬁiggvény Fourier-transzformaltja is integrdalhaté, I € L*(R), akkor f minden
Lebesgue-pontjaban (tehat majdnem mindeniitt), specidlisan a folytonossagi pontokban

(t) =

2 / Tl

és ez az integrdal létezik (Lebesgue-értelemben).
Bizonyitas. A Fejér-0sszegzés regularitasabol és az el6z6 tételbol adodik.

Bizonyitas nélkiil emlitiink egy kritériumot, amely segithet a tétel alkalmazasaban. Legyen f € L'(R) olyan,
hogy valamely b. M > 0 szamokra | f(£)| < M majdnem minden ¢ € [—b. 8] esetén. Ekkor ha f nem negativ,

akkor integralhatd is. ???

4.6.8. Feladat. Igazoljuk, hogy a Fourier-transzformécié, mint L' — Co leképezés, injektiv.

Megoldas. Ha f= 9, akkor a Fejér- Lebesgue-tétel miatt majdnem mindeniitt f () = 9(f) is adodik.

7. A Parseval-formula és az ;: tér
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A diszkrét esetben fennallt az L*(T) € L*(T) tartalmazas, igy a négyzetesen infRgralhato fliggvények esetében
L'{R)gral? (R )jg automatikusan teljesiilt. A nem korlatos intervallum (igy az ) esetében azonban a két tér,

és egyike sem tartalmazza a masikat.
4.7.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy L' (R)\L*(R) g5 L* (R)\ L' (R)) nem iiresek.

Megoldas. Legyen példaul

1 1
flt) = 7 o). at):= 5 1pag(®)

konnyen ellenérizhetd, hogy [ € LYR)\L*(R)¢s g € L*(R)\L'(R),

4.7.2. Tétel. Legyenek f-g € L*(R) N L*(R), Ekkor
hit) == / flt—x)g(—x)dx = [ Flt +x)g(x)dr

korlatos, folytonos, integralhato fiiggveny (itt Ja komplex konjugaltat jeloli).
Bizonyitas. Legyen #(f) :== a(t); mivel f és u L (R)-beliek, & = f * u konvolacidjuk is integrilhato. A

Cauchy- Bunyakovszkij- Schwartz egyenldtlenség szerint

wmnz[_fu—nmnm

< (/;3; |F(t— .;':l|2d.¢')1;d(./;i |fr.[::r]|2d:r)u2 =|F e - el re.

tehat h korlatos. Végiil belatjuk, hogy h a #-ben folytonos.

30 1}32

[t 4 u) — h(E)] < ( [ |flt+y+x)— flt+ .:'j|2u'.r) 1;2( / |fr.(.'r)|2d.'r)

— o0

= 1/2
= ( [ |flt+y+x)— flt+ .rj|2u'.r) [|ee| 2 — 0.

Tudjuk, hogy C, azaz a kompakt tartoju folytonos fiiggvények halmaza siirii az L*(R) térben. Legyen ¢ € C.
olyan, hogy [l¢* — fllrz < £, azaz

[ () — fl)|Pde < =
s () = 0. halel > b, Ekkor
30 1/2
(/ _|f(f+'.u-l-.r')—.f(f+~f)|2d-") = |flz+g) — fl=)]
< (e + 1) - dla + ) + 6z +3) — S + [[6) — F@

il
2c + / b + o) — ()| * dar < 3e.
7]

ha ¥ elég kicsi, hiszen ¢ egyenletesen folytonos.
Ezt felhasznalva,

|h(t + ) — A(t)] = 32 ||ul| 2,

tehat

kit +y)— h(t) (y—0),

74
XMLmind XSL-FO Converter



A Fourier-transzformacio

azaz h valoban folytonos.
47.3. Tétel. Ha f € L*(R) NL2A(R), akkor f € L2 (R) g

1 -
2 < 17112,
171 < 5l F1B

Ha f.g € L'(R) N L*(R), akkor

> . = — -
[ swima= [ fwiw .
Bizonyitds. Csak az els6 allitas bizonyitasat vazoljuk. Legyen t(f) := f(—t) nyilvan u € L' N L2, Az eléz6
tétel szerint h := f *u korlatos és folytonos; a Fourier-transzformacié formalis tulajdonsigai miatt

h(w) = Jlw) lw) g iw) = f(@), igy

B(w) = f(w) - fw) = |Flw)]* = 0.

A 4.6.7. utin emlitett kritérium szerint, mivel h korlatos és h nemnegativ, he L' A 46.6. Fejér- Lebesgue-
tétel miatt

.I;.(r):[ Flt+ x)f(x)da

I == ; = - ;
h(w)e™ dow = — / | f(w) 2™t dew,
2r |+

T -
ebbdl a ¢ = 0 helyettesitéssel az allitas adodik.

4.7.4. Feladat. Szamoljuk ki az

" rsinwy 2
/ ( ) dew
Y — W

integralt.

Megoldas. Legyen Ft) =111 () g egységimpulzus-fiiggvény, 4.1.3. szerint

- 2 5in w

Flw) =

W

A Parseval-formula szerint

1 [ Zsinw : !
/ (2 dw = ||£]1% = [ Ldt = 2,
2z S —oe W =1

* sinw ,
f_x( " ) dw = .

- 2 .
Tekintsiik most mar az altalanos / € L~(R) esetet. Ekkor még az sem biztos, hogy az

a‘ﬁ(@.) = /"‘: F(t)e ™t dt

transzformalt 1étezik, hiszen lehet, hogy f nem integralhato.

Tudjuk, hogy a kompakt tartéju folytonos fiiggvények C. osztalya siirti az L2-ben; mivel nyilvan C.. C L' 11 L?,
az L' n L2 osztaly is stirti (I.%-ben). Ez motivalja az alabbi konstrukciot.

Legyen f € L*(R) ¢s tekintsiik az

fr.ll:?‘) = f(f:l " 1|_”_”]U':]- n=12...
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fiiggvénysorozatot. Vilagos, hogy [ kompakt tartéju (hiszen [t| > 7 esetén fn(t) = 0), tehat fn € L' N L% Az
is vilagos, hogy

| fn — f||%a = —/||:> |f(f)|2u'f —+0 (n— o),
i|=n

azaz f» norméban konvergal f-hez.
4.7.5. Tétel. Erre az(f.) sorozatra igaz, hogy az (/) sorozat az L (R) térben konvergens.

Bizonyitas. Mivel fn € L'(R) N L*(R), képezheték a Fourier-transzformaltak. Legyen £ > 0. A Parseval-
formula szerint

||.f;l - };rl ”2 - ”Efr.l - .fn.l)”g - f).n-”f” - f]?l ”2

= / IF(E)Pdt — 0 (n>m—0).
JmL|t<n

4.7.6. Definicio. 27?7 Legyen f € L*(R) ¢s legyen fn(t) = f(t) - 1inoy(t) n=1.2..... Az f Fourier-
transzformaltja

f= hm f,,
L— 3C

ahol a limes az L? tér normajaban vett limes.

Szokas a normaban vett limest li.m.-mel jelolni. Az igy definialt Fourier-transzformaltat Plancherel-
transzformaltnak is nevezik.

Bizonyitas nélkiil kozoljiikk, hogy a fogalom jol definalt (mdshogyan konstrualt 4» — f sorozatra ugyanazt a
transzformaltat kapnank); és a Fourier-transzformacié alapvetd tételei érvényesek maradnak.

4.7.7. Tétel. Legyen [f € LQ(R), illetve f:9 € L*(R). Ekkor a 4.7.6. definicio értelmében vett Fourier
transzformaltra igazak az alabbiak:

1 -
2 112
£ < oo 17,

/x F(B)g(t)de = [x J?[:w:lmffw
(Parseval-formuldk);

flat)  Fourier-transzformaltja
("skaldzas"),

f(t—h) Fourier-transzformaltja ™" J?(..b:l
("eltolds");

¢ f(t)  Fourier-transzformaltja J?l:..«, —a)

("exponencialis moduldacio" vagy "frekvenciaeltolds");

- 1 -
(cosat)f(t) Fourier-transzformdiltja flw —a) + 3 Flew +a)

=1 =

("'cosinusos modulacio");

[~ Fwatwa - / T pwater
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("kalapcsere™).

Bar az L? térben a definicié bonyolultabbnak tiinhet, most is igaz, hogy az L>-beli fiiggvények "szabalyosabban"
viselkednek, mint az I.!-beliek.

4.7.8. Tétel. Legyen f € L2(R) &5 egyen 9(w) = F(w). Ekkor

1 =
() = zh_!f“)'

Ez a '"reciprocitasi tétel" tehat azt allitja, hogy kétszer véve a transzformalt konjugaltjat, lényegében
visszakapjuk a kiindulasi fliggvényt.

Bizonyitas. A bizonyitast csak vazoljuk.

Jror -

2/_ (f () = 5T () — 5w

™

1 = 1 A 1
= || flI? e Vol e dew Wl dus 112
= |lfIIF — o /;x Flew)glw) dw + o ./;x flw)glw) dw + = l]l=-

-

A Kalapcsere-tételbdl és a Parseval-formulabol

[ _seneao= [ Feua

o

=/'ﬂw%WM=HW=%MW

/ Fluw)glw)dw = / Flw)g(w)dw = 2:'r||f||2.
Végiil ismét a Parseval-formulabol

— D 2 2 2 2
gl = 2= llgl|® = 2= | £ = 4==[ 1"

eredményeinket dsszeszedve

.ff(w)H =0.
T

|- 2

A reciprocitasi tételbdl adodik az inverzios formula alabbi alakja is:

479. Tétel. Haf € L*(R),
F(£) = Liam. = /f I
Fflt) = .. | () dw.

Megallapithatjuk tovabba, hogy az 4.7.6.-ben definidlt Fourier-transzformacié (Plancherel-transzformacio) az

L7 (R) teret onmagaba képezd, folytonos, linearis bijekcié, amely az L' N L2 térben a szokasos Fourier-
transzformacioval egybeesik.
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5. fejezet - Feladatok

L4

1. Fourier-transzformacio

5.1.1. Feladat. Legyen

1, ha0<¢,
0 lulomben

ul(t) = L) = {

az (n. egységugras-fiiggvény. Hatdrozzuk meg az u(t) ¢s f(t) = ¢ “"u(t) (a > 0) fiiggvények Fourier-
transzformaltjait.

Megoldas. Az u(t) fiiggvény R-en nem integralhato, igy a transzformaltja nem értelmezett.

Az f(t) fiiggvény integralhato, transzformaltja

— e . = . i . Y
flw) = f f(t)('_’“” dt = f e Mt g — [ ettt gy
i 0 Jo

|:[,—|:r1+.5w it :| - 1
(@ + iw)

= lim
T

0 a -+ iw

Bar az (1) fiiggvény nem integralhato, mivel

* sinw
dw =
Jo W

irhatjuk, hogy

B3| 3

1 1 7 sintw
u(t) = 5+ = / ~ Y dw (¢ 0).
1]

5.1.2. Feladat. Hatarozzuk meg az

1 — |, ha |f <1,
flt) == [t)11y = {{}, . ha H > 1.

figgvény Fourier-transzformaltjat. ???

Megoldas. Mivel .f paros fiiggvény,

— 1 ) 1

flw) = f f(t)e w0 dt = 2 / (1 —t) coswtdt
-1 Jo

sinwti! L gin wt
=z[(1 = ] +2/ M
J0

Lt ] !
switl 2 4 g W
={}+2[— o } = S (1—cosw) = —sin? 2, (w£0)
w= ] Lt Lk
1

floy=2[ (1—tydt=2.
1]

5.1.3. Feladat. Hatérozzuk meg az f() := ¢ ="l (4 > 0) fiiggvény Fourier-transzformaltjat. 277
F(, _ 2a
Megoldas. - W) = i
. r 2
5.1.4. Feladat. Hatarozzuk meg az f(t) = (1 =)L q(t) fliggvény Fourier-transzformaltjat.

Megoldas. flw) = Z5(sinw — weosw) haw 7 0 F(0) = :
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TN 1 . .
5.1.5. Feladat. Hatarozzuk meg az flt):=e F1|—1-1] () fliggvény Fourier-transzformaltjat.

D sin w— E:I

Megoldas. [(w) = —0—=— haw # 2 fl2)=2
5.1.6. Feladat. Hatarozzuk meg az

1, ha 0 < ¢ <1,
flt) =4 —1, ha —1 <t <0,
0, halt|=0

fiiggvény Fourier-transzformaltjat.
Megoldas. flw) = Z(1 - cos w) haw # 0; f(0) =0,

. . 1
5.1.7. Feladat. Hatarozzuk meg az ft) = s fiiggvény Fourier-transzformaltjat.

1
Megoldas. Tudjuk, hogy az 7+1 transzformaltja me— <l (1. 4.2.6.). Ebbdl az eltolasi tétellel kapjuk, hogy

?l:w:] = s'rf-_l“’ll:-:u:m; —isinw).

5.1.8. Feladat. Az li-1.1) egységimpulzus transzformaltjanak ismeretében igazoljuk, hogy

/2, ha |t < 1,
dw={ w/4, hat==£l,

/‘_’x sinw cos wi
o 0, ha |f| = 1.

[
sin w

2
Megoldas. Az egységimpulzus Fourier-transzformaltja —w— (l. 4.1.3.). Az egységimpulzus korlatos valtozasu
fiiggvény, hiszen két monoton fliggvény kiilonbsége: Laa(#) = u(t+1) —u(t - l), itt u az egységugras),
igy az inverzios formula szerint

et

2 29

2 T sinw -
= p J—CL N
2?1— 0 [

mert a transzformalt paros. Az 1-1.11(*) szakasznként konstans,

e

1[-1.1]“"‘”‘) +1|—L.l]“_“) 1 P‘\-"'/_ zﬁiuw

1, ha |f| < 1,
1/2, hat= =1,
0, ha |f| = 1,

1 (t+0)+ 14 (t=0)
5 -

amibdl az allitds adodik. (Ugyanigy arra is hivatkozhattunk volna, hogy L(—1.1] mindeniitt teljesiti a félérintds
feltételt.)

F(1) = e tu(t) = { Tl hat>0.
5.1.9. Feladat. Hatirozzuk meg az 0, ha t =0 figgvény Fourier-transzformaltjat és

az

L

/'_; * wsinwt 4 coswt
i 1+ i—h'g

improprius integralt.

Megoldas. Mivel f integralhato,

[ f(t)f“’dt:ﬂ-’/ FlE)e™ ™t dt,

- r—+od -
flw) = / e le™™ = lim [
S0

E,—|:1+Fu;:|f

* 1
—(1+'.Fu;j}u_ 1+iw’
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Az inverzios integral

1 P\I.- * 1 Fuwit f
7 ) Ttiw

1 Ol — dw
= P‘\-"'/ —fz (cos wt + ¢ sinwt) dw

2 J_c 14w
_ 1 PV /.x wsinwt + gusu;a‘. ny — cof-au.'f -I;:-%in;.vt e,
2 - 14w 14w

A képzetes rész (), mert paratlan fiiggvényt integralunk; a valds rész paros fliggvény integralja, tehat

it

1 /‘—-"x wsinwt + coswi
0 1+ w?

és tudjuk, hogy ez mindeniitt konvergens (hivatkozhatunk a korlatos valtozasra vagy a félérintds feltételre is), a
hatarértek 3(f (F 1+ 0) + f(f = 0)) ebpg]

OO i ot _ 0. ha t < 0,
/ w tew = { w/2, hat=0,
o 1 +w me ', hat = 0.

Az ilyen esetekben sokszor kényelmesebb a valos @(w), b(w) transzformaltakkal dolgozni. Parcialis integralassal

(c —l[x coswtdt — »
u.w)—?r.[] e coswtdt = ———
és
| 1 w
blw) = ;A e sinwtdt = ST
az inverzios formula
flt+0)+ f(t =0 o
il ) 5 f ) = / (a{w) cos(wt) + blw) sin{wt)) dew.
Jo

5.1.10. Feladat. Az f(t) = e—altl (= == 0) fiiggvény transzformaltja ismeretében szamoljuk ki az

7 cos wt
dw, t=10
Jn

al 4w

improprius integralt.

Megoldas. A transzformaltat a 5.1.3. feladatbol ismerjiik; az inverzids formulat atrendezve, az integral értéke
o t,:—fh"
2a

5.1.11. Feladat. Legyen

g ha ¢ > 0,
flt) = {—f(—f:l. ha t < 0.

Allitsuk elé f-et Fourier-integrallal, és szamoljuk ki az
T wsin wt o, £>0
Jo @ r™ T

improprius integralt.

Megoldas. A valos @), b{w) transzformaltakat hasznaljuk. Mivel f pératlan, @(«w) = 0,
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1 /= 2 =
blw) = — [ FlE) sin(wt)dt = — / e~ " sinwtdt,
T J _x

™ Jo

A szokasos modon kétszer parcialisan integralva

a? 2 w

e 1
1 —al s, — wl = =
(l+w2)_£ e hlIlu,ffif—w. hiw) = R

Az inverzios formula szerint
=l
flt)= f biw) sinwt dw,
i

ebbdl atrendezéssel

T wrinwt o= Tomat s o
- = —¢ X F (),
Jn a? +w? 2

5.1.12. Feladat. lgazoljuk, hogy . b > 0 esetén

[x dr T
J_oo (@2 +a®) (2 + b)) abla+b)

?77?

Megoldas. Legyen f(t) == ¢~ g(t) := e=*I"l yydjuk (1. 5.1.3.), hogy

20 2h

Fra W=

flw) = w? +p?

A 4.3.7. tétel és az inverzids formula szerint

1 =l . i = )
5 [ fle)glw)e™ dw = / f(t —x)g(x)de,
&7 of — al —

at = 0 helyen

= if.’.n.: 1 o
[ (w? 4 a2)(w? + b2) = “F lab [ fl—x)g(x)dr

* e
B R E “ ]] < = _1
ab J, abl—(a+ b)lo ab (a + b)
5.1.13. Feladat. Szamoljuk ki az
= 1
|
improprius integralt.
Megoldas. Tudjuk, hogy ha
0= e T = S
A Parseval-formula szerint
[ pwa=g- [~ (Feyas
J_= 2r J_
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[ rmmit= R
__x(“2+?c2)2“”_2],l_‘_ oz e

>
¥ = 2 . 2
o 1 " _—erli.dl L Ix 1 _—2rl|w| = o T
- - (& t’fu;'———Q — ——3,
Ty a T a* L—2a 0 2a

=]

. —r 2 , . r 14t s
5.1.14. Feladat. Hatarozzuk meg az f(t) := ¢ " (o> 0) fiiggvény Fourier-transzformaltjat.

df .
Megoldas. Tudjuk (I. 4.4.), hogy Eé a —#tf(t) fiiggvény Fourier-transzformaltja. Ezt felhasznalva és parcialisan
integralva

fi? - 2 .
!—' = —i [ S
duws -
—at® "y o . .
= [t l f-"—*‘”] " +— ) emat g —iwt gy — —wf(i»').
—2a —c 2a [ 2

tehat f -ra egy (szétvalaszthato) differencidlegyenletet kaptunk. Ezt megoldva f(w) = f(0)e ™" /4% \jvel

j?l:[]) = [ e gt = omfa,

-~ T e
flw) = \‘j Hc-_‘” /(4a)

Hasonlitsuk 6ssze a 5.2.1. feladat megoldasaval.

5.1.15. Feladat. Hatarozzuk meg az f(t) = tet" fiiggvény Fourier-transzformaltjat.
Megoldas. Legyen 4(f) := e Mivel F(t) = 50'(t) &5 G-ot ismerjiik, 4.4. alapjan
j?(:.u) = _?l.fw\/;- :"“"2;4.

5.1.16. Feladat. Hatérozzuk meg az f(t) := te ! figgvény Fourier-transzformaltjat.

2
Megoldas. Tudjuk, hogy az e~ !*l fiiggvény Fourier-transzformaltja +=2 (I. 5.1.3.). EbbSl id6 szerinti
derivalassal

- —diw

fe) = e

5.1.17. Feladat. lgazoljuk, hogy

= sintw ; T
dw = —.
Jo w 3

Megoldas. Tudjuk, hogy az /(t) := (1 = [{)1—1.0(!) Fourier-transzformaltja (1. 5.1.2.)

sin u,'f?) 2

flw) = (

w/2

A Parseval-formula szerint

1 (Hinwm)‘l /l _ g
— - o = (1—|e))"dt =
2r\ w/2 J

Wl o

ebbdl valtozohelyettesitéssel

fx (Hin:.u)4 ; 2
dw = —.
e w 3
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5.1.18. Feladat. Igazoljuk, hogy

/x sin® w ? BT
o = —.
3
. [J (&%) 8

Megoldas. Legyen F(8) = T_a1)(8) gs 9(6) == (1 = [¢/2)—29/(), Az f | § transzformaltakat ismerjik. A
Parseval-formula szerint

o - 1 o - _
[ flt)a(t)dt = o [ Flew)glwdw,

1 < sinw 2sin’ w

dw = / (1— |t/2])%dt =

2r J_ . w w?

5.1.19. Feladat. Igazoljuk, hogy

/'x dw o
Jo (THw?)? 4

valamint
e dx Y b>0)

_/_x (x2 +a2)(x2 +b%)  abla+b) (a,b>0).

Megoldas. [rjuk fel az f(t) == eIt figgvényre és transzformaltjara a Parseval-formulat:

1 o 2 ..
— [ T ag v = e 2t gr =1,

= TRkl N

amibél az allitas adodik. A masik formulat ugy igazolhatjuk, hogy az f(t) = el g(#) i= el fiiggvények

szorzatara irjuk fol a Parseval-formulat. Egy masik megoldast lattunk a 5.1.12. feladatban.

2. Tovabbi feladatok

. IS Ry .
5.2.1. Feladat. Hatarozzuk meg az )= o fiiggvény Fourier-transzformaltjat (I a standard normélis
eloszlas siirliségfiiggvénye). ???

Megoldas. Az exponencialis fiiggvény Taylor-sora

mindeniitt konvergens; hatvanysor, tehat a |z| < 1 zart kdrvonalon egyenletesen is konvergens, ott szabad
tagonként integralni.

- 1 "o I,z i ot
w — e ReT N dt
f( :l \-”’2? ,/—x

| By

Yze O

1 e —iwt 2
=X - Lot
¥ 2. 5 n=0 e
—w )" 9,
- Z ( ‘:') = — 2 g,
n=I e v
Ha n paratlan, ¢ —* RET paratlan fiiggvény, igy az origéra szimmetrikus integralja 0. Ha n paros,
; 2m)!
/ .fz 2 ol = [: :] . [:*:]
\,/_ ml2m

ezt folhasznalva
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(—iwt)(2n) (2n)! = —w)? 1 Y.
fle) = Z (2n)!  nl2v Z(T) ST a

n=I0 n=0

azaz a transzformalt 1ényegében az eredeti fliggvény.

A (*) formula bizonyitasa: Legyen

I'{x) := [ 1" dr
Jo

a gammafiiggvény. Ismert. hogy = > 0 esetén az integral konvergens. Parcidlis integralassal igazolhato, hogy
(r+1) = xl'(x), specialisan | (n+1)=n! tehata gammafiiggvény a faktorialis (folytonos) kiterjesztése.

! Ry 2
(1(5))2 = ( /[; ?‘_l’lzfi_'lﬂrt) = (1= \f’?)
> 2 2 o z - =
= ([ e ff“) =[ e " u’u[ et du
0
/f W= dudy = [ [ re " drdd
., t}'[l
—y
= 2[ ] ich = .
./u —1le T

ebbdl 1‘(%) =7 . (*) bal oldaldban " = 3t —et helyettesitve, és a gammafiiggvény tulajdonsagaibol a (* )
allitas adodik.

,_

gy 1
5.2.2. Feladat. Hatarozzuk meg az ft) = @i fliggvény Fourier-transzformaltjat.

roy L
Megoldas. A 4.2.6. mintajara dolgozunk. Az flz) = =711 zérushelyei, az

=

iy = co-\( + 2km) +isin(— + 2kw)

J_

pontok, mind elsérendii polusok, tehat a reziduum szamolhato a

. E,."wrl.;'.
Res(e™* fi(z), a;) = ——
f(2), ax) dap
. Lk =as, S =ay , .
képlettel. Mivel =i és 93 , a felso félsikban a reziduumok 6sszege

— \."E?'

7 /2 /2
e T ( sin \?w + cos \?w)

és a transzformalt

2 _»p /2 /2
flw) = \—r 7 |""|<s’111\?|w|+cos \2 |.4,|)

. . l
5.2.3. Feladat. Hatarozzuk meg az ft) = 2+1)7 fiiggvény Fourier-transzformaltjat.

Megoldas. (@) = 53¢ ~l(L 4 fw]).

5.2.4. Feladat. Hatarozzuk meg az

cos bt

f#) =53 (a>0)

fiiggvény Fourier-transzformaltjat.

MegOldéS, .?l:i*") = %t‘_”lc“'_hl + !’.—UluJ—Fhl‘
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5.2.5. Feladat. Hatarozzuk meg az
1

cosh

flt) =

fiiggvény Fourier-transzformaltjat.

e

Megoldas. f integrdlhaté R -en, mert pozitiv és e~ ™ ¢ integralhaté majoréns. Legyen 9(z) == 5§ 7z, €S
integraljuk -t annak a téglalapnak a keriiletén, amelynek cstcsai —r, r, r + i, —r +i. A téglalap belsejében az
egyetlen szingularitds az 1/2-ben van, és

f:w-"fQ

;
Res(g. 5) =

e

Ha r — oo, a fiiggdleges ¢leken vett integralok 0-hoz tartanak és igy a reziduumtételbol

L T (i) e/ 2
lim / dt + lim / —_——dt = 2T ——.

r—oo | coshmt r—ac [ coshw(f+1) i

A masodik integralt atalakitva

Fl)(1 4 e¥) =222 flw) =

cosh(w/2)

5.2.6. Feladat. Legyen f € L'[0.2¢), |gazoljuk, hogy ha f korlatos valtozasa valamely [@: b (0 < a < b < x)
intervallumon, akkor barmely a < ¢ < b értékre

E+0)+ flt—10 2 [
f( ) 5 fl ) == / f(x) coswt cos wardr duw,
T .o Jo

t+0)+ fit—0 2 T
A ) 5 [: ) = — / fla) sinwt simwa dr dew.
< T.Jo 40

Megoldas. Terjessziik ki f-et az egész R-re paros, illetve paratlan modon; hatarozzuk meg a valos @(w), blw)
Fourier-transzformaltakat és alkalmazzuk a Dirichlet- Jordan-féle inverzios tételt.

5.2.7. Feladat. Hatarozzuk meg az

T sin w cos fw
—
Jo

w
improprius integral értékét.
Megoldas. Az ft) =L figgvény cosinus-eléallitasabol

/2, haO=<t<l1,
— dw=<{ 7/4, hat=1,
=~ 0, ha 1 <t

ar
7
7

alw) =

. — "
2 sinw [ ' sin w cos tw
]

oW

5.2.8. Feladat. Az f(t) = e™"cost (¢ > 0) fiiggvény sinus-eldallitasabol hatarozzuk meg az

/_)I w? sinwt .
—dw
Jo wh+4

improprius integral értékét.

w o —i .
Megoldas, 3¢ €8t

3. Alkalmazasok

5.3.1. Feladat. Hatarozzuk meg egy véges hosszisagn sinushullam savszélességét.
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Feladatok

Megoldas. Eloszor a sziikséges fogalmakat definidljuk. Az 1" hosszusagi egységimpulzus (az Li_7/2.7/2)()
fiiggvény "amplitadostiriisége"

2 sin Tw

afw) = p—
7

és tudjuk, hogy
1 7par2(t) = / 1'(w) cos(wt) de.
Jo

Ezt ugy tekinthetjiik, hogy az impulzus kiilonb6z6 w frekvencidji cosinushullamok szuperpozicidja ("osszege",
pontosabban integralja, hiszen folytonos esetet vizsgalunk). Az @(«) amplitadosiiriiség 0-hoz tart; a miiszaki
gyakorlatban gyakran ugy tekintik, hogy az @(«) elsé zérushelyénél nagyobb frekvencidk amplitiddja mar
elhanyagolhatdan kicsi. Az els6 zérushelyre 2% = T, igy a "lényeges" frekvenciatartomany a [0. % T intervallum.
(Ez azt is jelentheti, hogy ha egy rendszeren at akarunk vinni egy 4' hosszusagh egységimpulzust minél
pontosabban, akkor a rendszer legalabbis a megadott intervallumba esd sinushullimokat pontosan kell, hogy
atvigye.)

Tekintsiink most egy 1" ideig tartd cosinusjelet, azaz legyen
f[:f) = CUH{.L,‘[J?(. " 1[_7".-'2_']";.-'2](?(.).

A fiiggvény paros, tehat most is csak a cosinusos amplitidosiiriséggel kell szamolnunk.

] O 1 T,-“2
alw) = - / flt) coswtdt = - /T 2':0.-4:.;;[]?‘. cos wtdf
b R

1 ;T2
= = / (cos(w + wy )t + cos(w — wy)tdf
™ Jo

1 sin(w +wo) 3 1 sin(w —w) 5

by W+ wn iy W= wn

Az alw) amplitadéstiriség (wo = 1, T' = 20)

Az

fit) = f": T'(w) cos(wt) dw

0

eléallitasban csak az w = 0 rész szamit; ez hasonlé alaku, mint az impulzusnal, csak most az wn frekvencia
kornyéke a Iényeges. A savszélesség most is a (szamlaloban 1évo) sinus két szomszédos zérushelye kozti rész,

T

Aw-T =g Aw=22 ., . . wn — E ;
tehat D - 7 = T Aw = T, a lényeges frekvenciatartomany az lwo = F.wo + Flintervallum.

Tehat minél hosszabb (idoben) a jel, annal inkabb valik dominanssa maga az o alapfrekvencia. Ha a jel rovid,
akkor igen széles savban tartalmaz "lényeges" frekvencidkat. Extrém esetben, ha ' nagyon Kicsi, a
frekvenciaspektrum annyira széles lehet, hogy még a negativ oldalon 1év6 csucs hatasaval is szamolnunk kell.
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Feladatok

5.3.2. Feladat. Igazoljuk, hogy az egységimpulzussal vett konvolicio simitja a fliggvényt.

crer

Megoldas. Legyen | € LY(R)¢gs szamoljuk ki az L a0 fiiggvénnyel vett konvolucidjat.

tea

(f#X_qa)(t) == / flt —a) 1y g () dr = [ flt —x)de = f flu)du,
o — S —a {—e

—t

¢z nem mas, mint az /(1) egyfajta integralatlaga.

Tegyiik fel, hogy f(t) egy "hasznos" jel, amit valami kisebb "zavarral" (keskeny, nem tal nagy csucsokkal)
terhelt. Képezziik az f Fourier-transzformaltjat, majd ezt szorozzuk meg az L.l ismert transzformaltjaval;
erre az inverz transzformaciot alkalmazva, az (f * 1[—"-u]) konvollciét kapjuk vissza, ami tehat .f-hez hasonld,
de annal simabb.

Tehat egy (nagyon egyszeril) zavarsziirést valositottunk meg. A modszer gyakorlatilag is alkalmazhato, mert a
Fourier-transzformalt (numerikusan) hatékonyan szdmolhaté; az is el6nyds, hogy a transzformaci6 és inverze
lényegében ugyanaz a mivelet.

A kovetkezé animacioban probalgathatjuk, hogyan simitja a fiiggvényt az impulzussal valé konvolvalas.
Természetesen az a novelésével egyre simabb eredményt kapunk; ha a til nagy, az eredeti fliggvény jellege is
elveszhet.

Simitas konvolucioval
Végiil, az alabbi animacio illusztralja a mozgdkép zajsziirését.
Mozgdkép zajsziirése

5.3.3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f € L*(R) egy folytonos savhatarolt jel, akkor (megfelelden megvalasztott)
diszkrét értékei ismeretében rekonstrualhato.

Megoldas. A tétel azt allitja, hogy az f(t) fiiggvény értékei meghatarozhatok megszamlalhaté sok értéke
ismeretében. Egy sima, periodikus fiiggvény Fourier-sor eldallitasa, vagy egy analitikus fliggvény Taylor-sora
szintén diszkrét értékekbdl allitja eld a fliggvényt; fenti tételiink ezekt6l abban kiillonbozik, hogy a
fiiggvényérték ismeretében torténik a rekonstrukcid. A gyakorlatban az ilyen eléallitasokat "mintavételezésnek"
nevezik.

Legyen ;(w) al—K. K] intervallumon kiviil 0; és legyen

i ™
iy (W) = —

K

—inmw K

‘1|—K.K]' n e Z

Ekkor

l n e .
B () = Lim. o [ P (w)e™! dw

—TL

.4 . -
_ 1 T —inma/K it g _ sin(f — nm)
2r [_ o K Kt—nm

A nlw) figgvények ortogonalis bazist alkotnak a sdvhatarolt Fourier-transzformaltak LP[-K. K] terében; tehat
a Pnlt) fiiggvények is ortogonalis bazist alkotnak (a savhatarolt transzformalttal rendelkezd L*(R) -beli
fliggvények terében). Legyen

o

Jr(?!j = Z "'rl"l’rL(ﬁj'

ekkor
fle)y =3 cndulw),
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Feladatok

1 Ko . T ™ nT
L (e el g CF R
n zf-;'.[_;\»“ ) o= %)

hiszen az L? térben

1 no_ -
f(t) =lim. 5 [ Flw)e™! dw

majdnem mindeniitt; és mivel f folytonos, ez mindeniitt is igaz.

Tehat a kereett elballitas

= n . sin(Kt —nw)
flt) = Z HI)W

L=— 30

Vegyiik észre, hogy a formula hasonlit a 1.1.4. tétel utan latott "interpolacids" formulara.

Vilagos, hogy ha [ idében korlatozott, akkor hasonld el8allitas igaz a f Fourier-transzformaltra.

A savhataroltsagi feltétel a tételben sziikséges. Ha a mintavételezésen alapuld eljardst a gyakorlatban
alkalmazzuk, a jelbdl el6szor ki kell vagni a tal magas frekvencidji komponnseket (egy alulateresztd, Gn anti-
aliasing sziir6vel).
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6. fejezet - Laplace- transzformacio

A testekbdl, rugdkbol és surlodo elemekbdl felépitett mechanikai rendszerek; vagy ellendllasok, kondenzatorok
és indukcios tekercsekbdl allo elektromos halozatok tdrvényeit ugyanolyan masodrendii differencialegyenletek,
vagy elsérendii integro- differencidlegyenletek irjak le. Ezen feladatokban a rendszer ismert nyugalmi
alapallapota valamilyen gerjesztés hatdsdra megvaltozik; példaul ez torténik egy elektromos rendszer
bekapcsolasakor. Gyakori, hogy a gerjesztés csak szakaszonként folytonos fliggvény segitségével adhat6é meg.

A Laplace- transzformacié alkalmazasaval az ilyen kezdeti érték problémak hatékonyan kezelhet6k. Ugyanis a
kiindulasi értékek mar a szamitas elején figyelembe vehetdk, a transzformacidé utan linearis egyenletet,
egyenletrendszert kell megoldani; tovabba bonyolult gerjesztés esetén is hasznalhatoak.

1. Elemi tulajdonsagok

Legyen [ a valés ¢ (id8) valtozo valés vagy komplex értékii fiiggvénye, tovabba s rogzitett valds vagy komplex
szam.

6.1.1. Definicié. Az f fliggvénynek az s helyen vett Laplace- integraljan a

=c "
f f(t)e™ = dt =Fh'm [ Ft)e " dt
0 e ),

improprius integralt értjiilk, amennyiben az konvergens. Azon s pontokban, ahol a konvergencia fennall, az

gl

F=L{f(B)](s) := / Flt)e 'dt
Jo
osszefiiggés egy flggvényt definidl, amelyet az f(f) Laplace- transzformaltjanak nevezziik. Tehat a

Laplace- transzformacio az f () valos valtozos "bemeneteli" fliggvényhez az £'(5] valos vagy komplex véltozos
"kimeneteli" fliggvényt rendeli hozza.

6.1.2. Példa. Legyen f(t) = 1(t = 0} ekkor

F(s) = L[1](s) =.£x 1 et = ["_”] oL

—5 1o
ha Res = 0,
Az egységugras- fliggvény, / 1) nem negativ #- re megegyezik f- fel, ezért

1
-

L{n(0)](s) =

Ha s = 0valds szam, ugy

Ah(f) egységugras és a transzformaltja

Tovébba tetszéleges a = 0 szam esetén a il — @) =: Ity (1) eltoltra kapjuk, hogy

> [.—?'-' = e
L“""u“)](ﬁj = / e dt = [ :| — .

—s
&2
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Laplace- transzformacid

amennyiben Res = 0.
Az egységugras-fiiggvény és a Laplace-transzformaltja, ha s = 0 valos.

Az improprius Riemann- integral tulajdonsaga alapjan adodik, hogy a Laplace- transzformacio egy linearis
operator, azaz

LIf(t) +g(B)](s) = LLFO(s) + Llg(t)](s),
Llef(t)](s) = eL[f(t)](s), (c€ C).

ha létezik LLf(t)] &s Lla(t)],

6.1.3. Példa. gy az egységnyi amplituddji és o hosszusagn impulzusfiiggvény, @u(f) == h{f) —h.(%)
Laplace- transzformaltja
Lld,(£)](s) = L[R(£) — h,(t)](s)

= L[h(t)](s) — L[ha(£)](s)

l ': —frLa
& 5
1 — e—as

(Res > 0).
&

Ha s > 0 valds szam, akkor

da(t) ¢s a transzformaltja
Az egységnyi amplitudoju és a hosszusagu impulzusfiiggvény és a Laplace-transzformaltia, ha s = 0 valos.

Balt) == %f?‘,l(f_:l

Tovabba az egységnyi erdsségli impulzusfiiggvény, transzformaltja

L[éta“)](-‘fj = i ; (Res > 0).

s

Ha s == 0 valds szam, Ggy

d2(f) és a transzformaltja
Az egységnyi amplitidoju és a hossziisdgu impulzusfiiggvény és a Laplace-transzformaltja, ha s = 0 valés.

6.1.4. Példa. Legyen w £ R, tovabba Res = 0, ekkor

90
XMLmind XSL-FO Converter


animation/anim61.avi
animation/anim62.avi
animation/anim63.avi

Laplace- transzformacid

L[ff’“‘”](ﬁ):] r"E“'r'—’”ri’.i‘=/ eliw—slt gy

0 Jo
; - .
|:f-.(“"'_"‘” ] 1 541w
0

T s —idw s 4w?

i — &
= + ﬂ: .
s? 4 w? s? 4 w?
Igv,
f,_-e'-:..l.f _i_{,—ia..li ﬁiui _ (’._';r""i
coswt = ———— sinwt = —————
2 A
alapjan egyszeriien kapjuk, hogy
s w
Licoswt|(s) = . Li|sinwt|(s) = .
[ w]( ) 82 +w? [ w]( ) 52+ w?
ha Res = 0.

Erre az eredményre hamarabb is kovetkeztethetiink az '“* = coswt + i sinwt sszefiiggés alapjan.

Ha s > 0'valds szam, ugy

cos 21 transzformaltja sin 2t transzformaltja

A coswt fliggvény és a Laplace-transzformaltja, ha s = 0 valos.
A sinwt fiiggvény és a Laplace-transzformaltja, ha s = 0 valos.
A parcialis integralas modszerével kapjuk, hogy

6.1.5. Példa. Ha Res = 0, akkor

== t 1 e > —at 1

Lit|(s)= | tetat=|Z v a=—.
. . .2
g0 —5 In Ju & 8

Teljes indukcidval adodik, hogy Lies = 0 esetén

n!

L[?‘.“](.‘i) = m

Ezt az eredményt pozitiv valds s valtozo esetén a
o
I'ip) = [ e e . (p > 0)
Jo

fiiggvény segitségével altalanosithatjuk az f(t) = £t > 0. a > —1) fiigovényre.

6.1.6. Példa. Legyen &x > —1és s = 0, ekkor az u = st helyettesitést alkalmazva

oo = F il j‘
L[t*](s) = / tYe " df = [ (E) f’_”f—lu
Jo Jo & =

1 >
a —u
= — we” “du
“’_tl—|-]. /[;

- Dla+1)
- “,_n+]. :
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Laplace- transzformacid

Specialisan, 1'(1/2) = /7 ¢s L'(p + 1) = pl'(p) alapjan

1 kS |
— | (&) = — lletve e )
L {\ﬁ} (s) \ull" ~ illetve L[Vt](s) ‘k"ll 15

A t* fiiggveny és a Laplace-transzformaltja, ha s = 0 valos.

A kovetkezo eltolasi tételek segitségével egyszerlisodik a transzformaltak meghatarozasa.
6.1.7. Tétel. Legyen £'(s] = L{f(t)](s) (Res > 0). Ekkor barmely a € R esetén

L[e" f(t)](s) = F(s — a),

amennyiben Res > a.

Bizonyitas. A p = s — a helyettesitéssel kapjuk, hogy Rep > U esetén
Lle f(£)](s) = f e f(t)e = dt = f Ft)e—(=—altgy
0 0

=/ f(t)e™™dt = F(p) = F(s — a). 1/

0

6.1.8. Tétel. Legyen £'(s) = L[f(t)](s) ¢sa = 0, ekkor
Llba(8)f(t — a)](s) = e~ F(s).

Bizonyitas. Az u = t — a helyettesitéssel

L[h"(fjf[:f — ﬁ.)][:_a') = [x f[:a‘ — ”_:][,—:-.ft,# _ /‘-“C _f('H.)c'_"":”+“:|(fff_
S 0

o
= g0 fla)e™ ™ du = e F(s). //
S0

Azaz a figgvénynek exponencidlis fliggvénnyel vald szorzasa a transzformalt eltolasat, illetve a fliggvény
eltolasa (pontosabban késleltetése) a transzformalt exponencialis fliggvénnyel torténd szorzasat vonja maga
utéan.

6.1.9. Példa. A sh fiiggvény definicidja, a Laplace- transzformalt linearitasa, tovabba a 6.1.7. tétel és a 6.1.2.
példa adja, hogy

I ¥
Llsh2¢|(s) = L [T} (s)

= L) 2 1))
_ % (L[1](s — 2) — L[1](s + 2))
1/ 1 1
- 2 (H—2 a -‘:‘+2)
2
-

ha Res = 2.

6.1.10. Példa. Hasonldan belathatd, hogy

Llch3t)(s) = — —9’

ha Res > 3.

6.1.11. Példa. Az el6z6 példa segitségével kapjuk, hogy
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Laplace- transzformacid

L[e™ ch3t](s) = Lch 3t](s — 5) = ﬁ ha Res > &

fi = ch3t fo = e™ ch3t az Iy, I transzformaltak, ha s > 3, illetve s > 8.

Az et cos 2t fiiggvény és a transzformaltja.

6.1.12. Példa. Vegyiik az f(t) = t* (# = 0) fiiggvénynek a 2 egységgel vett késleltetését, azaz

0, ha <2,
f2() ‘_{(r_f:-ji, ha > 2.

&

Ekkor a 6.1.8. tétel és L[#%](s) = 2/5" miatt, ha Re s > 0, akkor

L[ f2(8)](s) = L[ha(£)(t — 2)*](s)
— L[PG
De—2e
=—
" ) . |

fi =12 fa = (t = 2)% ¢ a transzformaltak, ha s > 0.

A fiiggvény késleltetése a transzformalt exponencialis fliggvénnyel térténd szorzasdt vonja maga utan.

Az alkalmazasokban igen gyakori, hogy a gerjesztés periodikus fiiggvény. A legegyszeriibb esetben szinuszosan
valtozik, de lehet példaul a négyszogimpulzus vagy flirészfogrezgés is. Ezen fiiggvények kozvetlen
transzformalasa koriilményes, célszeriibb a kovetkezd 6sszefiiggés alapjan meghatarozni azt.

6.1.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy az [ : [0.5¢) = Ry, C) periodikus fiiggvény periodusa P (> 0). Ekkor

P

Fy(s)i= | @)t = Lldy (01 (9](s) = (1= ™) F(s),

azaz
£u(s)
F(s) = —2—.
( :] 1 — P2
Bizonyitas.

F(szL[f(f')]("":lzfﬂf(ﬂﬂ_wfﬁ+/x_f|:?')f'_”rfi
0 o
= B+ [ s,
0

ahonnan f(t) = f(t —p)és aa 6.1.8. tétel miatt
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Laplace- transzformacid

F(s) = }'p(a:l + LC‘ fip(?‘.)_f(?‘. —ple"'dt
= _{-f}_,(:-,':] + f'._'“'qf"'(.‘-i:]. f);

6.1.14. Példa. A 2a (> 0) periodusa

), ha O0<t<an,
) = { 1. ha a <t < 2a.

négyszogimpulzus- sorozat Laplace- transzformaltja

2 1
-Plp(":] _ [ f'-_aiﬁl-t _ :i[:r'_(”’ _ (J—Q{IH:]

és a 6.1.12. tétel alapjan

— O r
L 1

F(s) = - _ _
(5) s 1 — g—2as= .‘-i(]. + f‘.‘”’)

Ha s = 0 valos szam, ugy

A négyszogimpulzus és a transzformaltja

A fiiggveny késleltetése a transzformalt exponencialis fiiggvénnyel torténd szorzasat vonja maga utan.

6.1.15. Példa. Legyen f(f) = |sinwi| (£ = 0). Ekkor a periodus P = 7/« és Res > 02??%setén,

[,—Hf

sin(wt)e™ *df =
[ “ 2+

5 (—ssinwt —weoswt) + C
o

alapjan

Fu(s) = [ sin(wt)e ™ dt

Jo
1

52 4 w?

w

52 4 w?

W

[a—” (—ssinwt —w co{-;wt]} o

(emm/w +1).

fgy a 6.1.8. tétel szerint

w 1+ e—ms/w w TS
Fis) = = tl .
(=) 2 twll_emle  s2tw? oo 2w

|sinwt| & a transzformaltja, has > 0
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Laplace- transzformacid

| sinwt| gg q transzformaltja, ha s = (.

6.1.16. Példa. Legyen f(t) = [t|t > 0) az egészrészfiiggvény. Igazoljuk, hogy

LIFD)(5) = —

(f’.” —

0 (Res = 0).

Mivel f(t) pozitiv, ezért

T™
tle "
0 [ 1]

LIF#)](s) = [ e dt = Tim

Jn TL—

Ha Re s = 0, akkor

1/;”“]:‘ ot

)

1 2
[um”m+[1
0 J1

ce ™ dE 4

dt .

lE 3 ™
_/-._"'lfh‘}i’f e " dt+ ... +(n=1) e dt
| 2 n—1
| — 25 — 2 —3a —Da n—1 ( s —(n—=1)s
= —— | — ¢ — — e — — - ‘ — '
~ ( )= = ( ) - )
1 .
__('_ —# +'._—-ZJ"+ o +*'_|:'”_1]H—{”— I:lf —FI.‘)
=
e~ 1 —¢ (n=1)= {”_1':" ns
5 1 — =~ s ’
fgy, ha Re s > 0, akkor
L — 1
lim (n ) és  lim e " =
n—oo e n—oC
miatt
n —5 ] — —(n—1)a — 1
limn [ [tle=*" dt = lim (r . ‘ I )
n—roe Jn n—+oc 5 1l —e—* semns

e " 1 1

s 1—e=*  s(e*—1

7

Alt] egészrészfiiggvény ¢€s a transzformaltja, ha s = (.

2. Feladatok

A 6.1.1. definici6 alapjan hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvények Laplace- transzformaltjat.

6.1.17. Feladat. 2 f(t) =te " (t = 0),

6.1.18. Feladat. ¢ f(t) = ¢ sin3t (t = 0)

6.1.19. Feladat. *Legyena.b > 0¢&g
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Laplace- transzformacid

. bt, ha 0<f<a,
fit)= { 0, ha t = a.

Adjuk meg a kovetkez6 fliggvények Laplace- transzformaltjat:
6.1.20. Feladat. ° f(t) =12 (t > 0),

6.1.21. Feladat. © f(t) = ¢ * cosmt(t = 0),

6.1.22. Feladat. 7 f(t) =V (1 = 0),

6.1.23. Feladat. ® Az f fiiggvény periodusa legyen P = 4, és

2f, ha 0<i <3,
fli)= { 0, ha 3<t<d

6.1.24. Feladat. ° f(t) =al'l(t = 0) ahola > 0,

3. Konvergencia

A Laplace- integralt a fels6 hatar

-h
lim fltye =t
o

h—ox

improprius integraljaként értelmeztiik. Azaz feltételeztiik, hogy barmely pozitiv b szam esetén az

7]
[ Fltye ="dt
WS

integral 1étezik, ha a hagyomanyos médon nem is, de impropriusan igen.

Ezt az utdbbit lathattuk a 6.1.6. Példdban szerepld f(t) = £ fiiggvény esetén, amely —1 < o < 0 esetén nem
korlatos a 0 pont kdrnyezetében, igy itt nem Riemann- integralhat6. A transzformalt meghatarozasakor erre nem
figyeltiink, a Gamma fiiggvény segitségével dolgoztunk, amely persze (! << p < 1 esetén az alsé hataron is
improprius integralként értelmezett.

A késébb kimondott allitasok bizonyitisa miatt a tovabbiakban az f () fliggvényre vonatkozoan megkoveteljiik,
hogy az lokalisan abszolut integralhato legyen.

6.2.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f(t) fiiggvény lokalisan abszolit integralhatd, ha barmely véges
intervallumon,  legfeljebb  véges sok pont tetszblegesen kicsi  kornyezetétdl eltekintve Jf(f)
Riemann- integralhatd, és az esetlegesen kimaradé véges sok pont kornyezetében f(t) abszolutértékben
impropriusan integralhat6.

Azaz, ha f(t)az(a.b) intervallumnak csak az egyetlen fo bels pontjanak kornyezetében nem korlatos, akkor
tetsz6legesen kicsi £ > 0 esetén f(t), ¢s igy [£(#)| is Riemann- integralhato az (@ fo — g), (to+e.b)
intervallumokon, tovabba a

h

in—=e
_}5}[1]‘[[ |f(t)dt . Cll_,ngl/ |f(t)]dt

o4

improprius integralok konvergensek.

Természetesen az f(f) =17 (—1 < «) fiiggvény lokalisan abszolat integralhato. De példaul, amint azt a 6.2.12.

s+
. () = —*
Feladat mutatja, az 1)

foglalkozunk.

t figgvény nem az. Az ilyen fliggvények Laplace- transzformaltjaval nem
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Uganakkor a lokalisan abszolut integralhatésdg nem elégséges feltétele a Laplace- integralhatosagnak.
Folytonos fiiggvény lokalisan abszolut integralhatd, de még ebber Ft) = ~t=n sem allithatjuk, hogy van olyan

pont, amelyben a Laplace- integralja konvergens lenne, példaul az is ilyen.

6.2.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f(t) fiiggvény az s pontban abszolat Laplace- integralhato, illetve a
Laplace- integral abszolut konvergens, ha a

b
-  —at
hh—;uxlc _ﬁ |F(E1e™"|dt

improprius integral konvergens és ekkor az
F(s) ;=/ | F(t)e " |dt
il

jelolést hasznaljuk.
A fiiggvény lokalisan abszolut integralhatésagabol kovetkezik:

6.2.3. Tétel. Az s pontban abszolut Laplace- integralhato f(f) fiiggvény - ben Laplace- integralhato is és
[F(s)] = F(s),

Bizonyitas. Amennyiben

]
limn / | f(t)e ™" |dt
0

b

konvergens, akkor teljesiti a Cauchy- féle konvergencia kritériumot is, azaz barmely £ > 0 - hoz megadhato
R > 0ugy, hogy tetsz6leges b1 b2 > It esetén

LT
f |f(t)e =dt < =.
5}

1
Innen

)

hg
FlEye " dt gf |f(t)e*tdt < e

by

Ji,

alapjan kapjuk, hogy
o

lim Fltye *tdi

bh—oc Jo

is Cauchy- tulajdonsagu, igy konvergens is. Tovabba

f(tyedt
S

|F(s)] =

_[ |f()e™ " |dt = F(s). [
o

6.2.4. Példa. Folytonos és korlatos f fiiggvény abszoltit Laplace- integralhato barmely Re s = 0 esetén.

A folytonossag miatt f barmely zart intervallumon integralhatd és igy barmely zart intervallumon abszolut
integralhato is. A korlatossag miatt van olyan K szam, hogy |f(f)| = K barmely f = 0 esetén. Azs = + iy
jeloléssel, ha .r > 0, akkor tetsz6leges ! < b1 << b2 szamokra
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b Do . [
[ | F(B)e| aa=/ £ (Dl ") fi?‘.‘_:/ F(E)le = dt

Wy b iy

D -
<_: K [ E'_'Tlr dt = i (fi_J:hl - E'_J-hl‘}
J T
[_—J'J':|
<K <=,
&

ha b1 elég nagy, ugyanis = > 0 miatt

. i
lm " = 0.
FJ|—i\:$C

Tehat a Cauchy- féle konvergencia kritérium teljesiil, ezért / abszolut Laplace- integralhato, és igy persze

Laplace- integralhato.

Amint azt az eddigi példaknal lattuk, a fiiggvények Laplace- integraljai valamely jobb oldali félsikon

konvergensek. Megmutatjuk, hogy ez altalanossagban is igaz a konvergencia tartomanyra.

6.2.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy f Laplace- integralja abszolit konvergens az su pontban. Ekkor a ies = Resy

zart félsik barmely pontjaban abszolut konvergens, tovabba itt a konvergencia egyenletes.???%

Bizonyitas. Az 5o pontbeli abszolut konvergenciabol kovetkezik, hogy ekkor barmely £ = (I - hoz megadhato

R > 0ugy, hogy tetsz6leges b1 b2 > It esetén

wbig
/ |£(£)e"Ydt < e

by

Ezért a Re(s) = Re(so) feltételbdl adodik, hogy

by D ) ) ik ) )
/ |.J¢-[:#)E'—H.' |Elri‘[ — [ |_?‘.|:f)!"_l' A—an )i [’—an |EH — / e Ral #—an )i |f(t:l[’—mnf |fif
B by b

LT 1
D
< [ |f(t)e =" |dt < =.

b

Tehat barmely Res = Resg pontban a Laplace- integral abszolut konvergens. Tovabba

/_ Fltye =tdt
Jh

= / |f(f-:lt'_”"|dt£f | F(£)e™"0t dt
Ju )

miatt a konvergencia egyenletes. //

A fentiekbdl rogton kapjuk:

6.2.6. Tétel. Amennyiben f(f) Laplace- integralija az So pontban abszolit konvergens, akkor barmely

Resy = Bes; = Resy esetén

F(-"'E) < F("l) = F(H[]) :

igy I'(s) korlatos a Res = Resg zart félsikon, és
[E(s)| = F(sq).

Bizonyitas.
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F(sy) = / |fltie—=2tdt = / e Relez—su)b) gy e—a1t| gy
Jo Jo
.x B
< / |F(E)e™""dt = F(s1)
Juo
_ / e Refs)—en )t |I,|r(f-:|[’_HHF |fﬁ
Jo
< [ 1ttt = Fiso).
Jo
fgy
F(sg) < F(sy) < F(sp). /!
A 6.2.5. Tételbdl az is kovetkezik, hogy az abszolut Laplace- integralhatosagot elég csak valds s értékekre
vizsgalni, hiszen a Re s = a egyenesnek vagy minden pontja, vagy egyik pontja sem tartozik az abszolut
konvergencia tartomanyba. Igy az abszolit konvergencia tartomanya vagy az egész komplex szamsik (minden
pontban konvergens), vagy az iires halmaz (egyetlen pontban sem konvergens), vagy van olyan « valds szam,
hogy a Res > a nyilt félsik, vagy a Res = o zart félsik a konvergencia tartomany. Az o szamot a

Laplace- integral abszolut konvergencia- abcisszajanak nevezziik.

6.2.7. Példa. Az f(t) = 1 fiiggvény esetén,

o .. ]
/ |J. '(J—:-:f (”= [ e R;_-,..,Idfz m }1:-1. 5 > []
Jo J0 o0, ha s <10,

miatt az abszolut konvergencia tartomanya a Re s = 0 nyilt félsik.

1
~ 1+ t2 Ekkor s = 0 esetén

) f(t)
6.2.8. Példa. Legyen

/-x 1 — st 1t - ! it =
e dt = dt = —.
Jo |14¢2 Jo 14#2 2
Tovabba barmely a = () szam esetén
E_mf le:rLF EIZE'"I
lim —— = lim = lim =,
t—oo 1 4 #2 t—poc - t—#oc

ezért van olyan b szam, hogy ha ¢ > b, akkor
E:rlf

T+

fgy a Re(s) < 0 esetben

> DO e Re =t == e~ R at DG
/ It = / . it = [ 5 di = / 1df = no.
Jo Joo 14t Juo 1H1 b

Tehat f () abszolut konvergencia tartoméanya a Re s = 0 zart félsik.

1
1412

(J—.ﬂ

Fontossaga miatt a Laplace- integral konvergenciajara vonatkozé kdvetkezo allitast alaptételnek nevezziik.

6.2.9. Tétel. (Alaptétel) Tegyiik fel, hogy az
 f(t)e="tdt = F(s)
Jo

Laplace- integral az so pontban konvergens. Ekkor a Res > Resgnyilt félsik barmely pontjaban is konvergens,
tovabba itt el6allithato a
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(s —sqa) [ r":(t)r'_':”_”":"rdt = F(s)
Jo
abszolut konvergens integrallal, ahol
-t
() :=/ Fla)e™ ™ du.
Jo
Bizonyitas. A ©(t) integralfiiggvény folytonos, igy tetszéleges [0-%] zart intervallumon korlatos. A

Laplace- integral u pontbeli konvergenciaja azt jelenti, hogy l1étezik és véges a

lim o(t) = F(sq)

t— oo

hatarérték. Ezért van olyan b szam, hogy ¢ = b esetén
6(6) — Flso)| < 1,

azaz ¢"(t) korlatos, ha t = b,

Ezek alapjan a folytonos ®(t) fiiggvény korlatos a (0. °¢) halamazon. Ebbél kévetkezik, hogy barmely Rep > 0
Szam esetén

lim e " a(b) = 0.

bh—oc

tovabba az, hogy ©(t) abszolut Laplace- integralhat6, azaz

[ r"i(t)r'_"”ffa‘
Jo

abszolut konvergens és igy konvergens is.
Ugyanakkor az altalanositott parcialis integralas???*

modszerének segitségével #(0) = 0 miatt teljesiil, hogy

] 0
[_f(f)f'“”ffi’.:[f-_':'1_”":"rf(f)f:_"”'cia’.
W S0

7]
= (-_':"_*":”l‘r":(bj + f (5 — -‘:‘[J){'_["'_"‘"l,|'rr|-":(f)f”

1]

b
— f-_”‘r":(b] +p [ e al(t) dt
Ju
ahol p = s — su, Igy kapjuk, hogy Rep = Re(s — so) > 0 esetén f(#) Laplace- integralhato és

[ Flt)e=*tdt = (s — 5p) / r."Jl:?‘.jc"':"‘”":”th‘.. I/
Ji Jo

1

Tehat a Laplace- integral konvergencia tartomanya vagy az egész komplex szamsik, vagy az iires halmaz, vagy
valamely jobb oldali félsik. A félsikot hatarolo Re(s) = g egyenesnek vagy minden pontja, vagy csak bizonyos
pontjai, vagy egyetlen pontja sem tartozik a konvergencia tartomanyhoz. A  szdmot a Laplace- integral
konvergencia- abcisszajanak nevezziik.

1

(1) =+

6.2.10. Példa. Legyen )= 1+t. Az s = D esethen

] -

L otar— ! It =1In(1+1
Jo THEC _./[] e ")

miatt a Laplace- integral divergens.
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Deazs = iy (¥ # 0) pontban kapott

=1 ., = cosyt [T sinyt
— Yt = dt — i dt
Jn 14+t o 1+t Jo 1+t

integralok konvergensek (hasonléan a 6.2.12. Feladathoz).

6.2.11. Példa. Az f(t) = 2te’” sin ¢! ﬁiggvény Laplace- integralja Res = () esetén feltételesen konvergens.

-y

sin e’ fo sin e ¢

Belatjuk, hogy .f (t) egyetlen pontban sem abszolut Laplace- integralhato. Természetesen ezt elég csak pozitiv s
szam esetén igazolni.

Parciélis integralas utjan kapjuk, hogy b > a = 0 esetén

7] 7]
t 2 01" 2 !
2?‘(* sin E’ e df = — [coﬁ e e } — 5 cose' e % dt.
W o

i

Definidljuk a kdvetkez® értékeket: to = 0 s tn = \/In(n7) 1 e N. Ekkor
Flth) =0 és cose's =(—1)F, ke Ny,

és f(t)alte: tri 1] intervallumokon 4llandé eléjelii. Tovabba

tr 3
. , AT —at
,k | h_/; cose € df
=1

/ Flt)e™"'dt = — cos et =2t
b —
te

= (=1 leht — (1R —.‘;/ cose' e~ dt
'

iR —1

ti .
= (1)1 (ff_”'*"' te ) —s [ cose’ e~ dt.

Sl

Ezért

to by
[ | f(t)e "' |dt = / |f(t)|e " dt
Jo Ao

= Z/, ' |f(t)|p"”dt=2(—1)k_l/*l Ft)e""dt

S

=Z f*_"”* '+r"’”‘ —52( 1)# l[ cosel et d.
k=1

A cose!” korlatos folytonos fliggvény, ezért pozitiv s esetén abszolut Laplace- integralhato, igy a masodik
0sszeg
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mn

Fie i
SR [ oot

k=1 Y te—

th .
(—1)F1 [ cose' e dt

fr—y

ty 2
[ cosel e dt
L
L mE g .
/ |C{)Hc"zf:_w
1" tp—1
oC

. P
< COsE €
Jo

<y

k=1
n
2

k

et

[

E

—al

dt

miatt barmely n- re korlatos.

Az els6 6sszegre kapjuk, hogy

T n—1
E ((,_"”k—l + l,:—-"-'uJ =142 § g8tk | po—#tn
k=1 k=1
rn—1
~ 2 {.—.-'\_l.n']n[k'.rdlh
k=1
Vizsgaljuk a
20
E (,—H\,-" Inf(nw)
n=1

pozitiv tagli sort. Barmely rdgzitett s szdm esetén van olyan o € N, hogy 7 = 1 esetén

lnnT > s2,

A
Innm > svinner .
T E_M.-']n nr
1 KT
< p oY s .
nmw
o 1 o
E - E E_—.-J\.-']n[rlrrzl
nT o
n=rmgo n=rmgo
Tehat
>0
E (,—H\,-" Inf(nw)
n=1

barmely rogzitett s esetén divergens. Ezért barmely K és s szam esetén van olyan Vo (f<. s) €N hogy
n 2 _"\\'T[](I{. -‘J'j esetén

’rl
[ |F(te " |dt > K.

W

azaz f(t) nem abszolut Laplace- integralhato.

Az f(t) Laplace- integralhatosaga Res > 0 esetén egyszerlien igazolhatd, lasd 6.2.14. Feladat.

4. Feladatok

6.2.12. Feladat. * Mutassuk meg, hogy [0: 1] en
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sin 4
Jr[:?‘j _ .IIfl .

impropriusan integralhato, de az abszolutértéke nem.
6.2.13. Feladat. A komplex fiiggvénytanbo61???*

ismert

[x :-<ina‘hc T
it = —
Jooo F 2

allitast igazoljuk a Laplace- transzformacio segitségével.??77*

6.2.14. Feladat. 5 Mutassuk meg, hogy az f(t) =2t sine’” figgvény Rels) >0 esetén
Laplace- integralhato.

6.2.15. Feladat. Tegyiik fel, hogy f(t) a [0. leintervallumon szakaszonként folytonos ?7?'%s a - rendi
exponencialis fliggvény. ???"Mutassuk meg, hogy () abszolut Laplace- integralhato 12??%

t
Plt) = [ e~ ¥ ey
6.2.16. Feladat. * Legyen Jo . Mutassuk meg, hogy s = sg > 0 esetén

1 - . \
- = (.‘,— — .‘,'[]:] I’,-"J[:f)!"_I'H_H“’Ilrfﬂ'.
s 0

5. Az rs transzformalt fuggvény tulajdonsagai

A transzformaltra vonatkozd tételek bizonyitasaban az jatssza a kulcsszerepet, hogy a transzformalt eléallithatd
abszolut konvergens integrallal, amint azt az alaptételben megmutattuk. Ezen allitasok igazolasa sokkal
egyszerlibb ha feltessziik, hogy a fliggvény abszolut Laplace- integralhatd, amint azt mi is tessziik ebben a
fejezetben. Az altalanos eset vizsgalata megtalalhatd példaul Gustav Doetsch: Introduction to the Theory and
Application of the Laplace Transformation cimii munkajaban.

A 6.2.6. tételben megmutattuk, hogy ha az [f fiiggvény Laplace- integralja So- ban abszolit konvergens, akkor
Laplace- transzformaltja korlatos az Re s = Re sq félsikon, tovabba valds s esetén monoton csdkkend és most
belatjuk, hogy igaz a

6.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(t) abszolut Laplace- integralhat6 az o pontban és legyen s € IR, ekkor
lim F(s) =0.

#—FOC

Bizonyitas. Legyen = > 0 rogzitett. Az f(t) fiiggvény lokalis abszolut integralhatosagabol kovetkezik, hogy =
- hoz megadhat6 1 gy, hogy

wl

/Lmﬂm<a
0

és igy barmely s = () esetén

b1
/ _f(f)r—” dt
Ji

Az sopontbeli abszolit konvergenciabol kovetkezik az egyenletes konvergencia az 8 > Re sy félsikon, ezért =
- hoz megadhaté b2 ugy, hogy

/ FlE)e™=" dt
B

barmely s > Be sy esetén.

by bi
5[ mmf”ﬂ£[|KMﬂﬁa
J10 S0

< E.
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Ismételten f (1) lokalis abszolut integralhatosagabol kovetkezik, hogy az

[Cirna
oy

integral korlatos. fgy a kozbiilsé integralra kapjuk, hogy ha s elég nagy,???%akkor

e fa
‘[ Fflt)e ™ dt| < [ |F(E) e dt
Wy By

b
< [ 1ol a

iy

by
_ f<—*”|] |F(1)] dt < e
[

71

Azaz ha s elég nagy, akkor az el6bbiek miatt

|[F(s)] = /x fltye " dt
Jo
(i [ b
= flt)e™t dt + / flt)e™t dt + f(t)e™=" dt| < 3¢ [
T T BT

ami adja a tétel allitasat.

Mielétt belatnank, hogy az k' transzformalt végtelen sokszor differencialhatd, ami az [ fiiggvény "tetszoleges"
volta miatt eléggé meglepd eredmény, sziikségiink van a kdvetkez6 tételre.

6.3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy f (t) abszolut Laplace- integralhatd az so pontban, ekkor barmely n € N esetén
t" f(t) is abszolut Laplace- integralhat6, ha Re s > Resq,

Bizonyitas. Mivel a
o
B(b) = [ [t f(eye | dt (b= 0)
Jo
fiiggvény nemnegativ és monoton névekedd, igy ha megmutatjuk, hogy #(b) feliilrdl korlatos, akkor kapjuk,
hogy b — o esetén a hatarértéke véges, ami adja az allitast.

Barmely n esetén, tetszéleges P pozitiv szamra, n- szer hasznalva a L'Hospital szabalyt kapjuk:

R . n!
lim - = lim —_— = 0
i—oe eF i—ze ptel

igy van olyan b = b(n.p) szam, hogy # > b esetén

e e ],

Legyen p = Res — Re sy = 0, Ekkor

- ] 2
[ 17 f(£)e ™| dt = / [£" F(£)e™"| dt [ € f(t)e !
S0 SO i

b
i B [
o L

s

< b"F(s) 4 / | f(#)e "0 di

b

et

| f(t)e™ ™| dt + / e S T I
o F

< B"F(s) + F(s0) = K. //
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6.3.3. TéF'(s)Tegyiik fel, hogy f(t) at;, &' Laplace- integralhato az so pontban, ekkor a Res > Resy nyilt

félsikon analitikus, és tetszdleges - re

o0

FM(s) = (=1)" 1 tf()e ™ dt = (=1)"L[t" f(1)](s).

Azaz a derivalt maga is egy transzformalt.

Bizonyitas. Az allitast elég n = 1-re belatni, az altalanos eset teljes indukcioval egyszertien igazolhato.

Legyen Res > Resy ¢s 2[h[ < 6 := Re(s — sp)
pontban kapjuk, hogy

Fls+ k)= F(s) > et
—— Y+ ﬁ Ef(t)e " dt

- %[ F) (et ety n’.t—l—/ tf(e™" dt
Lo Jo

o f,_—h.i -1
= fltye (— + ?‘.) dt.
Jo h

Az exponencialis figgvény

D(h):=

i R

o= Y ()

n=I[

h?LrJ’i

R f3a‘3
2 1 nroL +( J_)”

— ht + ——

[,—J'l.f -1
T2

hatvanysoranak hasznalataval

Z( 1k

n==2

|.|ii.|“_lf.'”

n!

T — 1 Pr'”

—F.li ‘

<

n==2

o0

hln—er.l—Z

_ ey
] Z n!

n=2
|n 2'“.l -2

< [R|t? Z “’(ﬂ —

|fi fltfl
- “"'*EZ nl

n=I(

|h[t2elt,

Innen, figyelembe véve, hogy 2|/ < & = Re(s — s0), azt kapjuk, hogy

—FLF -1

+ | dt

D(B)| < [ |F (e | 2

= / | f(t)e™ ™| |h|f.2(’|h“ dit
J0
— |h] [ [#2F(yem (e 1me| it
W

< |h| [ |#2f(t)r'_(”°+5m]' dt.
Jo

Az utolsé integral fi-tol fiiggetlen, tovabba konvergens, hiszen a d = Re(s —

abszolut Laplace- integralhaté az So + /2 pontban. Ezért

lim |[D{h)| =0,

h—0

azaz ' differencialhat6 az s pontban és

. Igy, mivel £f(t) is abszolit Laplace- integralhatd, az s

s0) tulajdonsag miatt £ f(f)
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F'is)=— /ﬂl tf(t)e"" dt = —L[tf(H)](s). I
A
LIEF(0)(5) = = LUA)(s)

Osszefiiggeés segitségével ujabb fiiggvények Laplace- transzformaltjat hatarozhatjuk meg egyszertien.

6.3.4. Példa.

'
. w 25w
Lftsinwt](s) = — |:H2 +w2} = eI
s ! 52— w?
Lt coswt|(s) = — Lz +w2} - (2 +w?)?

L[t?sinwt|(s) = Lt(tsinwt)](s) = —%L[t sinwt](s)

N 25w ! B Buws? — 2
)3 - (52 + w2)3 '

& ! 5% + w?
Lltchwt|(s) = — {2 2} =73
A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy az abszolit Laplace- integralhatésagbol kovetkezik a transzformalt
fiiggvény integralhatosaga is.
El6szor belatjuk, hogy igaz a

6.3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy .f (*) abszolut Laplace- integralhatd az so pontban (Re sg = 0), tovabba a

(1)

hatarérték 1étezik és véges. Ekkor Re s = Respesetén ¢ abszolt Laplace- integralhato.

Bizonyitas. A véges

f®

hatarérték létezése miatt + korlatos a () pont kdrnyezetében. Azaz van olyan K ésil < 4 <0 1, hogy barmely
0 <t < desetén

‘@‘cﬁﬂ'.

fgy, ha Res = Resq, akkor Resg > 0 miatt e[ = 1 (¢ > 0), tehat

2
‘@f” < K.

amennyiben 0 < t < §. Ezért
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@,—*‘f dt
; i [

] =
dt = f dt + f
v} A

& o
1
gf K t‘f.f.-l-/ —|f(E)e= di
0 st

P

>
-L

1 [~

< Ki+ s / |f(E)e™=| dt
o fy

o, 1 —at

< K+ = |F(E)e™™| dt
a L0
]_.

= K+ = F(s) < o,
[

igy kovetkezik a tétel allitisa. //

6.3.6. Kovetkezmény. Az el6z6 tétel feltételei mellett, a 6.3.1 Tétel alapjan kapjuk, hogy valds = esetén

i
lim / ﬁ('_” dt = 0.
[ t

8= fiy
Ezen tulajdonsagok segitségével igazolhatjuk a transzformalt fliggvény integraljara vonatkozo allitast.
6.3.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(t) abszolut Laplace- integralhat6 az so pontban, tovabba a

. f()
limn
t—0t f

hatarérték 1étezik és véges. Ekkor a valos s, 5 > Re g esetén

/t F(x) dr = L {L’)] (s) (xeR).

f
Azaz a transzformalt fliggvény integralhatd és az improprius integralja maga is egy transzformalt.

Bizonyitas. A Laplace- integral egyenletes konvergencigja miatt alkalmazhatjuk a Fubini- tételt, azaz
o ai]
/ Fr) dr = Jim / Flr) drx
2 . .lihh .
= lim / ( floye ™ fif) dor
h—yoo - 0
o b
= lim / [ Fla)e™ da | dt
b= fiy Ja

- .l —at —ht
= .r;lini ] - l:( ) fdf
Ot Ot
= lim Lf:_le dt — lim / ﬁr:_"" ddt
b fy b= [
e £y ”
=/ IO e gy |10 (), //
Joo t

Ezen tétel alkalmazasaként kapjuk, hogy

6.3.8. Példa. Legyen s pozitiv valos szam, ekkor
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L [”i“"} (s) = /t L[sind](x) dx

f
_. . 1 2 hr = 2 arctg s

= arctg —.
=

sin i

T arctg %

Ugyanis???#llletve, ha s = w valds, akkor

L {M} )= [ Lbhatl(@) do

t

1 { T — w:| -
= —|In
2 T+ w
1, s+w
=—In S \
2 §—w
hiszen
lim In Y Inl=10.
T—F30 I 3

6. Feladatok

&
6.3.9. Feladat. # Lehet-e Ins valamely fiiggvény Laplace- transzformaltja?

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvények Laplace- transzformaltjat.
6.3.10. Feladat. = f(t) =Inf (¢ = ).

6.3.11. Feladat. #* f(t) =tshwt(t =0},

6.3.12. Feladat, » f(t) =t coswt (t = 0),

et

1 —
)= ——, -
6.3.13. Feladat. * ) r (t=0)

£l 1 —chuwt
6.3.14. Feladat. 7 - (t) = P (t =0),

7. Az inverz Laplace- transzformacié
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Integralhatd fliggvény értékét véges sok helyen megvaltoztatva sem valtozik az integral értékwi. A hit)

5
egységugras fiiggvényt jobbrol folytonosnak definialtuk, de ha balrél lenne folytonos, akkor is lenne a
Laplace- transzformalja.

0, ha <0, . 0, ha <10,
A(t) = { I b t>0, M= { I ha ¢>0.
1
Tehat az s inverz Laplace- transzformalja,
1
o

egyértelmiien nem adhaté meg.

Gyakorlati feladatokban 4ltalaban tobb ismeretink van az ismeretlen fliggvényre vonatkozdan.
Integralegyenleteket vizsgalva a folytonossag, differencidlegyenlet megoldasakor példaul a differencialhatdsag,
¢és igy persze a folytonossagi feltétel is ismert. Ebben a fejezetben igazoljuk, hogy a folytonos fliggvények
korében az inverz Laplace- transzformalt egyértelmti. Ez magyarazza, hogy hasznaljuk az L~ jelolést, és az
inverz Laplace- transzformalton altalaban folytonos fliggvényt értiink (esetleg a kezdd pontban nem az).

6.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (f) fiiggvény nullfiiggvény, ha a hatarozott integralja minden felsé
hatar esetén (), azaz

ot
/ nia) du =0 bdrmely # = 0 esetén.
Jo

Nyilvan ™(t) nem lehet folytonos olyan o pontban, ahol 7(to) # 0. Azaz ha n(f) folytonos, akkor 7(t) =0,
Tovabba

6.4.2. Tétel. Az n(t) nullfiiggvény Laplace- transzformalja 0 barmely =- re.

Bizonyitas. Parcialis integralassal kapjuk, hogy
[

b : " r
[ n(t)e™™" dt = ¢ [ nu) du| 4 H/ e ( [ n(u) ffr.-) df = 1. //
A0 S0 0 Jo Jo

Azaz egy Laplace- transzformalhato fiiggvényhez tetszbleges nullfiiggvényt hozzdadva is ugyanazt a
Laplace- transzformaltat kapjuk. Igaz ezen tétel megforditasa, azaz ha

LIF(®)](s) = F(s) =0,
akkor f(t) nullfiiggvény. S6t ennél gyengébb feltétel esetén is az: ha az f(t) figgvény Laplace- transzformaltja
0 a valos tengellyel parhuzamosan, egyenld tavolsagban talalhaté pontsorozatban, akkor f(t) nullfiiggvény.

Ennek az allitasnak a bizonyitasahoz sziikségiink van a kovetkezo tételre.

6.4.3. Tétel. Legyen 1(:r) folytonos a zart [0. 1] intervallumon. Tegyiik fel, hogy () minden momentuma 0,
azaz

-1
/ hiz)e® dr =0 barmely &k =0,1,.. esetén.
Jo

Ekkor i) = 00, 1] intervallumon.

Bizonyitas. Az altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy W) valos értékii folytonos fliggvény. igy a
Stone- Weierstrass tétel alpjan béarmely pozitiv £ > 0 - hoz megadhato £=() polinom, hogy a [0, 1]
intervallumon = () legalabb = pontossaggal megkozeliti h{r). et, azaz

hiz) = P.(x) +cR(x). |R(x)| <1
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barmely 0 < & < 1 esetén. Igy
h2(z) = h(x)P.(x) + h(z)eR(x)

€s

1 1 1
[ h?(x) dr = [ hir)P.(r) dr +¢ / h{z)R(x) da.
Jo Jo Jo

Mivel () minden momentuma 0, ezért

1
[ hix)F () dr = 0.

S0

Igy, [7t(r)| = 1 miatt

1 1
[ h2(x) do = / hix)li(r) dr
Jo Ji
1
< / |hix)R(x)| dr
Ji

-1

< / |hi)| dor |
R

ami tetsz6leges = esetén csak akkor teljesiil, ha

1
/ h2(x) dr = 0.
Jo

Innen, f() folytonossaga miatt kapjuk, hogy h(x) = 04[0. 1] en,

Komplex értékii fliggvény esetén kiilon- kiilon alkalmazhatjuk a fenti eredményt a fliggvény valos és képzetes
részére. / /

6.4.4. Tétel. Legyen f(t) Laplace- integralhaté az so pontban. Amennyiben az LLf (t)|(s) = £'(s) transzfomalt a
valos tengellyel parhuzamosan, egyenld tivolsagban talalhaté pontsorozatban eltiinik, azaz van olyan p > 0
szam, hogy

F(sg +np) =0 barmely n & N-re,

akkor f () nullfiiggvény.

Bizonyitas. A 6.2.9. alaptétel alapjan ekkor barmely e s = Re sp esetén
F(s)= (5 — sn) [ r.-"u(f:]f-_':”_”':” df,
Ju

ahol

!
) = [ Flu)e™" du
S0

folytonos és

H(0) =0, il_i:'n;c a(t) = F(sqg).

gy barmely n € N esetén

oG

0= F(so+np) = -ri-p/ h(t)e™ " dE,

0

Az
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Inx
, agazg f = ———
P

—pt
r=g 7

helyettesitéssel és a
. Inz ,
hx):=¢ | —— |, A(0) = F(sq)
P

megfeleltetéssel kapjuk, hogy barmely n. € N esetén

o 0 —dr
0=np [ o(t)e " dt = ‘J’U’Jf B(x)z" ——
1 £rp

1

1
= n.f h(x)x™ ! dur.
0

azaz al0- 1l- en folytonos 1) fiiggvényre teljesiil, hogy
1

[ hiz)e® dr =0 barmely &k =0,1,.. esetén.

J0

Ezért az el6z6 tétel alapjan

‘
hxz) =0, ésigy oft) = [ flu)e™™" du =0.
Jo

Parcialis integralassal kapjuk, hogy

t
0= / Flu)e ™" du

- [ 7w) do +m [ (e [ty ) an
1]
= g0 f( ) do + o ( _”D"[ fle fff) du.

— &0t f( :] duo
Az L figgvény folytonos, igy a masodik integral differencialhaté ¢ szerint és igy az elso is,
tehat

i i i

= —suf-._”'”f flw) fI'!'+f<_”°'£f flw) dv + sge " / flv) du
dt [y Jo

= — d / flo) de |

dt

vagyis
df[ flo) dv=0.

. [ fla [ fle)dv=0
Igy Ju konstans fliggvény, de £ = 0 esetén /o miatt ez azt jelenti, hogy
£
flo) dv =10,
0

azaz f(t) nullfiiggvény. //

6.4.5. Kovetkezmény. A folytonos fiiggvények korében az inverz Laplace- transzformalt egyértelmi, igy
beszélhetiink az LL~!- gyel jeldlt inverzérél.
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L~ linearis transzformacié, azaz ha f. 4 : [0.0) = I folytonos fiiggvények Laplace- transzformaltja I és G,
akkor

L7 ey F(s) + eaG(s)] (1) = e f(£) + cag(t).
ami kovetkezik L linearitadsabol és ez az I és G konvergencia tartomanyanak kozos részén teljesiil.

Az el6z6 bizonyitasi modszer segitségével igazolhatjuk, hogy (- tol kiillonbdz6 Laplace- transzformalt nem
lehet periodikus.

6.4.6. Tétel. Tegyilk fel, hogy az f(t) figgvény az so pontban Laplace- integralhato, és az f'(s)
Laplace- transzformaltja periodikus, azaz van olyan P 7 0, Re p = 0 komplex szam, hogy

F(s) = F(s+p)

barmely Re s > Re sq esetén. Ekkor f (1) nullfiiggvény és igy £'(s) = 0,
Bizonyitas.

F(s) = F(s+p)

miatt

/ f(t)r'_”'th‘.—/ Fleye te+plt gy =[ FIO1—e ™) *dt =0
0 L0 0

barmely Re s > Re sg esetén. fgy f(H)(1 — ¢ ™) nullfiiggvény, azaz

i
[ flu)(l —e™) du= 0.
W

o

ot
ht) = / fle) dv
Parcialis integralassal és a Jo jelolés segitségével kapjuk, hogy
i
0= / Flu)(l—e™) du
Jio
1 i t #
= (1—e"P) flv)yde| —p [ (r"f’” Fl#) Ef‘t‘) du
Jo i Jo 0

o i {7
=(1—e7 / flv) de —p / (t'_““ [ filv) u’t‘) dt
S0 J0 S

t
=(1—eP)p(t) — -p/ e P a(u) du.
0

Aze "o(u) figgvény folytonos, igy a masodik integral differencialhaté ¢ szerint és igy az els6 is. Tehat az
1 — e P figgvény £ = 2km/p k= 0.1, 2... zérushelyeitd] eltekintve kapjuk, hogy

0= pf'_plr’-".’(f) +1(1- ('_'["r:lr":!(f:] — p[,—fﬂfﬁ.}“)
= (1)

vagyis
& () = 0.
Ez #(t) folytonossaga miatt, #(0) = 0 alapjan csak ugy lehetséges, ha () = 0. vagyis

"
fle) dv =0,
Jo

tehat f(t) nullfiiggvény. //
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A gyakorlati alkalmazasf(#)gyik legfontosabb Iépése a "kimeneteli" £(5) £f(# vény ismeretében meghatarozni a
lehetséges "bemeneteli" fliggvényt. Amint azt igazoltuk, feltételezve folytonossagat, ez egyértelmiien
megtehetd. A "bemeneteli" fliggvény meghatirozasa torténhet a Laplace- transzformdacié tulajdonsagainak
alkalmazasaval, vagy példaul a raciondlis tortekre bontas, vagy a teljes négyzetté alakitds modszerének
segitségével.

6.4.7. Példa.

[y - [ -2 [

= 2t — gt
Vagy
2 1 ;] 8+3
Lt — £) = L1 t
L—l -H—l]() L—Q—l}()
1 _ 1
=11 L‘Q—l () + 3L71 Lg_ 1] (1)
e el — et

=cht+ 3sht = 2 + 3 5
= 2! — et

6.4.8. Példa.

vagy

6.4.9. Példa. A 6.3.3. tételben, az n = 1 esetén kapott
d
F(s) = Ll (0](s)

egyenl6ség alapjan

. 1 1
EHEEI0 = £0) = 27 [ Fe)] 0
és igy
-1 ‘:+2 __£ 1 :’_Jr -1+2

L |:111 .‘;+3] (t) = fL L’H In .-4+3} (t)
1 [ 1
=3k L+2 B H+3] (#)
_ _% (f_zr E—EHJ

a3t _ o2

B '

Amennyiben f(f) abszolit Laplace- integralhato az So pontban, tovabba f és f’ szakaszonként folytonos
fliggvény, akkor a Fourier- transzformacié elmélete alapjan megadhaté az inverz Laplace- transzformacio.

Terjessziik ki az f fiiggvényt negativ ¢ valtozoértékekre az
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Flt) =0, £<0

értelmezés szerint. Ekkor az s = i + ¢y, (RU(-“) 2 R-‘-‘(-‘fu)) jeloléssel

LIF(8)] (s) = F(s) = { " Fe—t di

1

N / fle)etmHmt gy

= / (f(f.)v"”)r'_"-”’ et
= F(r.y).

ahol #'(x. ) pontosan a 9(t) := f(t)e™" fiiggvénynek az v helyen vett Fourier- transzforméltja. igy minden
¢ = 0 pontban

glt=)+gltt) 1
2 T oom

[ Fxz,y)e™ dy .

Tehat f pozitiv folytonossagi helyeinél

1 [ ;
F(t) = et o F(a, y)e™ dy
ELI S
1 g .
=5 / Fla, y)e™e™ dy
1

e n Y
T oo / F(a,y)e ™ dy
T J e

ahonnan az & = = + iy helyettesitéssel

1 w10
flt) = / F(s)e™ ds

27 o ine

1 T4y
= lim [ Fis)e* ds,

y—ce 2d

T—iY
ahol = = Re sy tetszleges rogzitett szam. Tovabba a ¢ elséfaju szakadasi helyen az utébbi integral az

FlE=) 4+ flH)
2

értéket szolgaltatja.

Tegyiik fel, hogy £ (5) véges sok #1.72..... zn péluspont kivételével analitikus. Ekkor a Reziduum- tétel
alapjan, amennyiben R elég nagy, azaz (5] 5sszes polusa a gorbén beliil talalhato, fennall, hogy

n 1 iy 1
Zﬁf«s(z,‘.j = / F(s)e* ds + f F(s)e* ds,
— 2mi [, 2mi oy

T—2Y

ahol fes(zx) az F'(s)e*" fiiggvény reziduma a zx pontban. Amennyiben van olyan » > 0 szam, hogy

lim
| ==

H"")‘ —0.

&P

akkor a masodik integral hatarértéke (1, amint iz tart a végtelenbe, és ekkor

) 1 iy . » r
1 = yll{l.ﬁlc 2mi [ Hlede = ; fresten)

T—iy

Masrészt, ha Zzkm- edrendii polusa £(5)- nek, akkor £(s) " Res(z)- val jelolt reziduma
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1 ?ur.l—l
Res(zp) = lim ‘

sz (m— 1)l dm—1s

{(s = 2)" F(s)e™}

szerint adhat6 meg.

6.4.10. Példa. Legyen

s+3
Flg) = ——.
= D61
Ekkor az s = £1 pontok elsérendii polusok, ezért
5(1) = lim(s — (8)e™
Ttes(1) 31_131( 1) F(s)e
s+ 3

1 . al
— lgli(n 1)7(5 00— l:]E
s=+3
= lim L_t‘”
el 85 4
=264,
illetve
. . s+3
Res(—1) = Jim, e
= — —
alapjan
fit) =2 — et
6.4.11. Példa. Legyen
1
F(s) = ————.
(%) s(s 4 1)2
Ekkor az s = () pont elsérendii, az s = —1 masodrendii polus, igy
Res(0) =1 ! =1
O =mer -
Es
1 . ,f_ 2 af
Res(—1) = Jim — ((s+1)*F(s)e™)
Cood (r'*")
= lim — | —
s—=1lds \ s
o oste®t — !
= lim
#—1 &
=ze' — ¢,
azaz

fity=1-— el +te' .

Az alkalmazasok szempontjabol fontos példaul az

transzformalt inverzének ismerete, amely csak hatvanysor segitségével adhaté meg. Ugyanakkor a kovetkezd
példa mutatja, hogy a tagonkénti Laplace- transzformacié nem mindig végezheto el.

6.4.12. Példa. Az f(t) =¢™" fiiggvény folytonos és korlatos, igy Laplace- integrlhato Res = 0 esetén.
Tovabba tetszéleges ¢ € R esetén

N J—i2 - fE)n - 20 ) “f)”
) = _Z nl _Z(_ ) nl

=0 n=I(
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Az n- edik tag Laplace- transzformaltjara kapjuk, hogy Re s = () esetén

t?n —13" 2p)
L [(—n”ﬂ (s) = 4 ”!) s

A
= (—=1)" (2n)!
Z nl g2n+1

sor konvergenciajat a hanyados teszttel vizsgalva azt kapjuk, hogy

(2(n+ 1))t it 220+ 1)
(n+ 1)ls20nbll+L (20)0 | o |52

= lim
T—F o3

alapjan az egyetlen pontban sem konvergens. Azaz f(t) Laplace- transzformaltjat nem kaphatjuk meg f(f)
hatvanysoranak tagonkénti Laplace- transzformaltjanak dsszegeként.

A kovetkezo tétel egy elégséges feltételt ad a tagonkénti Laplace- integralhatésagra vonatkozodan.

6.4.13. Tétel. Ha megadhato K > 00, & > 0 és N € N index ugy, hogy

T
ja,| < K
n!

barmely n. > N esetén, akkor a

=

flt) = Z i, t"

rn=I1

hatvanysor abszoltt konvergens barmely # € R, tovabba Re s > a esetén /(1) Laplace- integralhato és

LIF()](s) = Llagt"](s) = Y :;’fff-

n=>0 n=I[0
Bizonyitas.
i

lm {/an] = lim o =0
11 (L = 1M ——=i¥ =
TL—F o0 " TL—» O {l j.l!

alapjan a hatvanysor abszolit konvergens barmely 7 € @ esetén, és igy f(t) folytonos az egész szamsikon.
Tovabba ¢ = U esetén

f(fj - Z ”‘nf“

n=I0

‘ J'\'.

..
Z a2t
n=nN11
oC oC
Z |a, t"] = Z |a,,| "

[

n=N+1 n=N+1
= n = mn
. e i (ot
< Y kZem=k )
n! n!
n=MN4+1 n=MN4+1

W
K ot J ””f”
S —E — .
n!
n=I0

Ebbdl kdvetkezik, hogy f(t)a- rendii exponencialis fiiggvény, igy a 6.2.15. Feladat alapjan Re s > a esetén
f(t) Laplace- integralhatd. Tovabba az integral monotonitasa miatt, tetszéleges ¢ = Re s > o esetén
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N
L)) — Y Llant"|(0)] =

=0

N
L [f(?‘] — Ea,,t”] (s)

=0
]\"

f[:f] - Z “‘rLf'“

n=I[

= N fl’“
< K gt — — ™ | e
- /[; Z !

n=0

1 _ N o’
T — o ”Z_;] a1
. ]NI
1 1 oy
o)
(:r —o T Z T )

=0

. N1
=K( 1 11-(2) )
T — ¥ T 1—?

o0

< e gt

0

|
>

fgy = > o miatt

K oM+
< 11111 (—) =1,
N—oo T — ¥ .

N
."-:’li—ra-I]:-s: L[f(f)](}’) - Z L[fi,“f_“](ﬁ

n=I0

azaz

N

LIf(t)](s) = Nli_l)l; Z Lla,t"](s) = Z ::f;

n=I[ n=I

amennyiben Re s = a. //

1 —et
=
6.4.14. Példa. A fenti eredmény alapjan hatarozzuk meg az f(#) t  fliggvény Laplace- transzformaltjat.
£ = l—et 1- Yoo i -
STt t
Yt Sy eyt
- [ - !
n=1 e n=0 (” + l)

alapjan a K = n = 1 valasztassal barmely n indexre teljesiil az el6z6 tétel feltétele. Ezért Re s = 1 esetén

LAO)) = S |

=0

ikl

n!
— l T
Z( (n+ 1)lsn+L

n=I0

(_1)“ 1 .
= E 3T — ]. 1 J. ]
=0 n+1 .‘i“+l Il[: " f")

+ 1
=]11("’+ )
5

Ugyanis jol ismert, hogy|-’“| < lesetén

H

In(l+x) = i+l
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A fenti tétel alapjan egyszeriien igazolhatjuk az inverzre vonatkozo hasonl6 allitast.

6.4.15. Tétel. Tegylik fel, hogy a

o
Z f?l

figgvénysor 5| > o esetén konvergens. Ekkor

o

F(t) = L7 [F(s)](1) Z"”

Bizonyitas. A sor konvergenciajabol kovetkezik, hogy az altalanos tag hatarértéke

Igy van olyan K > 0szam és N € N index, hogy n > N esetén

Cn

s

< K.

tehat 5| = @ > 0 esetén

len| < Ka™.
Ezért
C Kao"
lan| = || < ——
n! n!

eleget tesz a 6.4.13. Tétel feltételének, igy a folytonos

> o

Jr[:?[) = Zﬂ”ﬁ” = Z :ﬁ?x_n

=l r—=(]
figgvénynek a Laplace- transzformaltja
":] = E ‘Jr.l+l
n=I]

: r "oz : 11742 . . Fr
Innen, az inverz egyértelmiisége miatt az allitas kovetkezik. //

6.4.16. Példa. Hatarozzuk meg

inverzét.

Amennyiben Re s > 1, akkor

1/ > > 1

, - 1 1
F(s) = : s s Z nls® Z nlsn+1’

n=0 n=>0

fgy
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o

f”
fit) = Z e

=0

8. Feladatok

6.4.17. Feladat. * Lehet-e «—* valamely fiiggvény Laplace- transzformaltja?

A kovetkezd feladatokban az () transzformalt ismeretében hatérozzuk meg az f (t) bemeneteli fiiggvényt.

5s—2
6.4.18 Feladat. » ¥/ = 29
Fre - 1
6.4.19. Feladat. * ts) = s2—2545,
1

6.4.20. Feladat, » ') = arete -

5

Fls) = ————F
6.4.21. Feladat. * (s —1)(s+3),
2
: 5244
Fls) = ———
6.4.22. Feladat. * (s —4)%,

9. Derivalt, integralfuggvény, konvolucio és
Dirac- delta

A Laplace- transzformacidé széleskorli alkalmazasat az teszi lehetdvé, hogy az ismeretlen fiiggvény
derivaltjanak, integralfuggvényének Laplace- transzformaltja kifejezhet6 az ismeretlen fliggvény
Laplace- transzformaltjaval, a konvolucios egyenletek transzformaltja a transzformaltak szorzataval egyenld,
tovabba az impulzusfliggvény transzformaltja is értelmezhetd. Ebben a fejezetben ezen allitasokat igazoljuk.

6.5.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(*) az ro > 0 pontban Laplace- integralhaté és legyen

ot
p(t) = / fla) du.
Jo

Ekkor @(t] is Laplace- integralhato az o pontban, és

1 s
O(s) == L[#(D)](s) = -LIf(B)](s) = _E-S]

amennyiben s = rovagy Re s = xq,
Tovabba

r,-'. t
lim AE)

f— o (,J'llf

=10,

azaz a folytonos ©*(f) fiiggvény exponencialis rendi, igy Ite s > 7 esetén @*(f) abszolut Laplace- integralhato.

Bizonyitas. Legyen -r = g rogzitett valos szam és
Y
h(v) ==& [ d(t)e " dt, v e R.
Jo

A ¢(t] fiiggvény folytonossaga miatt / u(v) differencialhato :
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W)= e [0 dir e e
Ju
=" [ r d(t)we™ ™ dt + ()
Jo

tovabba az altalanositott parcialis integralassal, $(0) =0 alapjan
) = e (<ot + [ a0 )+ o)

=™ (—r_;':('e-')ff_” + /{:i‘f(t)f*_l:' rif.) + (v

= ™ /t‘_f(f)f'._r'r it

Jo

L[f()](s) konvergens az s = > 0 pontban, ezért

h(v)

Ty

.
TR ST —zt T
F(x) = p]l{l:];: _/[] F(t)e dit plgl;
1étezik és véges. Igy a L'Hospital- szabaly szerint kapjuk, hogy

F: ! v ;
() =1 — = lim [ o(t)e ™ dt = ®(x).
r Jo

v—po0 et v—oo £ U—oC

Mivel az £'(s). ©(s) fiiggvények analitikusak Re s > xq esetén, ezért a

dsszefiiggés érvényes az egész Re s = xy félsikon.
A fentiek alapjan B(t) végtelenben vett viselkedésére vonatkozdan adodik, hogy

Biw w _ ]
®(ry) = lim : (!) lim [ d(t)e™ ™0 df + ('J({.)
v—boo Ipefir v—toc \ fp drpEtor

= D) + 1 lim #w)

Ty v—roo prov

azaz

Ezért a 6.2.15. feladat alapjan kapjuk, hogy Re s > xq esetén ©(f) abszolut Laplace- integralhato. //
Ezen tétel kovetkezményeként egyszeriien igazolhatjuk a derivaltra vonatkozo allitast.

6.5.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy .[(f) differencidlhato # > 0 esetén, és LLf'(£)](s) konvergens az s = xo = 0
pontban. Ekkor az

FIO) = lim f(t)
t—0
véges hatarérték 1étezik, Lf(B)](s) konvergens az s = ¥ pontban és

LI (0)](s) = sLIf(H)](s) — F(07) .

ha s = g vagy Re(s) > 70, Tovabba
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és igy Res > xg esetén f (t) abszolut Laplace- integralhato.

Bizonyitas. /'(?) Laplace- integralhatosaga definicio szerint feltételezi, hogy f'(%) barmely véges [0, 8] (b=0
intervallumon integralhato, azaz

b b
F{u) du = ’1'11[1]1| / ) du = ’liI[I]ll (f(B)— F(t)) = F(b) — fF(0T)
L0 —UE Sy -

1étezik.

Az el6z6 tétel alapjan, | "(t) Laplace- integralhatosagabol kovetkezik, hogy a

i
Bt) 1= [ Fu) du = f(t)— F(0T)
Jo
integralfiiggvény is Laplace- integralhato és

LIp(0)(s) = LU (0])(5).
azaz Re s = 0 miatt

LIF()(s) = sL[(0)](3)
= sL[f(t)— F(07)](s)
= s {LF()](s) — LLF0D)](s)}

SCUOICEEEY

= sL{f(t)](s) — F(OT) .
amennyiben s = o > Uvagy Res = xp,
Tovabba 7o > 0 alapjan

I
0= lim —
v—oo erOr

e L0 = 709)

o —p o0 £ToY

lim f(t).

v—poo gTov

tehat Re(s) > x0 esetén f(t) abszolut Laplace- integralhato. /
Amennyiben f kétszer differencialhato és Laplace- integralhato is, akkor a fentiek alapjan

L[f"(t)](s) = sL{f' ()] (s) — £'(07)
= s {sLIf(8)](s) — F(0F)} = F(07)
= S"LIf(1)](s) — sf(0F) — f'(0F).

és igy altalanosan fennall, hogy

6.5.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(t)n - szer differencialhaté ¢ > 0 esetén, és LLf™ (£)](s) konvergens az
s =g > U pontban. Ekkor az

FOF) = Tim f(5), f'(07) = Tim f(t). ... f7D(07) = lim Fr=ie)
f— t— t—+

véges hatarértékek 1éteznek, Lf(B)](s) konvergens az s = o pontban és
LIF™(B)](s) = s"LIF(0](s) = F0F)s" 7 = f107)s" 2 — = F (o)

amennyiben s =y vagy Re s = xg, Tovabba
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i (¢ (n—1) i
lim ) = lim l} = ...= lim fi() =1,

f—soc @T0 f—yoo grof P gt

és igy Rels) > o esetén f(1), f1(F),..., F=1(t) abszolut Laplace- integralhato. //

Amennyiben f(t) folytonos a # — 0 pontban, akkor f'™(t) Laplace- transzformaltja egyszeriibb alakban is
felirhato. Ezen allitds kimondéaséhoz sziikségiink van a kovetkez6 lemmara.

6.5.4. Lemma. Legyen f(t) folytonos [0: - n és differencialhaté (0 b)- n. Ha az
F0T) = lim f'(f)
t—0t

hatarérték létezik €s véges, akkor f(t) (jobbrol) differencialhato a 0 pontban és
F1(0) = (0%

Bizonyitds. A Lagrange- féle kozépérték tétel alapjan barmely 0 < & (= b) esetén van olyan 0 < & < x hely,
hogy

flx) — f(0)

r

= f'(&).

tovabba

F{0) = lim Ha) = F(0) = ﬁ1i1[1]1| F1g)y = flioty. I

z—01 T

Ezen két utolso allitasbol kovetkezik, hogy

6.5.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(*) folytonos, ha t = 0, n- szer differencidlhaté ha ¢ > 0, tovébba L[ (£)]()
konvergens az s = o > 0 pontban. Ekkor az f'(#). - - F"" " (t) figevények a ¢ — 0 pontban is folytonosak,
tovabba LLf (1)](s] konvergens az & = o pontban és

LF™(E)](s) = s"LIF(B)] () — F(0)s" 7 = f(0)s" 72 — .= f"71(0)
amennyiben s = g > Ovagy Re s = xy,

Megjegyzés. A fenti eldallitas megadhat6 az

o ’) r(in—1)
LIF™(8)](s) = s™L [,f(f.j - {f({}) + %f +ot ﬁf“‘l}] (s)

alakban is, ahol a kapcsos zardjelben az f(t) fiiggvénynek a ¢ = (0 pontban vett (1 — 1) - ed foka
Taylor- polinomja all.

Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények Laplace- transzformaltjat.

i
pt) = [ sin Ju der.
6.5.6. Példa. Jo

LI(o)](s) = L[Hinjf](-‘i) _ .‘,-(_q23+ 5

Illetve
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! ;
/ sin du du = —% cos i cos 3t

1
Jo 3

alapjan

'
ht) = [ ch 2 du.
6.5.7. Példa. i

. Lich 2¢|(s) s 1
L[”(ﬂ](") = S = 5(52 _ __1:] = 24
Iletve

‘ 1 S|
ch2u du = —sh2u| = —sh2t
L 2 ] 2
alapjin

2 1
(s2—4)  s2—4°

Lip(t)(s) = L B sh 2&] (s) = 5

6.5.8. Példa. f (1) = cos” 2t

Alkalmazva az

LUFD)(8) = 1 {LIF0]() + FO))
Ssszefiiggést,

()= —dcos2tsin 2t = —2sindt
¢s f(0) = 1 miatt

Lif(t)](s) = % {L[—2sin4#](s)+ 1}

1/ -8 s>+ 8
s (f,-?+ 15+1) T s(s2+16)
lletve

1+ cosdf
—

g

cos® 2 =
alapjin

o) = |5 )

1 1+ 5 s?+8
C2\s 82416/  s(s?2416)°

Az integralegyenletek egyik legfontosabb tipusaban fiiggvények

(e )0 o= [ St =) du

konvolucidja szerepel. A konvolucios integral 1étezésének egy elégséges feltételét adja a kdvetkezo allitas.

6.5.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f1, f2 abszolut integralhaté fliggvények barmely (- t nem tartalmazé véges
a. Bfa > 0) intervallumon korlatosak. Ekkor (.f1 * f2) () 1étezik.
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Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 rogzitett. Ekkor van olyan £1 és £ 2 korlat, hogy ha

% < u<f, akkor |fi(u)| < Ky, é |fo(u)| < K.
fgy
tf2 1/2
[ Filu) fa(t — u) du| < Ko [ | f1(u)| du
pat o
és

i t/2
f Fi(w) falt — u) du 5&[ | fa(w)] de
/2 J0

alapjan kovetkezik, hogy (f1 * f2)(£) 1étezik. //

A Laplace- transzformalt alkalmazasok szempontjabol nagyon fontos tulajdonsidga, hogy fiiggvények

s

6.5.10. Tétel. (Konvolucio- tétel) Legyen f1 és f2 abszolut Laplace- integralhatd az So pontban, tovabba tegyiik
fel, hogy (f1 * f2) (t) 1étezik. Ekkor (f1 * f2)(t) abszolut Laplace- integralhatd az So pontban és

L{(f1 = f2)(1)](s) = L[fi(#)](s) - L[ f2(1)](s)
barmely Re s = Resq esetén.

Bizonyitas. Legyen Re s = Resq ekkor

LUA®(s) - LI (D](s) = [ " (e du- [ " fa(e v dv

= /I (fl(u.]f’_”“ f"-‘ fale)e ™" d'!') dit
Ja ]

= / ([ fl('“)fz("")f"_”(m"r] ff‘!-‘) du .
S0 0

At = u + v helyettesitéssel dt= du alapjan
0

LIf1(B)](s) - L[ fa(t)](s) = / (/;x fi(u) falt — w)e™" n’.t) dut .

Az f2 fiiggvényt negativ ¢ értékre 0- nak definialva kapjuk, hogy amennyiben ¢ < u, akkor fa(f —u) =0 &g
igy

LI - L)) = [ (£ " R falt — wpe f#) du .

Az f1 és f2 fiiggvények abszolit Laplace- integralhatdsagibol kovetkezik, hogy az integralasi sorrend
felcserelhetd, tehat

L{fi(t)](s) - L[f2(t)](s) = ‘Lx (/[;x Fr(u) falt — u)e ™ riu.) dt

= /x ( = fr(u) fa(t — u) d,'u.) ot gy
40 AJO
=< t
— / ( fule) fa(t — ) d’u,) -
Joo A

- [ (1 * fo) ()= dt
WS

1

= L[(f1 * f2)(t)](s) - /!
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A konvoluci6- tétel az LLf1(t)](s) = Fi(s) L{fa(t)](s) = Fa(s) jelsléssel az

Fi(s)Fy(s) = L[(f1 = f2)(£)](s)

alakba irhat6, amibdl kovetkezik, hogy

LE () Fa()](0) = (f1 % F2) (1) = LT U] = L™ Fa(s)] (1)
és igy alkalmazhatjuk az inverz Laplace- transzformalt meghatarozasara is.
1
Fls)= ————
6.5.11. Példa. Legyen (s —2)(s+ 1), ekkor
o ]

s — s+ 1

(t) = L~ [

24 —t
= & * e

L
_ / ['2” .E,_L'l_”,' du
J0
ot
=/ 3t du
J0

_qt
E,3|r t

A=

Kifeszitett harra mért nagy ereji iités esetén, vagy elektromos haldzat bekapcsolasakor jelentkezd folyamat
allapotat nem lehetséges leirni a hagyomanyos fliggvények segitségével. Ez is motivalta az altalanositott
fiiggvények, mas néven a disztribuciok elméletét, amely példaul megtalalhaté Laurent Schwartz: Théorie des
distributions cimii miivében. Sajnos terjedelmi okok miatt nincs lehet6ségilink ezen témakdr elemi targyalasara
sem.

Az alkalmazasokban, mint példaul a fent emlitett két példa esetén is fellépd, és ezért az egyik legfontosabb
altalanositott fiiggvény a Dirac- delta fliggvény, d(t), mas néven az impulzusfiiggvény.

Ha a Dirac- delta fuggvényt a 6.1.3. példaban definialt B4 (t) egységnyi erdsségli impulzusfiiggvény

hatarértékének tekintjiik, mint egy pillanat alatt leadott nagy erdhatasként értelmezve, akkor a a(t)
Laplace- transzformaltjara érvényes

L)) =1 (Res>0)

eredmény 0sszhangban van

R e
lim L[3,(#)](s) = lim = lim — =1
a— a— s a—sl E]
hatarértékkel.

Ez is azt mutatja, hogy a Dirac- delta fliggvényt nem lehet a hagyomanyos értelemben vett fliggvénynek
tekinteni, ugyanis a 6.3.1. tételben megmutattuk, hogy a fliggvények Laplace- transzformaltja a végtelenben
eltinik. Igy az sem meglepd, hogy

LIf(t—a)](s)=¢" (a>0Res>0)
egy periodikus fiiggvény, ami a 6.4.6. tétel szerint fiiggvények esetén nem lehetséges.
Tovabba a disztribucids- derivalt, I definicidja alapjan kapjuk, hogy

LIS™ (£)](s) = LID"8(8)](s) = s
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10. Feladatok

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvények Laplace- transzformaltjat!

t
Plt) = [ cos 2u du .
6.5.12. Feladat. * Jo

t
Plt) = [ shbu du .
6.5.13. Feladat. * Jo

6.5.14. Feladat. ® f(t) =ch”u.
6.5.15. Feladat. * Hatarozzuk meg a kovetkez6

0, ha & < 0, . 0, ha & < 0,
hilt) = {2('_’. ha =0, falt) = {CUH?'.. ha =0,

s

A kovetkezo feladatokban a konvolucio- tétel alkalmazasaval hatarozzuk meg a bemeneti fliggvényt!
F(s) = _

6.5.16. Feladat. s(s?4+1)
F(s) = A

6.5.17. Feladat. (s —4)%

Az altalanositott fliggvények korében hatarozzuk meg a bemeneteli "fliggvényt"!

Fis) = s+ 4
6.5.18. Feladat. “ () = s—2.
F(s) §° + 55— 2
§l= ————
6.5.19. Feladat. “ s24+4
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Ebben a fejezetben bemutatjuk a Laplace- transzformalt alkalmazasat olyan egyszeri(ibb gyakorlati problémak
megoldasara, amikor a ¢ véltozorol feltehetd, hogy az nem lehet negativ, £ = 0. Feltételezziik, hogy az
egyenletekben szerepld fiiggvények Laplace- integralhatdak, a keresett megoldas, mas néven "bemeneti"
fiiggvény, (1) folytonos # > 0 esetén, és a 0 pontban a hatarértcke, ¥(07) Iétezik. Tovabba a "zavare" f(f)
fliggvény szakaszonként folytonos, lokalisan abszolut integralhatd és igy lehet a konvolicios integral egyik
eleme.

A tovébbiakban ¥(f) Laplace- transzformaltjat ¥ (5)- nal, f(t)- ¢t #'(s)- fel jelsljiik, tovabba haszaljuk, hogy
yo = y(07) = lim y(t) y = o'(07) = lim y'(t)

1. Konstans egyutthatés linearis
differencialegyenletek

Az egyik legegyszertibb kezdetiérték probléma az elsérendii linearis konstans egyiitthatos differencialegyenlet:

y'(t) +ay(t) = f(£),  y(07) =w.
Ekkor a transzformalt egyenlet
sY(s) — go +a¥(s) = F(s).
amely egyszeriien megoldhatd Y- ra

1 Yo
5+ a + s+oa’

Y(s) = F(s) -

Innen vagy az elemi racionalis tortekre bontas mddszerét alkalmazva keressiik vissza a bemeneti fliggvényt,
vagy a konvolucio- tétel alkalmazasaval,

s+

miatt az
y(t) = (f+ e ™) (1) + yoe ™™
Osszefiiggés alapjan hatarozzuk meg.

7.1.1. Példa. V() +2u(t) =, = 1.
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sY(s) —yo +2Y(s) = L[t|(s)

sY(s) —14+2Y(s) = el

52
, 1
(s+2)Y(s)=1+ =
1 1
Yis) = .
() s+2 + (s + 2)s?
Elemi raciondlis tortekre bontdssal kapjuk, hogy
1 1 1 11 1
Yis)j=——+-- —— -+ -
e A B R R R
Vis) = 5 1 11 N 11
, =1 2 i st
1Y
5 1 1
ylt) = —e 2 — — + _¢.
ylt) = e 113

Mletve a konvolicio-tétel alkalmazasaval

ylt) = e 4 (?‘. # (’_2') ().

7.1.2. Példa. ¥'(t) —y(t) = u(t = 3), wn=2.

Képezve az egyenlet Laplace- transzformaltjat, kapjuk, hogy

sY(s)— 2 —Y(s) = L{u(t — 3)](s).
ebbdl

Yis)= % + %L[u(t —3)(s),

illetve a konvolucids egyenlet miatt

ylt) =2¢" + [:'u.[:t —3) = f«_"} (£)

kévetkezik. Amennyiben 0 < # < 3, akkor t(f —3) =0 igy

(u(t —3)*e') (1) =0.

t > 3esetén "t —3) = 1 ezért ekkor
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Tehat a bemeneteli fliggvény

y(t) = et ha 0<t < 3.
N = Y2t 4 et3 -1, ha >3

Hasonléan jarhatunk el a magasabb rendi konstans egyiitthatos linearis differencidlegyenletek megoldésa soran.
Itt csak az alkalmazsok szempontjabol fontos masodrendiiekkel foglalkozunk és ¥(t).u'(£). u"(t) helyett
u-o's " mig Y (s) helyett ¥ szerepel majd. Tekintsiik az

L ' = T . +y . A Y — o

y' oy + By = f(t). w0T)=wo. ¥(07)=uy

kezdetiérték problémat. Transzformalas utan kapjuk, hogy

s7Y — syg — yp + o(sY —y) + BY = F(s),

azaz

Y(s®+as+ 8) = F(s)+ yos + ayo + 9.

Tehat a

1
p(s) = s2 4+ s + 3
jeloléssel

Y = F(s)p(s) + yospl(s) + (oyn + v )p(s).

A bemeneteli fiiggvény meghatdrozasara a racionalis tortekre bontds modszere helyett alkalmazhatjuk a
kovetkez6 gondolatmenetet. A

a(t) == L7 [p(s)](1)

fiiggvény pontosan a

g tag +3y=0, go=0 g)=1

"karakterisztikus" egyenlet megoldasa. Ezért 9o = 0 és igy

Llo'(1)](s) = sLa(t)](s) = sp(s)

alapjan az ¥ bemeneteli fliggvényre kapjuk, hogy

y(t) = (f*g)(t) + wog'(t) + (ayo + ui)g(t).

7.1.3. Példa. Oldjuk meg az 4" + 4y —5y = ¢, yo = 1. vi = 2 kezdeti érték problémat.
Képezziik az egyenlet Laplace- transzformaltjat:

sV — syn — uly + A(sY — o) — 5Y = F(s)
sV — s — 24 4(sY — 1) — 5Y = F(s)
Y(s?+4s —5) = F(s) + s+ 6.
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fgy
o(s) 1 11 1
P T T s—5 6\s—1 =45
alapjan
1 1__. 1 1
ty=L"" =-L! —-L!
a(t) |:.‘:2+~1-‘:—5:| 6 L—J 6 st+5
miatt
R
glt)= —e — &
Ezért
L, 5 &
g'(t) = rk + ge
és

t

[ 1 H —5uy f—u
(o) 0= 5 [ (e =)=

|
o | T
+
=
|
g
g
—_—
-

|
|
=+
+
|
|
LT
5y
|

Tehat a bemeneteli fliggvény

y(t) = (g(t) = ") (1) + ¢’ (1) + Bg(t)

- lf b [ 1,
6 36" 36"
1, .5 &
+Ef‘- +E(
+f‘-'r r—.J.f
_ la‘" a4, 5w
=6 T3t T3c

A kezdeti értékek hianyaban is alkalmazhatjuk a Laplace- transzformaltat, hogy megkapjuk

differencialegyenlet altalanos megoldasat.
7.1.4. Példa. Oldjuk meg az v” + 4y’ — 5y = ¢' egyenletet.
Képezve az egyenlet Laplace- transzformaltjat,

7Y — sy — yh+4(sY — ) — 5Y = F(s)
SY = sy — yy +A8Y — Ay — 5Y = F(s)
Y (s® +4ds —5) = F(s) + syo + 4y +

igy az el6z6 példa alapjan

u(t) = (g(t) =€) (£) + wog'(t) + (dyo + ug)a(t)
ahol

és

a
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1 1 ., 1
.Ir — .lF — Ji —_— — .:F.
(9(®) <) (@) T 36"

Azaz
1 P 1 Il . 1 1 ! - — ot
y(t) = gte" + 5 (30 + 6y — 1)e” + = (6o — By + 1)e
1 E
= Efr"’ +epet Foege™
7.1.5. Példa. Oldjuk meg az 4" + 4y = cos 2t egyenletet az ¥(0) = 1. u(m/4) = 1 peremfeltételek esetén.

Képezve az egyenlet Laplace- transzformaltjat,

2 ! 5
2Y — sy —yh HAY = ———
s syn — up + PER

2 ! s

2V — s — gl +4Y =

5 s — iy + PERI

Y(32+4) = ﬁ—l—ﬁ-yﬁ
5 5 U
Y =
(32+4)2+32+4 244
Az
. 25w s . 2

Lt sinwt](s) = m Llcos2t](s) = i Llsin 2#](s) = o1

eredmények alapjan kapjuk, hogy
[ Yo .
y(t) = 1?‘. sin2t + cos 2t + ) sin 2t.

Az ylm/4) = 1 feltétel miatt

ey T Y
1 =y(r/d) = 16+ )
W, T
2 16

Tehat a peremérték feladat megoldésa

1 1
ylt) = Efﬁl.ll 2t + cos 2t +

m

sin 2¢.

7.1.6. Példa. Oldjuk meg az 4" — 25y = 250¢, yy = 1, y'(1) = —10 feladatot.

Képezve az egyenlet Laplace- transzformaltjat,

250
s7Y — syo — gfy — 25Y = :2
250
SY — s — = 25Y = =5
s
250
Y(s? = 25) = 5 sty
v 250 s+
Cs2(s2—25)  s2-25
5 10 s yy 9
Yy —2 = %o
s2 —25 33+.‘;2—25 5 s2—125

fgy
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.t.’
y(t) = 2sh5¢ — 10t + ch 5t + 22 sh 5t
]

y'(t) = 10ch 5t — 10 + 5sh 5¢ 4 g ch 5¢.
Az ¥'(1) = —10 feltétel miatt

—10=4'(1) = 10ch5 — 10+ 5sh5 4y, ch 5
=4

yh = —10 — Htanh5.
Tehat a feladat megoldasa

y(t) = 2sh 5t — 10¢ + ch 5f — (2 + tanh 5) sh 5¢
= —10¢ 4 ch 5 — tanh 5 sh 5¢.

Miiszaki alkalmazasokban a karakterisztikus egyenletet a Dirac- delta fliggvény segitségével a
g" +ag' +By=38(t), gp=gH=0

alakban irjak fel hangsulyozva, hogy a nyugalomban 1év6 rendszer allapota valamilyen kiils6 impulzus hatasara
valtozik meg. A disztribucio elmélettel 6sszhangban a derivaltra vonatkozo feltétel

lim g'(f) =0, lim g'(t) =1
0= T
médon értendd. A L[3(1)](s) =1 tulajdonsag alapjan a megoldas menete érdemben nem valtozik, és a helyes
eredményt kapjuk.
7.1.7. Példa. Oldjuk meg az ¥” +2y' — 3y = 44(t). yo = 0. ui = 0 kezdetiérték problémat.
Képezve az egyenlet Laplace- transzformaltjat,

S5V + 25 —3Y =4
Yis? +2s—3) =4

4
Y = 57—
s2+2s—3

B 4
_(.q-l-l:lg——l

y = 2etsh 2.
Rugo jelenlétében egy test egyenes vonalii mozgasegyenlete Newton II. térvénye alapjan az
" 1 7 1
mx" = Ft)—ra’ — —x
-
egyenlettel irhato le. Itt mn a test tomege, &' a testre hato kiils6 erdk ereddje, ¢ = ) a rugdallando, és viszkozus

surlodas esetén 7 = 0 a csillapitasi egyiitthato. Az ilyen egyszeri mechanikai lengéelem vazlatos rajza az alabbi
abran lathato.

Rendezés és helyettesités utan a mozgasegyenlet az
2" +2br’ + N’ = f(t)

alakban irhatd. A kovetkezé példaban, az f(t) = 8(t) valasztassal megadjuk az egységnyi impulzusra adott
valaszt, feltételezve, hogy csillapitott mozgast vizsgalunk, azaz r = 0 és igy b = 0.
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7.1.8b. A > 00Idjuk meg az ' +2bx’ + A%z = 3(t). g = 0, xfy = 0 kezdetiérték problémat feltételezve,
hogy

Képezve az egyenlet Laplace- transzformaltjat, az X = L l=()](s) jeloléssel kapjuk, hogy

X 4 205X + A2X =1
X(s242bs+A%) =1
B 1
T s2 4 2bs 4+ AR
¥ 1
T (s B2+ AT =8

Amennyiben A = b, akkor
T = L e P sin /A2 — B2t
VAT — B2

Ha A = &, akkor

_t
xr=te ",

Ha A < &, akkor

1 Y Y]
T = ——=¢ " sh /b2 — A2L.
VBT — A2 v
L s —
al ! .
A>b A=0h
A< b egyiitt

7.1.9. Példa. Egy m tomegii 16vedék kilovésekor a kezddsebessége legyen vn. Feltételezve, hogy viszkdzus
gazban halad, a mozgasat leir6 egyenletre az

ma'' +rx’ = mugd(t), =0, 2, =0

Osszefiiggés érvényes, ahol r = (). Hatarozzuk meg, hogy a ¢+ = 2 id6épontban a I6vedék milyen messze talalhato
¢s mennyi a pillanatnyi sebessége, amennyiben 1 = 4 g, v = 500 m/s gg b = 2- 1072 kg /s,
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2
ms~ X + ks X = muy

X(ms® 4 ks) = muy
mig T

X = =

ms® + ks s(s+ k/m)
X gk g /K
) 5 s+ kfm

TR

T=— (1— I‘_%").

Lgy
— A
gL

Tehat az adott feltételek mellett

w(2) = 10°(1 — e 1) = 631 (méter)

a'(2) =500 - ¢! = 184 (méter/sec.)

adja a lovedék tavolsagat a kilovés helyétdl és a pillanatnyi sebességét.

g

x(t) v(t)

7.1.10. Példa. Ellenallast (R) és indukcios tekercset (L) tartalmazéd elektromos halozatban (RL koérben) 1V
fesziiltség impulzust alkalmazva a kdvetkez6 6sszefiiggés teljesiil:

Ii' +ri = 8(t)., ig =0,

ahol i az 4ramerdsség és -1 > 0. Az aramerdsség L[1(#)](s) Laplace- transzformaltjat 7- vel jeldlve kapjuk,
hogy

sl +ri=1
Ils+7r)=1
I— 1 =£ 1
ls+r 1ls+rfl
1 1
= ?('_T'l

2. Feladatok

Oldjuk meg a kovetkezd, differencialegyenletekre vonatkoz6 kezdetiérték problémakat.
7.1.11. Feladat. # v'(f) —y(t) = ¢ cost. yp =1

7.1.12. Feladat. ® ¥'+u = f(f). w0 = l.ahol f(f) =sint ha 0 = < 7/2 Liilgnben 0.
7.1.13. Feladat. “ u" +4y' + 8y =sin2.  yg = 2. yy = 4.

7.1.14. Feladat. “* Oldjuk meg az

'+ 9y =sindt, y(0) =1, y(v/6) =0

peremfeladatot.

134
XMLmind XSL-FO Converter



Alkalmazas

7.1.15 # (hdat.  © Oldjuk meg az " + A%z =3(t), g =0, z{ = 0 kezdetiérték problémat, feltételezve,
hogy . Azaz a csillapitatlan rendszerre egységnyi impulzus hat.

3. Polinom egyutthatés linearis differencialegyenletek

A Laplace- transzformalt, £'(5] differencialhatosagara vonatkozé 6.3.3. Tétel alapjan

d"F(s)

ds™

= (=1)"L[t" f(£)](s)
amennyiben .f () abszolut Laplace- integralhat6. Azaz
Lty(t)](s) = =Y'(s) = =Y,

Lt/ ())(9) = - LI/ (9)(#)

1

— _#(.ﬁ-}’(s) — 4o)

— —}'(H) — -‘:‘Y’("")

=—sY' -V,

és
N f "
Llty/"(1))(s) = =7 LIy (9](s)

1 q !

_ _i s*Y(s) — gos —uy)

= —2sY(s) — s*Y'(s) + o
= =&Y — 28Y +yp.

Igy, feltételezve, hogy a linedris differencialegyenlet egyiitthatoi elséfokii polinomok, a zavaré és a megoldas
fiiggvények Laplace- integralhatoak, a masodrendi differencidlegyenlet visszavezethetd elsdrendiire.

7.2.1. Példa. Oldjuk meg az ¥” +ty' — 3y = 2t.  wo = 0. yy = —2 kezdetiérték problémat.
Képezziik az egyenlet Laplace- transzformaltjat, akkor

: 2
Y —sgo—y) —sY - Y —3Y = <
2

]

SY +2—sY' —4y = =

&

sY'— &Y 44y =2 —

il 2
Y!+(—I—.‘:‘)Y=—l—

Ezen egyenletet példaul megoldhatjuk az integrald tényez6 hasznalataval:??7¢

4 52
- — =& js =4lns — —
f(.s— )t .5 2

alapjén az integrald tényezd

2

22
2
83"

dlns—s?y2 4 _s%f2

c = 5 C .
Igy

2y ! 2 2 A 2 2
[__1,4(,_.9 ,-QY} B (25% — 25) 012
E] 53
. 2y .

Tehat az * = =57 /2 helyettesitéssel
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sle=" 2y = /[:2H3 — 2.4]('_”2";2 is
=2 /(1 — .‘;Q)r_”zﬁ(—s] ds
=2 f{l + 2u)e" du

= due" — 2e" +C
=252 222 1
Ezért
2 2 e /2
V=-5-5+C—

Az Y(s) Laplace- transzformaltrol a 6.3.1. tételben megmutattuk, hogy a végtelenben eltlinik, azaz s € R
esetén

lim ¥(s) =0.

Ez pedig csak akkor lehetséges, ha €' = 0, azaz

2 2
¢és igy a megoldas
f-3

) = —2% — —.
y(t) 3

7.2.2. Példa. Oldjuk meg az fv" — %' = —1. #(0) = yn = 0. »(1) = 2 peremérték problémat.

Képezziik az egyenlet Laplace- transzformaltjat, akkor

1
=57 =28 40 — (sY — ) = — ¢
1
—_‘421’! _ 3}1.}' —
&5
3 1
Y+ -Y = —.
= &

Innen

3
- ds =3Ins

alapjan az integrald tényezo

Slns 3
fgy

Y] =1,
és

_q3}f=f1 ds = 5+ .
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ahonnan
(&
t) =t+ -t
yt)=t+
Az 4(1) = 2 peremfeltétel miatt C' = 2, vagyis a feladat megoldasa
y(t) =7 +t.
7.2.3. Példa. Oldjuk meg a tv” + (t + L)y’ + 2y = e~".  yy = 0 egyenletet.

Képezziik az egyenlet Laplace- transzformaltjat, akkor

1

—s7Y" = 25Y +yn — sY' — Y +sY —yo + 2V = —
1

2 7 ’ -
—(s"+ )Y —(s— )Y =
(S = (= DY = 75
v+ 2ty o !
2 +s s(s+1)2

Ekkor

s — ' ] 5 2
[—1 ds = / 2 : 1 fa‘.*;=111M
J 2+ . s+1 s §

alapjan az integrald tényezo

(s + 1)2
= ’
fgy
(12, _ 1
& a -‘52
tehat
s+ 132 1
(s+1) 1’=[——2u'-1
5 i &
1
&
ezért
1 5
Y = o)
(s+1)2 N (s+1)2
1 s+ 1 1
- o) —-C
(s+1)2 i (s+1)2 (s+1)2
1-C C

TGrEtirT

Innen kapjuk, hogy

y(t) = (1 —C)te " + Ce™".

Az yo = 0 feltétel miatt ' = 0, igy a feladat megoldésa
e) =t

7.2.4. Példa. Oldjuk meg az u” +2¢' +ty =* +2. o = —4, oy} = 0 kezdeti érték feladatot.
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Képezziik az egyenlet Laplace- transzformaltjat, akkor

: 6 2
s7Y — syo — yh+2(sY —y) —Y' = =+

. 5
6 2
STY Hds+2(sY +4) Y = — 4 =
5 5

6
1”+(—H?—2H)Y=4H+8—F—

o

Az integrald tényezd

(.J‘I:_Q'"_H2:I da . !_.—,-'2 —,-J‘-sl,-'ls

Ezért
2 a5y ! 6 2 2 3y
=y = (sn48- & -2t
st s
és

és igy
y(t) =12 — 4.
Elég gyakori, hogy a polinom egyiitthatos egyenletek megoldasa soran kapott Y(s) figgvénynek az inverz

Laplace- transzformaltja nem irhatd fel zart alakban. Ekkor alkalmazhatjuk a 6.4. Fejezet sorokra vonatkozo
eredményét, hogy az ¥(!) megoldast a hatvanysoraval adjuk meg.

7.2.5. Példa. Oldjuk meg a t4” +u = 0. wo = 0. i = 1 feladatot.
Képezziik az egyenlet Laplace- transzformaltjat, akkor

—*Y = 2sY oy + Y =10
SY' 4 (2s —1)Y =0
25— 1
v+ ZEty —o,
2

Az integral6 tényezo

B e [(3-f)de _ 2lmarl 2 178
igy

s2ell*y = ¢,

és
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A 6.4.15. tétel alapjan tagonként vehetjiik az inverzet, tehat

. (_1)” T
vlt) = CZ nl(n + 1)!f o

n=I)

Tovabbé az ¥ = 1 feltételt beirva az

vity=Ccy )

(nh)?

=0

derivalt figgvénybe kapjuk, hogy €' = 1, azaz a feladat megoldasa

wy =3

! 1!
= nl(n+1)!
2s—1y o .
Vegyilkk észre, hogy az Y+ 272V =0 egyenlet szeparabilis, igy az ¥ megoldas egyszerlibben is
meghatarozhato.
4. Feladatok
7.2.6. Feladat. * Oldjuk megaz ¥” +1v' — 2y =4.  yo = —1. ) = 0 kezdeti érték problémat.

7.2.7. Feladat. “ Oldjuk megafy” + 4" +2y =0. wyy = 1 feladatot hatvanysor segitségével.

5. Differencialegyenlet- rendszerek

Konstans egyiitthatos linearis differencialegyenlet- rendszerek megoldasara a Laplace- transzformacio az egyik
legjobb modszer. A tovabbiakban a # () fiiggvény Laplace- transzforméltjara a £ = £ (s) = L[z(t)](s) jelolést
hasznaljuk, a korabbi ¥ = Y'(s) = L{y(t)](s) ¢s X = X(s) = Llx(t)](s) mellett.

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszereket:

7.3.1. Példa.

v'tz=t
Z4+dy=0
yo=1 zp=-—L

Mindkét egyenlet Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti feltételek alapjan kapjuk, hogy
&
sZ+1+4Y =0.
Azaz
o 1
Y fsZ=s+-
&
sZ+1+4Y =10.

Az els6 egyeletbdl kivonva a masodikat kapjuk, hogy
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2
s+ 1
Y -4y —1=——,
s+ s+1
(ﬁ?_J‘)}:L,
},_H2+-‘E+1
_.-1'(_-1'2—_1:]-

Igy, helyettesitve adodik, hogy

_-1-Z=—-1Y—1=—-152-’_—SH—
.‘;‘(Hg— 4)
s+ ds? 44
s 4+ 4s? + 4
R

Elemi racionalis tortekre bontassal kapjuk, hogy

1 2 7 3
Y=-|—+—= .
8( .‘;+.‘;—2+.‘;+2)

Z_l 1 7 N 3
AN s—2  s42)°

amibdl a differencialegyenlet- rendszer megoldasa:

1 7 3
y(t) = —7 + g(,z; + gr‘”.
T 3
2(f) =t — i«” e
7.3.2. Példa.
' +y =sint
Y —z=¢
dt+arty=1

ro=0, wo=1 =zo=1.

Az egyenletek Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti feltételek alapjan kapjuk, hogy

1
sX+Y =
s X+ 21
1
sY —1— 7=
i — 1

S
1

sZ—14+X4Y=—.
5

Az egyenletrendszert megoldva és a racionalis tortekre bontas utan kapjuk, hogy

i 1 1 1
oy

s 11
(s2+1)(s—1) s—1 s2+1°

Eel

Y =

s2+1°

igy a differencialegyenlet- rendszer megoldasa:
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x(t) =1—¢',
y(t) = ' + sint,
z(t) = cost.

7.3.3. Példa.

' +yt+a=0
o4y =0
zo=1 yw=0 yy=0.

Ekkor, képezve a Laplace- transzformaltakat kapjuk

SY+Y+HX =0
sX —1+4+sY =0.

Innen
1 1

X=—-+—=.
.i;+.s'3
1

YV =——,
53

ezért a differencialegyenlet- rendszer megoldasa:

19
x(t) =1+ =t=,
rit) +2

1o

y(t) = —5t

7.3.4. Példa.

o —y 2z =3
2y — 22" +z2=0
2’ — 2y + 222" =0

o =1, .-::f] =1 yw=2. z0=2, z[’] = —2.

Az egyenletek Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti feltételek alapjan kapjuk, hogy

2
sX—s—-1-Y+27=
8 & + ]

5
2AsY —2) —2(sX —1)+Z =0
2sX —1)—2Y +sZ —2+2(s°Z — 25 +2) = 0.

Azaz

2
2 s°+2s+4
sX-Y+2i=——"—
s + S 1
28Y —2sX + 2 =2

25X — 2V + (252 +8) 7 = ds.
Az egyenletrendszer megoldasa
1
s—1
2s

s+1°

igy a differencialegyenlet- rendszer megoldasa
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T(t) = *
yit) cht,

z(t)

7.3.5. Példa. Csatolt korok, hidkapcsolasok viselkedését csak egyenletrendszerek segitségével vizsgalhatjuk. A
alabbi abran egy induktiv csatolasu halozat lathato.

Feltételezve, hogy a halozatra a ¢+ = () iddpontban o egyenfesziiltséget kapcsolunk, az aramerdsségek idébeli
valtozasat a

[ S S

—i
i .

ryiy + i)+ mih = uy
rois + lgih +mi] =0
i1(07) =0, a07)=0

differencialegyenlet- rendszer irja le, ahol m jeloli a kdlesonds induktivitast.
Oldjuk meg a feladatotaz 71 = 1, ra = 4,1y = 3 1o = 12 45 = 6, és un = 9 értékek esetén. Ekkor

iy +3i) +6i5 =09
Lin + 121 + 6i) = 0
i1(07) =0, (D7) =0,

Az egyenletek Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti feltételek alapjan kapjuk, hogy

I+ 3s@ + 652 = E
Aly 4 12515 + 651, = ;
Azaz

(14 3s) +6slz = %

4(1 + 3s)15 + 651, = 0.
Az egyenletrendszer megoldasa

3s+1 9 9 1
—gostl

(6s+1)s s 2s+1/6
o2 1 9 1
T T 26s+1 ds+1/6

Igy a differencidlegyenlet- rendszer megoldasa
. 9
i(t)=9— € te,

) 9 _
?2(?‘.:]=—1:' t/6

6. Feladatok

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

7.3.6. Feladat. *
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vty—z=0
Zd—ytz=

o — J. Zn — 2
7.3.7. Feladat. *

o

o’ +y = cost

N H
Yy —x =sint

m=-1 af=-1, =0 y,=0

7. Differenciaegyenletek

Egyszeriibb differenciaegyenletek megoldasat megkaphatjuk az eltolasi tételek és a 6.1.23. feladat segitségével,
amint azt a kdvetkez6 példak mutatjak.

7.4.1. Példa. Oldjuk meg az
y(t)+yt—1) =¢', y(t)=0, hat <0
differenciaegyenletet.
A 6.1.8. eltolasi tétel alapjan, az ¥(t) = 0. ha f < U ylajdonsag miatt
Lly(t — 1)](s) = e "L[y(t)[ ().
igy az egyenlet Laplace- transzformaltjat véve kapjuk, hogy Re s = 1 esetén
1
s—1

1 1
s—11+e"

1 n
=— > (=)

n=I0

Y +e77Y =

,— T

S

n=>0

Ismételten a 6.1.8. tétel miatt

,— T

[§
s—1

L [y (t)et="] (s) = e "L [e"] () =

és igy
= 1]
gl(t) =Y (1) ()T =D (1)

r=>] ra—=(]

7.4.2. Példa. Oldjuk meg az
glt+1)—wy(t) =1, y(#t)=0 hat<1
differenciaegyenletet.

Az y(t) = 0. ha t < 1 tylajdonsag miatt
Lly(t + D](s) = e"L[y(D)](s).

igy
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Y —Y ==
¥ — 1
osler —1)
A 6.1.15. példa alapjan ez pontosan az egészrészfliiggvény Laplace- transzformaltja, ezért
y(t) = [t]
hat = 0.

Amennyiben a differenciaegyenlet sorozattal adott, az
yit) == a,. han<t<n-—1

megfeleltetéssel kapott egyenlet megoldasanal hasznaljuk a 6.1.23. feladat

1—e""

L [M-’]] (s) = prp—
eredményét.

7.4.3. Példa. Oldjuk meg az

iy +ap, =1, ap=0

differenciaegyenletet.

Helyettesités utan az

glt+ 1) +y(t) =1, y(#t)=0, hat <1

differenciaegyenletet kapjuk. Az egyenlet Laplace- transzformaltjat véve,
Lly(t + 1)[(s) = " L[y (#)](s)

miatt adodik, hogy

1
Y +Y = -
Y - 1
Cos(l ety
Az
¥ — 1 1 2 S ll4et 1 —ef
Cos(lhet)  2s(ltet) 20 s(l+e®)
11 1—e® )_1 1 1—e®
T2\s s(14er)) 2\s s(14e®)
1

algebrai atalakitas alapjan kapjuk, hogy

u(t) =5 (1= (=)

azaz

an = % (1—(=1)™).
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7.4.4. Példa. Oldjuk meg az

pqo— T, +12a, =0, ag =0, ay =—1
differenciaegyenletet.

Ebbdl az

y(t+2) — Tyt + 1) +12y(t) =0,

y(t) =0, ha t<1 illetve y(t)=-1. ha 1=<t<2

differenciacgyenlet adodik. Igy

Linte+ ) = [ w2t at = [T e a

=< 2
= / y(t:]f-_—a(.f—B) fif—[ y(f_)ﬁ—s(i—m dt
J0 Jo

oc 1
= e / y(t)e " dt — e / y(t)e ™ dt — e [
Jo Jo J1

2
_ :"QHY + (-_QH [ f‘-_”’ JAf
J1

=
=1
= >V 4 ° .
&

és hasonldan

Lly(t+ 1)|(s) = €Y.

Tehat
9. e —1 . )
e Y + —Te'Y + 12Y =0
s
.8 1
Y (2 —Te" +12) = - :
_6;
azaz
v — e? —1 —1

s e _Te* 412

et =1 1 1
s e* =3  e*—4

et =1 e’ —1
a sle® —3)  s(e® —4)
1—e"# 1 —e™*

T s(1=3e)  s(I—de—)
Ezért
y(t) = 310 — 4l
és igy
a, =3 —4",
7.4.5. Példa. Oldjuk meg az

o =y . ap=0 a4 =1

2

y(tie ™" dt
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differenciaegyenletet. (Fibonacci- sorozat)

Ekkor az

y(t+2) —y(t+1) — y(f) =0,

y(t) =0, ha t<1 illetve y(t)=—-1, ha 1<t<2

differenciaegyenletet kapjuk. Az el6z6 feladat alapjan most

8 J_
Lly(t+2))(s) = >y = ",
és ismételten
Lly(t+ 1)](s) = Y.
fgy
2a e a -

=Y —e'Y —¥Y =10

&

*—1
Y-lit"QH—(H—J.:):E .
=

azaz
v _ e —1 1

Ezen jeldléssel kapjuk, hogy

S S S SR S
ela —pa - \'/5 e* — o1y € — o .
Tehat
Y — i e’ — J‘ o E““ - J.
\_,/E s(e® — o) (e® — )

_ 1 1—e™" 1—e*

VB \s(l—age ) s(1—age—*) )"
ahonnan

Lo _ 4

i) = — ( _ ) .
.U( :l \/ﬁ (At (i

és igy

N RN ANNIENAY
hy, = \{,3 2 2 .

8. Feladatok

Laplace- transzformacié segitségével oldjuk meg a kovetkez6 feladatokat!

&l

7.4.6. Feladat. *
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g — T,y +12a, =27, ag=10, a)=—1
7.4.7. Feladat. %

pro—2a,1 ta, =0, ag=0 0 =1
9. Integralegyenletek
A 6.5.10. Konvolucio- tétel

L[_ﬂ * _fg] = L[Jrl] . L[Jrg]
allitasa segitségével oldjuk meg a kovetkezd integralegyenleteket!

7.5.1. Példa.

!
ylt)= / sinwuy(t — u) du.
i

Az egyenlet Laplace- transzformaltjat véve kapjuk, hogy

1
'}f — ra
s2 41
o2
Y =10
s2+1
Y =0,
és igy
y(t) = 0.

7.5.2. Példa.

t
S0

Ekkor, képezve az egyenlet Laplace- transzformaltjat, kapjuk:

Ly
(s +2)%
1
Y =17
alapjan
y(t) =« -2
7.5.3. Példa.

t
y(t) =.-m¢+f eyt —u) du.

0

Az egyenlet Laplace- transzformaltjat véve kapjuk, hogy

1 1
Yz.qz—i—l-'_.q—l
s—2
Y = _}1
s—1 s+ 1
6 —

: 1
(24 1)(s—2)
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Parcialis tortekre bontassal adodik, hogy

v _ 1 s +3 1 +1 1
T ohs241 5241 Hs—2'

amib6l
1 3 1
y(t:] =—= cost + ;:-'illt + :(QF
5 5] ]
7.5.4. Példa.
-t
cost = y'(t) + / y(t —u) du, yo=0.
Jo

Ekkor, képezve az egyenlet Laplace- transzformaltjat:

8 1
=sY + -V
s2+1 vt 5
2 “
s -|-J.Y= -}- -
g s241
S "’-2
(2 +1)2

G S .q?—l)
C2\s24+1 0 (s2+1)2)7

Ez alapjan, felhasznalva, hogy

. 1 } s2—1
Lsint](s) = 21 & Lltcost](s) = ———
(1d. 6.3.4. példa) kapjuk ¥(f)- re, hogy
yl(t) = % (sinf + fcost).

7.5.5. Példa.

'
sinf = f y"(w)y(t —u) du ,yn = yh = 0.
0

Laplace- transzformacidval kapjuk, hogy

2 ra
s2 4+ 1 =YY
y2— -
.‘;2(.42 +1)
v 1 _ 1
svel 41 __1.21“‘.-14_;1.2
—1]”(‘%!)‘
- Q “Z[] 2"” ”1 g2n
_Z —1)”[:2”)! 1
- nfo)2  g2n+2’
o 2= (nly=
igy
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f2”+1

(—1)"(2n)!
Z 22n(p? (2n 4 1)!

rn=(
o Z ( lj“ f2r.l+l.‘
22“(2n + 1)(nh)?

7.5.6. Példa. Indukcios tekercset (L) és kondenzatort (C) tartalmazd elektromos halézat (LC korben) u
fesziiltség hatasara a kovetkez6 6sszefiiggés teljesiil:

1
I+ - / i(T) dr = h(t)ult). in=0,
e

ahol i az dramerésség és ¢ 1 > 0, Oldjuk meg a feladatot, amennyiben 7 = 1, = 1/4 sy, = 9.

Behelyettesitve a konstansokat kapjuk, hogy
i
i’ +4 / i) dr =9, g =0q.
Jo

Transzformacio6 utan

4
.»J-l——lf= :

9

2
s +4 9
I=-

=

= —
o2
azaz

i = 3 sin 2¢.

10. Feladatok

Laplace- transzformacio segitségével oldjuk meg a kovetkez6 feladatokat!

7.5.7. Feladat. *

.
1=[ v g
Jo vt —u

7.5.8. Feladat. *

o

f+w+2/5hﬁﬁ=hﬁbmﬁ ip = 1.
L0

11. Parcialis differencialegyenletek
Ebben a jegyzetben csak egyszerti parcialis differencidlegyenleteket vizsgalunk. Az ismeretlen fiiggvényt ul, 1)

- vel jeloljiik, ahol az . koordinata a helyre, a f pedig az idére vonatkozik, és « = 0,1 = 0. A figgvény ¢
szerinti Laplace- transzformaltjan a

U(x,s) := Llu(z,t)](s) = /[1 ulx, t)e " ds

integralt értjiik.

7.6.1. Példa.
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Llx +¢t|(s) = % + "—12

Lizt|(s) = é
1

& —.r

Lie*"|(s) =

Ezek azonnal adédnak a Laplace- transzformacid tulajdonsagaibol, az ismert transzformaltakat felhasznalva.

Feltessziik, hogy az :r valtoz6 szerinti hatarérték képzés és derivalas a transzformalassal felcserélhetd, azaz

lim Uz, s) = Ulxg, s),

T—In
és
du a
L {E} (s) = EL(: ).

A ¢t valtozo szerinti derivalt Laplace- transzformaltja

L %] (5) = sU{x,s) — w(x,0),
illetve
[ 520 3., i
L I 0#2] (s) = s U(x,s)— sul(x,0) — arr.(.:.{}).

A peremfeltétel, u(l.1) csak a ¢-nek fiiggvénye, ezért meghatérozzuk a Laplacetranszformaltjat, U (1. s)- et, ¢és
mar a transzformalt egyenlet altalanos megoldasanal figyelembe vessziik.

7.6.2. Példa.

Ju  du

—_— = il T = 2 = 2
o + o 0, wu(x. 0)=z", ul0,t) =1t

Az egyenlet és a peremfeltétel Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti értéket rogton beirva kapjuk, hogy
7 2
50w s) +sU(w,5) = =0, U(0,s)= -

Az y(x) = U, s) helyettesitéssel kapjuk az

' sy = a’

kozonséges differencialegyenletet. Az «”* integrald tényezot alkalmazva

. . a .
E_HJ jll,I." + H:’:HJ'” — Ira(_?‘.f .

[(,.-'.'r ”]-' _ .i’zf'”..

ey = [.:'2('” dir

2 2T
= _("‘J _ _'l}t,fHJ' + ('.-u' + i
& &= s
Ahonnan
2
= 2r 2 ,
Ur,s) =y ="—— 5 +— + Cc ™.

5 5= &

A peremfeltétel, (0. s) = 2/s% miatt & — 0, ezért
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[3~]

2

T 2
U(.’n.s]=——ﬁ—2 5

+

5
és igy

u(x,t) = 2% — 2t + 2.
7.6.3. Példa.

du  Ou 9
To + B +u=2r", ulr0)=0 ulli) =0

Transzformacié utan kapjuk, hogy

v ) U e) + U = 2 U0, =0
.Fa'r T8 = I, & = < . LA =
és igy az
22
ay' +(s+ Dy=—
5
, s+1 2r
v+ y=—
I =
kozonséges differencialegyenletet. Ezért az integral6 tényezé x**L.
2+
[J‘H+l‘y]! =
o
) 2o +3
r*tly=_"_ +(C,
Y s(s+3)
202
Ulr,s) =y = ——— + Cp— =+,
(. 8) =y i3 T

Az U(0. 5) = 0 feltétel és az x valtozobeli folytonossag miatt C' = 0, ezért

22 212 (1 1
iJ FT. &8 = — = — _ —
(z, 5) s(s+3) 3 (H s+3)

és igy

2;!"2 . .
ulr, ) = 3 (1—e%).

7.6.4. Példa. Oldjuk meg a kdvetkezd hovezetési egyenletet!

92 @

i 0, w(x.0)=1, u(0#)=0 1151:1‘C wlw, t) = 1.

Az egyenlet és a peremfeltételek Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti értéket rogtdn beirva kapjuk, hogy

02 1 T s T J‘
EU(.L s)—slUl(z.s)+1=0 U(0,s)=0, IIEIJJC Uz, s) = —.

5
Az ylx) = Ulr. s) helyettesitéssel kapjuk az
Y’ —sy=-1
kozonséges differenciadlegyenletet, amelynek altalanos megoldéasa

. 1
Ulr,s)=y= c1eV® 4 ege VT 4 =

=

A
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o 1
AUl =

peremfeltétel miatt 1 = 0, azaz
a4
Ulx,s) = c2e + —.
&5
Az U(0. 5) = 0 feltétel alapjan c2 = —1/5, ezért

I:"._ Aar

1
Ulr,s) = P

€s igy a transzformacios tablazat segitségével

/0t i
ulw, t) = \r% /[: e du.

7.6.5. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd hullamegyenletet!

E)zu_ _ 0u

FEETE

uw(0.8) = e/ gint = £(#), lim u(r, ) = 0.
E—r T

a
=0, wu(r,0)=0, Eu{;r. 0)=0

Transzformalva kapjuk, hogy

2
%U(;r:. s)—As2U(r,s) =0, U(0,s) = F(s). 1151:1‘C Ulx.s) = 0.

Az

Yy —dsPy =0

differencialegyenlet altalanos megoldasa
Uz, s) =y = 162 + cge™ 2%,
A

lim U(x,s) =0

P
tulajdonsag miatt €1 = U, azaz

U, s) = epe 27,

Az U(0. 5) = F(s) feltétel alapjan 2 = F(s), ezért
Ulr, s) = F(s)e 2

és igy

u(x, t) = ho (£) f(t — 2x).

Tehat

t—2x
e” o0 sin(t — 2r), ha > 2,
alz,t) =
u(z, 1) { 0, ha < 2.

A hullamegyenlet megoldadsa.

12. Feladatok
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7.6.6. Feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet! ???%

du  Eu

a - E =, H(.E—. []:] E X ”([]. t) — .

7.6.7. Feladat. Oldjuk meg a kdvetkezé hovezetési egyenletet! 7?27
02-”. O 0 f
0o 0, wulr,0)=1, aw([]. H=0,ulx/2,¢)=2

es0 <o <72 =,
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1.

1.

2.

N

w

4,

5.

. fejezet - Tesztsor

Teszt

Adja meg a skalaris szorzat és a norma fogalmat!
Adja meg a teljes ortonormalt rendszer fogalmat!
Mondja ki a Parseval-formulat!

Igazolja, hogy cos n.r @ cos w-nek n-edfokd polinomja!

Igazolja, hogy a paros fiiggények minden sinus-egyiitthatoja 0!

Teszt
. Definidlja az L' és az L. fliiggvényosztalyokat!
. Fogalmazza meg a Riemann- Lebesgue-lemmat!
. Mondja ki a Dini-féle kritériumot!

limf_"rrr | D, ()| dt = ¢

Igazolja, hogy = , ahol D (t) a Dirichlet-mag!

Fejtse Fourier-sorba az f(t) == (m —1)/2 0 <t < 2z, f(t+27) = f(f) figgvényt és irja £l ra a

Parseval-formulat!

3.

1
2
3
4

5.

Teszt

crer

. Definialja egy sor Fejér-értelemben vett 6sszegét!
. Mit jelent az, hogy egy fiiggvény korlatos valtozasa?

. Mondja ki a lokalizacios tételt!

2

Fejtse Fourier-sorba az f(t) =1 ha —w <t <m, f(t+2m) = f(f) fiiggvényt és vizsgilia a sor

konvergenciajat a £ = m helyen!

4.

1.

5.

5.

1
2

Teszt

Definialja a Haar-rendszert!

Definialja a Legendre-polinomokat!

Definialja a stlyfiiggvény szerinti L? tereket és a rajtuk értelmezett normat!
Igazolja, hogy a Rademacher-rendszer ortogonalis, de nem teljes.

Hogyan irhat6 fel az ortogonalis polinomrendszerek Dirichlet-magja?

Teszt

. Definialja a Fourier-transzformaciot!

. Mondja ki a Fourier-transzformaltra vonatkoz6 skalazasi tételt!
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3. Definialja a Fourier-magot!
4. Hatirozza mega [/ £) = el fiiggény Fourier-transzformaltjat!

5. Mit jelent az, hogy egy fiiggvény az a helyen Lipschitz-feltételnek tesz eleget?

6. Teszt

gl -
1. Definilja az J—oc £(t) 8 integral foértéket!
2. Mondja ki egy inverzids formulat a Fourier-transzformalt adott pontbeli inverziojara!
3. Mondja ki a derivaltfiiggvény Fourier-transzformaltjarol szo6lo tételt!

4. Igazolja, hogy integralhat6 fiiggvény Fourier-transzformaltja mindig egyenletesen folytonos!

7. Teszt

1. Mondja ki a Fourier-transzformaltra vonatkozo Parseval-formulat!
2. Definidlja a kompakt tartoji fiigvényeket!

3. Mondja ki a Fejér- Lebesgue-féle inverzids formulat!
. . "I sin? ¢ It -
4. Szamoljakiaz.lo ~¢ U integralt!

8. Teszt

1. Adjameg a Laplace- transzformalt definiciojat!

2. Definidlja az egységugras- ¢€s az egységnyi erésségli impulzus- fiiggvényt!
3. Definici6 alapjan hatarozza meg sh 2¢ Laplace- transzformaltjat!

4. Hatirozza meg °¢ % Laplace- transzformaltjat!

5. Hatarozza meg >/ Laplace- transzformaltjat!

9. Teszt

1. Mit ért azon, hogy [ (*) lokélisan abszolut integralhato?

N

. lgazolja, hogy a Laplace- integralhatosag kovetkezik az abszolat Laplace- integralhatosagbol!
3. Mondja ki a Laplace- integral konvergenciajara vonatkozo alaptételt!

4. Hatarozza meg ¢ sh 2¢ Laplace- transzformaltjat!

1 — coswt

5. Hatarozza meg t Laplace- transzformaltjat!

10. Teszt

1. Definialja a nullfiiggvényt!
Ve

2. Lehet- elns valamely fiiggvény Laplace- transzformaltja?
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-1 1
L 3 ().
3. Hatarozza meg az s —2s inverz Laplace- transzformaltat!

i
hlt) = [ sh2u du
R

4. Hatarozza meg Laplace- transzformaltjat!

5. Hatrozza meg 9(t) = f'(t) = [¢™" sin 3¢ = —e ™" sin3t + 3¢ cos 3¢ Laplace- transzformaltjat!

11. Teszt

1. Oldjamega ¥'(t) — y(t) = " cht, yn = 1 kezdetiérték problémat!
2. Oldjameg az ¥" + 4y = cos2t egyenletet az ¥(0) = 1. v'(7/4) = 1 feltételek esetén!

3. Oldjamegaz fy" + (t = 1)y’ — 2y = e

12. Teszt

1. Oldja meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

, 4(0) = 0 ggyenletet!

y'—z+y=1t—-sint
=y +z=1+sint
W = (. Zn = 1.

i
y' +3y+2 [ ylr)dr=1—cost,y(0) =1
Jo

2. Oldjamega egyenletet!

3. Oldjamegaz (t) — y(t — m) = sint (y(t) = 0 ha ¢ < 0) differenciaegyenletet!

13. Javito

1. Definialja a Dirichlet-magot!
f L { 1. haO<t<m,
2. Fejtse Forier-sorbaaz~ =~ L 0. ha—m <t <0, f(t+2m) = f(t) fiiggvényt!
. . T rsin f
3. Hatarozza meg az Flt) = e fiiggvény Fourier transzformaltjat, és szamolja ki az lo T de
integral értékét!
4. Hatarozza meg az e' * ¢~ 2! fliggvényt!

5. Oldja meg a kdvetkezd egyenletrendszert:

yV+z=t
#F—y=0

=1z =0.

14. Javité

1. Mondja ki a konvolucié Fourier-transzformaltjarol szolo tételt.
2. Fejtse Fourier-sorba a f(t) :=t halt| <= f(t+27) = f(?) fiiggvényt!

F(t) = {1. ha [t] < 1,
3. Hatarozza meg az ° ’ 0  kiildnben fliggvény Fourier transzformaltjat, és szamolja ki az
S gin® w

I 5 AT ntepral értéket!
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4. Legyen ef(t¥1f) figgvény periodusa p =3, f(t) = —t+2ha0 <t <26 f(t) =2t —d hg2 <t <3,
Hatérozza meg Laplace- transzformaltjat!

5. Oldjameg az u” + 9y = co=9¢ egyenletet az #(0) = 1, ¥'(7/3) = 1 feltételek esetén.
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9. fejezet - Vizsgasor
1. Vizsga

1. Definidlja a Dirichlet-mag altalanos fogalmat, sorolja ol a trigonometrikus rendszer és a Haar-rendszer
Dirichlet-magjanak tulajdonsagait!

2. Bizonyitsa be a Riemann-Lebesgue-lemmat!

3. Igazolja, hogy integralhato fliggvények konvolucidja is integralhatd! Igazolja a konvolucid normajarél
sz616 becslést!

4., Hatarozza meg az

—t .
F(t) = {E . hat =0,

0 killonben

fliggvény Fourier-transzformaltjat és ennek segitségével az

" rsinrt + cost
— —  dr
Jn

1+ x2
integral értékét!

i
hlt) = [ sin 2u du
5. Hatéarozza meg Ji Laplace- transzformaltjat!

6. Igazolja a periodikus fliggvény Laplace- transzformaltjara vonatkozo tételt!

7. Oldja meg a fv” + v = 2.y(0) = 1 egyenletet!

2. Vizsga
1. Definialja a Fourier-transzformaltat, sorolja fol néhany formalis tulajdonsagat!

2. Legyen valamely f(t) fiiggvény Fourier-transzformaltja /(). Igazolja az f'(f) és a £f(t) fiiggények
transzformaltjait megadd formulakat!

3. lgazolja a Dini-féle kritériumot!

4. Hatérozza meg az f(t) == |sinf| f(t + 2m) = f(#) fiiggvény Fourier-sorat és ennek segitségével a

sor 0sszegét!

! [ ] t
5. Hatarozza meg az 5% —2s inverz Laplace- transzformaltat!

6. Igazolja, hogy folytonos, korlatos fiiggvény abszolat Laplace- integralhaté barmely pozitiv s esetén!

o
2y’ + 3y + 4 / y(7) dr = sint, y(0) =1
7. Oldjameg a Jo egyenletet!

3. Vizsga
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1. Soroljon fol legalabb harom feltételt, amelyek biztositjak a Fourier-sor pontbeli konvergenciajat. Milyen
kapcsolatban allnak egymassal ezek a feltételek?

2. lgazolja, hogy az

(1-— .rzjy” — 2y’ +nn+1)=0

differencidlegyenlet Frn () megoldasai ortogonalis rendszert alkotnak a [—1: 1] intervallumon!
3. lgazolja a Fourier-transzformacio eltolasi és skalazasi tételeit!

4. Az el eIt fioovények Fourier-transzformaltja segitségével hatérozza meg az

= dx
f_x (a2 + 22) (b2 +22) a,b>0
integral értékét!
5. Hatarozza meg ¢ ch 3¢ Laplace- transzformaltjat!
6. Igazolja az integralfiiggvény Laplace- transzformaltjara vonatkozo tételt!
7. Oldja meg a kdvetkezd egyenletrendszert:

r—y' +y=e'—-1
'y —y =37 +i
Iy — 0. Yo — 1. '.Ej'[f] = -2
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11. fejezet - Appendix

1

/ .-~‘i11(;.<;a‘.jc'_”F df =

1 . .
? /-(E_.lwf _ E'_hd'rjt'_mlfif
i

? [([_—I_-q—rw_lf _ (:_I"H+ml‘l'rjfif
i

1 E_—[.q—.-'w]i !,.—I:P+H-L|J:|F
== - [
2 ( 5 — iw + 5+ iw ) *

A 6.1.1. definici6 alapjan, ha Res > —1, akkor a parcialis integralas tételét alkalmazva az improprius integralra

kapjuk, hogy

L)) = |

J0

o

1 [T . — i .
mi [:—t‘ ’(H+Fi4.':]+t‘ Fl:‘:—fwj)—i-(__‘

E_—.-Jf E:mJ.f _ !"_H‘” ) E,ruJ.' + t._—.'wf
> = —= _ — i . +C
s< + w= 29 27

[_—.-Ji

52 4 w?

(—ssinwt —weoswt) + C

o
tc-"c-""dt:[ te— =Lt gy

o

p—latl)e 7™ L
= |[t———— + —dt
|: _("5+1):|[] ./[] s+1 f

1

1

Ha Res > 2, akkor

. L 5
sindt = — (& —
111 Q:F(E

s+1

(s + 17

[’—3”)

alapjan, a 6.1.1. definici6 szerint

<1

L[e* sin 3t](s) = / 57¢ 2 (3 — eIyt gy

_ = [ ((_|:_2—9+3.—J|.f _ E'I:'Q_P_Er'”jfif

1]

1
2
1 [ el2—a+3i ol 2—a—3i) =<
T2 [2 s+3i 2—.‘,-—3;][,
1
2i

1
T2 (2—.4—3-;_2—.q+3;)

3

Ha Re s > 0, ugy a definiciot, az integral tulajdonsagait €és a parcialis integralas tételet is felhasznalva adodik,

hogy
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Il i ,_—.I-F L L ,_—M
L[f(t)](s) = / bte *'dt = b [ ‘ } +b [ Cat
S0 1] S0

—s 5
_ bt’i.f'._r”' +b |:t"_"::| “ _ bl — g : ru;f*_“”.
—5 —s? | 52
5
Az eltolasi tétel alapjan
L[#Qf-.s"](s) = L[tg](.‘; —5) = L ha Res > 5.
(s —5)3
6
_a s+ 3
Lle " cosmit]|(s) = Llcosnt](s + 3) = ——————, ha DRes> —3.

(s4+3)2 + =2

7

A 6.1.6. példa eredményét hasznalvalva #%/2 Laplace- transzformaltjara adédik, hogy

(& 2.1 prl 1 T
qﬁmﬂ=Lwﬂ@p=£§=2 ;mb)zlvg.lm Res > 0.

8

Ekkor
3 h,—.ef 3 3 ﬁ—s.f
Pﬂﬂ=2/tfmﬁ=2{ }+2[ dt
Jo -5 o Jooo 8
3 —3a — =t 3 1— —3= _ s ,_—3.!
_9 ‘ P |:t’ 9} _9 € - SE
—5 —s= | s
alapjan
f"', “ 1— L—3a __ 1 -—3s
R
11—t sH(l—e ")

Az f(t)/4 "fiirész" fiiggvény és a transzformaltja, ha Be s = (.

9

Az f(t) figgvény pozitiv, ezért

LIf(t)](s) = / alle=*" @t = lim [ alle=t gt |
Jo ==
gy

2 .

T 1 2
[ altle=2t g — [ 1T.e ™t dt + [ a-e " dit+ ...+ [ a® "t e
WS W J1 -1

Tl

1 2
= [ e dt 4 EF./ e dt+ ... +a"! e dt
0 J1 dn—1
1—e—" i (r'_"‘ — fe_z”:)
= + + ... +
8 s 8
L—e ( —= n—1 —(r.l—l]a)
= 14+ae ™+ ... +a (S
_GJ'
1 — If‘._” l — ﬁ_l'.'r’—”?!

5 1—ae™*

a1 (t.,_—l:rL—l:l.-s _ f,_—ru-)
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Appendix

alapjan, ha Re s = max{0,1n fi.}, akkor

11 —ghe ™ 1 —
L [fr.[’]} (s)= lim ‘ ar = ‘

n—o0 5 1— ae—* s(1 —ae—*) ’

el és a transzformaltja, ha Re s > 1

altl és a transzformaltja.

10

Barmely pozitiv £ = 0 - hoz megadhat6 I? > 0 Ggy, hogy tetszéleges b = It esetén

/x fltye *dt
Ju

minden Re(s) = Re(s0) pontban.

< £

11

Legyen
Flr)=a+ /.I fltdt, G(r) =3+ /’1: glt)dt.

Ekkor

b b
[ F(x)g(x)de = F(b)G(b) — F(a)G(a) — [ Fle)G(x)da.

«

12

H5iT lflf Bin u
i i

Azu=1/t helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy rogzitett kis £ > 0 esetén

1 :-ainTl e winu
dt = d
Je t J1 i
T . 2 . 3T .
sIn it sIn it sin
= du + du + [ dee
N o - ) Jor u

(n4+1)w sim e SII1 1
+ .+ du + el
Jn t S {ntl)mw "

=ap—ai+az— ..+ (—1)"a, + (—1]”4'1&,,4_1.

m
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Appendix

ahol n € N- re teljesiil, hogy (7 + 1)™ < 1/2 = (n + 2)% tovabba k € N esetén

A | s (ISALEIE 1/e .
T | sin ) (R+17 ) in - - | sin ul
e : du, g —u 8 gt du,
J1 g Jker u (n+1)x MU

Ekkor

(k+1)m
[ | sinu|du = 2,
JEw

tovabba, amennyiben #™ = u = (k + 1)7 akkor

| sin ] |sinu| | sinul
(k+1)x — w =  kw

miatt kapjuk, hogy

b}

&

n+1’

— Zap = P 68 dnil S Ongl =

Tehét a pozitiv tagh @« sorozat monoton csokkend, hatarértéke 0 (k — ~c). gy a Leibniz- tétel alapjan a

o>
Z (—1)Fay
k=1
alternald sor konvergens.

Amennyiben = — 0, akkor n — o, ezért

lim a, =0
o

n—

és

Lgind i
Lt + (—1)"a,4q = ap + —1)Eay
[ ; (—1)"a,41 = ag ;( VFay,

miatt kapjuk, hogy a

1 h'ill%
dt
Jo  t

improprius integral konvergens.

Ugyanakkor

1 |Si:[]. i| T T i 9
[ bt = ap + E i + g = ap = —_—
Ve i k=1 : '

miatt kapjuk, hogy a

/‘1 |Si]l%|fﬁ
Jooo

improprius integral divergens.
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sint 1 —cost

Felhasznalva, hogy t paros és it  paratlan fliggvény, adodik, hogy

. "o 2 . ;
sint sl sint cost — 1
2 [ dt = f dt = [ (— + —) df
Joooo _r t Jop ot ot

R .. . R i

cost+isint — 1 et —1

=] — it = / - dt.
-R it Jop 0t

Ez pontosan az

i |

iz

flz) =

komplex fliggvénynek a — %, I? pontokat 8sszektd szakasz mentén vett integrélja. Az [ fliggvény a z = 0 pont
kivételével holomorf, de

iz 1
e |
lim -
z—0 1z

=1

miatt a z =0 pontban is holomorffa tehetd. Ennélfogva barmely zart gérbe menti integralja 0. A
vz =Re™, 0= ¢ < 7 glkorivvel egyiitt zart gorbét kapunk, igy

. [T iz 1
111t =t — 1 = —1
2[ o fﬁ.:[ £ df.:—[‘ " g
Jooo 1 Jor Jyo iz

?T f‘-‘;mt:m -1 . T . g
— / — _iRe™dp = — [ (ePFe™ — 1) dep
S0

H:R('.“.'lb Jo
™ - 1
=7 — [ S e,
Jo
A g(r) =sinT figgvény szimmetrikus az = = T/2 egyenesre, 9(:r) = g(m — =) Tovabba 4" (r) = —sinx
miatt konkav a [0: 7] intervallumon; azaz a hir a gorbe alatt talalhato, ezért ! = @ = /2 esetén
2
—r < sin.r.
w
Ezek alapjan

eiftet®

/ drj': = /
S0

S
m
J
w2 -
< zf e 2R g — — (1 — e ).
0 kR

ﬁ'\; I cosd— i sing | dep — /'“' |(JH{ cos ¢h— I sin ¢ deh
1
/2
E’_H' =111 fiq"-'l —2 / e =g t’i’-q"i

S0

Innen

lim Z(1— e ) =0
Ao R

és
T idh ™ - T
/ f’.i He dl;"l"' S [ t".x He [IGIJ
L0 L0
miatt

> sint B gint T
/ dt = lim [ df = lim [ = —
Jo f H—oc Jn t H—o0 2

m
Rt | T
[ E‘-“h ffr;i) ——
0 2
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Appendix

A

== =0
/ ] sint e “'dids
JoJo

kett6s integralra alkalmazhatjuk a Fubini- tételt, azaz

= == o = o ]
[ (/ sinf ¢ '”r?'f) ids = / / sint ¢ dtds = / (f sint e F"rrl':-i) df.
Jo Ji Joo Jo Ji il
Tehat asint Laplace- transzformaltjanak ismeretében kapjuk, hogy

o0 o -~ 1
/[; (L sint f-._”'rrif.) s = /[; md-‘i = larctg s] ;" =

= f [ sint e “dtds =
o Jo
= - st = [sint _ ; . * sint
sint ¢ *ds | df = e di = dt.
o Ao Jo —t 0 Joo

Itt felhasznaltuk, hogy

- [e= - - - -
|:5111tfj_8,] — lim |:z-,111?‘.ﬁ_”} ~ lim |:z-,111tﬁ_”} —04 sint _ z-,mt.

—t 0 Ao a2l t t

]

15

A parcialis integralas modszerével kapjuk, hogy

b b

TSI 2 _a)? -,

2te” sine’ e dt = — |cose” & — s cose e df.
il i i

Acoset’ fliggvény folytonos és korlatos, igy [ie () > 0 esetén abszolut Laplaceintegralhat¢ is, tovabba nyilvan

2
lim cose! e ™ =0,
t— o0

igy a fenti egyenldség b — ~c esetén adja, hogy létezik f Laplace- integralja és

Lf(t)](s) = £x 9tet” sine! e~*'dt = 1 — sL [cos t".’lz:I (s).

16

Béarmely véges intervallumban legfeljebb véges sok fi pont kivételével folytonos, és a f: pontokban a

fli7) = lim f(t) és f(f:-) = 1'1r11| fit)

=t t—t;

féloldali hatarértékek léteznek és végesek.

17
Létezik fo = 0 és M € R ugy, hogy barmely t > i esetén

|F()] < Me™,

18

A szakaszonként folytonos tulajdonsagabol kovetkezik, hogy f barmely zért [0. 0] intervallumon korlatos, igy
van olyan £ szam, hogy

166
XMLmind XSL-FO Converter



Appendix

F(1)] < K1, haO<t<t.

Mivel fa- rendli exponenciélis fliggvény, igy ha fo elég nagy, akkor van olyan K2, hogy
|f(H)] < K™, hat >t

A

K = max{ K e " Ky}

valasztassal kapjuk, hogy

|f(£)] < Ke™, hat=0.

gy az s = = + iy jeloléssel, ha = > a, akkor

] ] b b
[ |f(t)f<—*’|fft=] |F(E)| e dt < [ m—”%r”&:/ Ke~ okt gy
Ea] 0 ] Rt

—[x—ar )i b —[x—a)b
kS K 1« .
—(r—a)l, T — T—a

Ez b — o0 esetén adja, hogy

> ot K
|fl:t)r*. | dt = . ha Res > a.
1] Iro—

Tehat f abszolut Laplace- integralhato.

19

i —agu! —apt
e 1—e
alt) = [ e "du = =
0 —80 g S0

és igy

] — gm0t

(s — sqg) [ d(t)eF=oligt — (s — sg) e lpmmlt gy
R 1]

0
>0
5~ 8 —(s— -
_ / ({J (#—an)i _ .-:F) dt
o o
5 — 50 [ p—la—=n)i E,_-n} =
so |—(s—s0)  —s ]y

& — 50 1 1
S0 §—8y &

1

s

r"z If(f)l dt

21

Legyen
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1
filx) = arctgr +arctg —, = = 0.
T

Ekkor
1 1 -1 1 1
e = _—m = —_
f (I) 1—|—:r2 1_’_%2 r2 l+:r2 r2_|_1
alapjan f konstans, azaz
1 T oW w
f(.r):f(l):a.rctg1+arctg1=1+1=§. (= 0)

igy
1 T
arctgr + arctg — = —.
T 2

22
A L'Hospital- szabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy

lim — = lim
200 ]1'.1 & B

=o¢ (s €ER).

| =

Igy nincs ilyen fiiggvény, mert a transzformalt fliggvény végtelenben vett hatarértékének (- nak kell lennie

(6.3.1. Tétel).

23

Az uw = st, s = () helyettesitéssel adodik, hogy

> = u 1
] lnte *tdt = [ In —e " —du
0 Jo &8 &)

1 o0
[ (Inu —Ins)e “du
Jo

L[lnt](s)

=

1 s - ul
- ([ Inwe “di—Ins [ f-._“du.)
s \Jg Ji

1 Ins+ -~
= —(—v —Ins) = — — .
"( +—lns) -
ahol
v = / Inwe="du =0,577215...
Juo
Tehat
s+~ 7 Ins
Ll—lnt —~](s) = —L[lnt|(s) —~L[1](s) = nety _y_lns
s s 5
24
Ha s = w, akkor
' w ! 25w
Lltshwt](s) = — (L[shwt](s)) = — | - )
25
Ha s > 0, akkor
2 d e d 5 2s(s? — 3w?)
L[t* coswt](s) = ] (L{coswt](s)) = ] (“’_2 -I—u,'2) = R

26
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Ha s = 0, akkor

L [1 - f'_'} (s) = -/*x L[l — e (x) dr

t
/1 1 r+ 1T
= - — dr= —1In
Az r x+1 x|,

27

Ha s > 0, akkor

P = [ e - o) as

t
]I 1 T ) 11 22+ w?|™
= ————— | dr=—-In
. ozl 4w? 2 x? |,

1l 2 4w
= —1In
2 52

28

Az o~ fiiggvény periodikus, ¢ =% = ¢~*+27 gy nem lehet Laplace- transzformalt.

29

ORI =0

L L;—g] Uk %L_l [323—9] ()

2
= ch 3t — 3 sh 3t.

2 s 0 [ 0

1
= —etgin 2t.
2

31

! 1 1, ) 1
L [zlrctg —} (t) = —-rL ! |:{—a.rctg—] ()
s

t ds 5
1. 1
t [ 52+l} ()
= —=int.
t

32

Az s = 1, =3 pontok elsérendii polusok, ezért
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e — 1 o — oy Ak
Rtes(1) igﬂ(% 1)F(s)e

. ' i
= lim e

sl s+ 3

illetve

alapjan

flt) = 1({' + -

A feladat a parcialis tortekre bontassal kapott

, 1 1 3 1
P(h)_-_ls—l-i_ls—S

eléallitas segitségével is megoldhato.

33

Az s = +2 pontok masodrendii polusok, igy
Res(2) = lim 4 ((5 - 2)21*-(”')"”’}
. T as2 s -

. i s24+4
=lim— | ———¢
a=2ds \ (s 4 2)2

(2 + 43t + 28)(s + 2) — 2(s% + 1)

= (s +2)°
L
— —tf‘:
] 2
L&)
. d 5 +4 at
Res(—2) = lim - (W“ )
1
= Etf‘._F .
azaz
F(t) = ste! + 2te~! = tch2
= —te —te " =tchat .
2 2
3
. Llcos 2t](s) 8
L) = ——— = @70
35
. L[sh5¢](s) 5
Lgt(s) = ———— = sm ==y

36
f'(t) = 2chtsht = sh2t ¢ f(0) = 1 alapjan

82— 2

37
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¢
(fi1# )8 = (fas f1)(E) = / cosu2e” 1 iy
S0

:
= 2! [ cosue" du
Jn

e
= —(cosu +sinu)
-

0
= cost +sint —e .

A2¢c71 és a cost konvoliicidja.

38

L L(a?—l—i-l)} (fy=L"" H (t)* L~? L‘Qil] (t)

= 1=#snt

=sint#* 1

f
= [ sinw du
0

i
= — COE %

=1—cost.

39

=2ch2f#sh2t

t
= 2[ ch2u-sh2(t —u) du
0

} (=L~ ["22_4] (£)

2shachd=sh(a+ 3) +shia — ) alapjan

'
= / (sh2t + sh{2t — du)) du
Ji

ch(2t — du)]*
= |:’:‘£ sh2t — M}
1]
 beh%E— ch(—2i) it ch(2t)
4 4

= tsh2f.

40

s+4 6
f“ o — — 1 —_
() 5—2 s—2
alapjin
F(t) = 8(t) — 6™
4
5%+ 5s—2 s 2
1“- = =5 -_—
() 244 ‘J+32—I—f—1 244
alapjin
f(t) = 4&"(t) + cos 2t — sin 2t.
42
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sY(s) —yy — Y(s) = L{f(1)](s)
sY —1-Y = Fls)
Y(s—1) = F(s)+1

1 1
Y = Fis) ——
() H—1+.‘i—1

ylt) = (F(t) = e') (t) + ¢

i
¥ = ] e cosue' ™ du + ¢
0

!
=g [ cosu du + ¢
S0
. '
et [sin u) gt et

el sint + e,

43

sY —yp+Y = F(s)
sY —14Y = F(s)
Yis+1) =1+ F(s)
1 B
st-i—l IJ(_").‘;—I—l
y=e '+ f(t)re

Amennyiben 0 =t < 7/2 akkor

i
flt)xe ' = [ sinue %) dy

S0

t
= f’_;] sinue® du
o]

—t
€ - t
= — [sinue" — cosue]]
2

—t
e
= (S.lll'f‘.ff'r —coste' +1)
- et + sint — cost
T2 2

t > /2 esetén

J'rf?
ft) = et = f sinue™ =) dy
v}

—
€ . 2
=5 [sin ue® — cos ’!L(’“]g'f

=T

emtHm2 ot

2 +2'

Tehat a bemeneteli fliggvény

3 1 1
5(*_" + 2 sint — 3 cost, ha 0=t<7w/2
ult) = 3 1
2t - —t4w/2 i .
5 + 5° . ha 1> x/2.
44
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7Y — syn — yb +4(sY —gp) +8Y = F(s)
7Y — 28 — 4+ 4(sY —2) + 8Y = F(s)
Y(s? +4ds 4+ 8) = F(s) + 25 + 12.
fgy
1 1
2 +ds+8 (s+2)2+4

alapjan

1
glt) = Eff_g' sin 2¢.

Ezért
g'(t) = —e % sin 2t + ¢ cos 2¢,
és
P
o L % .
glt)=e' = 3] € “sin2usin2(t —u) du
Jo
1 ¢ 3
=1 / e~ (cos(du — 2f) — cos 2) du
Jo
1, cos2t (4,
= - / e~ "% cos(du — 2t) du — / e du
4 Jy 4 g
1] 2 1 :
-5 [—Eﬁ_g“ cos{du — 2¢) + %f’_E" sin(du — 2?‘.)} .
cos 2 |: 1 _2“] !
— — e
4 2 0
1 1 1 1
= —Eff_m cos 2t + Er'_z’ sin 2¢ + 10 <8 2t + 20 sin 2f

2

1 1
+ Er'_ feos2f — 3 cos 2t.

Tehat a bemeneteli fliggvény
y=g*e +2¢' +12g
21 4 Bl o . 1 1
= 1(}( cos 2t 4 20(. sin 24 0 cos 2f + 20 sin 24,

45

3
Y = sy — ) +9Y = e
3
2 ’
sY —s—yh +9Y = ——
S s~ 219
3
Y(32+9)=b_—2+g+s+yf]
v _ 3 N 5 y["]
(52492 5249 240
Y_l 3 1.s,-2—g+ s u, 3
1882 +9 6(s2+9)2  s2+9 352409
A 6.3.12. feladat
.qg—u,'g
L[f- CUH(.Uf] [:b) = m

eredménye alapjan kapjuk, hogy
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1 1 !
yl(t) = IH sin 3t — Et cos 3t + cos 3 + % sin 3¢.

Az y(m/6) = 0 feltétel miatt

L %

0=y(r/6) = = + 3
w_ 1
3 18°

Tehat a feladat megoldasa

1
ylt) = —Etcoﬁ 3t + cos 3t.

46

SX+MXx =1
X(s"+ M) =1
1
X=—
52 A2
1.
T = — sin Af.
A
47
Az

y' + pla)y = qlx)

elsérendli inhomogén linedris differencidlegyenlet altalanos megoldasat megkaphatjuk gy, hogy az egyenlet
mindkét oldalat megszorozzuk az

t_‘J-_i:ll:r:l dx
integralo tényezovel, amely a differencidlegyenlet bal oldalat teljes differencialba viszi at:
"plz) dx]’ plz) da "plz) dx z) d:
|:'yf‘.'! plx) r:] _ ’y’f"’l plz) dz + _Ul“-"l Pl J'p(:r‘:l _ f’f pix) “’-[yr + pla)y).
Tehat
t_‘J plx) dx [y.f +}'J(:!')y] _ t"J plx) :h.'qt:._‘:)
. ¥ .

[:uffj o) di} D ().

Mind a két oldalon integralva kapjuk, hogy

yf’.j plx) dz _ [f’.j plz) d'!:q(:r] dir + C,
azaz a differenciilegyvenlet megoldasa

y = w_.; plz) d= |:] r'j p(z) drql:.r:l dr + )| .

48

Képezziik a differencialegyenlet Laplace- transzformaltjat,
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.‘;EY—.‘;;{;[]—;;[’]—.‘;Y’—Y—QY=

LY +5—5sY' —3Y =

- [ESE R QSN

4
sY'— Y +3Y =s— =

-
Y’+(E—H)Y=1—i2.

Az integral6 tényezd

3 !:'2
s Is = 3lns — —
](5 ‘-:) s 15 2

alapjan

E‘B]Ila—ﬁ2f2 3 —a2f2

=s'¢
fgy

|:.°:'3f‘._”2'f2Y:|! = (1 — Aiz) sSe=* 12 = (33 — ds) e /2,
Azu=—s"/2 helyettesitéssel

Sy — [(33 _ 4};)[,—3;2 ds

= [(-L — .‘;Q)E*_”Qﬁ(—.ﬂ;) ds

= [(-L + 2u)e” du
= 2ue' + 2"+ C
— e + 9= /2 + C.

fgy

v N 2 +C{,a2f2
s 80 g3

A

lim ¥(s)=0

aA—rO0

tulajdonsag miatt ez csak ugy lehetséges, ha ' = (), azaz

1 2
Y=—+4+—,
s + 53
tehat
y(t) = —1+ %

49

Képezziik a differencialegyenlet Laplace- transzformaltjat,

(=Y —25Y + 1)+ (sY —1) +2Y =0
7Y 4 sY —2Y =0
Y’+(£—E,,)Y=CI.

& 57

175
XMLmind XSL-FO Converter



Appendix

Az integral6 tényezd

1 2 2
[(———2) ds =Ins+ —
. 5 8 ]

alapjan
E_'][1s+2l,-fs _ «‘:‘f‘-z'h’.
Igy

¥
[WmY]=&

és

Hatvanysorba irva kapjuk, hogy
)H 2”
Y=0c Z[] nlgn+l '
ezért
E ( 1)“2” . .
n=>0 (ﬂ
Az o = 1 feltételbdl kdvetkezik, hogy C = 1, azaz a feladat megoldasa

(-2,
- T

n=I(

Mindkét egyenlet Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti feltételek alapjan kapjuk, hogy
sY —14+Y —-2=10

2
sZ—2-Y +Z =",
ﬁ,
Igy
(s+1)Y—Z=1
25+ 2
(st 1)Z—v —2t=2
&
ezért

Z=(s+1)Y -1,
254+ 2

(s+D((s+ 1Y —1)— ¥ =

2s+2
(s +28)Y = s+ 1+ st2 .

s? +3H+2_H+1
s2(s+2) g2

Illetve

25+ 1

— 1= =
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Azaz

1 1
2 1

Z=—-+ =,
S 5

és igy a differencidlegyenlet- rendszer megoldasa
glt) =1+t
z(t) =241t

51

Mindkét egyenlet Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti feltételek alapjan kapjuk, hogy

=

X +s+14+sY—1=

s?+1
1
o
H_'Y—H—Xz .
5241
fgy
3
32X +8Y = ———
’ 8241
3 -
3r sf+s+1
.'1—_“(:—
’ 2 41

amibdl kapjuk, hogy

s+ 1
XN =— .
s2+1

Y ]
Cos24+

Ezért a differencialegyenlet- rendszer megoldasa

x(t) = —cost —sint,
y(t) = cost.

52
Atirva az

y(t+2) — Ty(t + 1) + 12y(¢) = 2",

y(t)=0, ha t<1 illetve y(t)=—-1, ha 1<t<2

differenciaecgyenlet adodik. A 7.4.4. példa alapjan kapjuk, hogy

,'”_] ]_ ,—8
€2y 4 - —TeY 12V = —
s s(1—2e7)
azaz
v 1—e™" 1 —e" 1—e—# 1

= - + -
s(1—3e*)  s(l—de*) sl —2e7)e? —Te* +12

A 3. tag
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1—e " 1 B et —1
s(1—2e—*)e2 —Te* +12 s(e® — 2)(e® — 3)(e” — 4)

et =1 3 L :
- e* —2 e -3 e*—4

1 —e—" 1—e—" 1—e—"

1 1
TON1—2c 7 s1-3¢ ") | 25(1—dc )

atalakitasaval kapjuk, hogy

v _ 1 1 —e* _ 1—e—"
C2\s(1—2e7) s(l—de )

Tehat

u(t) = 521 = 24t

és igy

a,, =

53
Ekkor az

ylt+2) =2yt + 1) +yit) =0,

y(t) =0, ha <1, illetve y(f)=1 ha 1<¢<?2

differenciaegyenletet kapjuk. igy a 7.4.4. példa alapjan

=

ey — & — 2V Y =0
y (2 -2 +1) = & R !
"o swl— 1)
azaz
y(t) = [t]
és igy
b, = n

Az egyenlet Laplace- transzformaltjat véve, felhasznalva, hogy

1 [

L|=|(s)=4/=.
Lﬁ} (#) Vl 5

kapjuk:
Ly =
s ‘y 5
Y= !

\ ms
igy
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y(t) = i ~

w

55

A transzformaci6 utan kapjuk, hogy

2 1
sl —14+31+-1= 55—
B s2+1
52+ 35 +2 s2+2
= ——
s s241

I s(s2 +2)
(s +2) (s F (2 1)

Parcialis tortekre bontassal kapjuk, hogy

I_12 1 3 1 +1 e +3 1
T 5842 2s+1 0 108241 1082417
igy

12 50 03 ., 1 3 .
.Fl:f:]—?( — 3¢ +mc0:-a‘+m.-1nf.

Az egyenlet és a peremfeltétel Laplace- transzformaltjat véve, a kezdeti értéket rogton beirva kapjuk, hogy
7]
O

1
Ulx,s) —sU(z,s) + = =0, Ul s)=—.
Az ylx) =Ulr, s) helyettesitéssel kapjuk az
¥—sy=-—x

kozonséges differencialegyenletet. Az e~ ** integralotényez6t alkalmazva

Cww F s
[E: ”y] = —re %7,

ey = /-—.rr_”' dor

Ulr,s)=uy

a peremfeltétel, U (0. s) = 1/s* miatt ¢ = 0, ezért
T 1
Ulr,s) = — 4+ —
(x, ) . + =z
és igy

ulr, £) =x +¢.

57

Transzformalas utan kapjuk, hogy
9% . _ a . o 2
mb (r,8)—sU(x,s)+1=0, EL (0,5)=0, Ulx/2,8) = T

Az ylx) = Ulx. 5) helyettesitéssel kapjuk az
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y' —sy=—1
kozonséges differencidlegyenletet, amelynek altalanos megoldasa
: o1
U, s) =y = c1e¥™ 4 cge V5 4 2
5
Az vy = 1 + 3 és vz = €1 — €3 helyettesitésekkel
1
Ulz,s) = ay ch(y/sz) + agsh(y/sr) + -,
&
és igy
a 1
a—b‘ (., 5) = ary/ssh(ysr) + aay/sch(ysz) + ~.
iy 5

Tehat a
]
— U0, s)=0
dr (0, %)
feltétel alapjan @2 = U, azaz

1
Ulx,s) = aq ch(y/sz) + =.

8

Az U(m/2.5) =2/s tulajdonsag miatt

1
] = m
fgy
D'(.'l'!, .s,-) — Cll(.\/__‘-,'m) N 1

sch(y/sw/2) | s

és a transzformacios tablazat segitségével

4 oo _1 T e
u(r,t) =1+ - ; %(7(2"—”2; cos(2n — 1)x.
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