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1. 1 Bevezetés

1.1. El6sz6

A jelen jegyzet nagyrészt azokon az el6adasokon alapul, amelyeket a szerz6 az Eotvos Lorand
Tudomanyegyetemen tartott felsébb éves matematikus és alkalmazott matematikus hallgatdk szamara a
bevezetd differencidlegyenlet eldadast kovetden, differencialegyenletek kvalitativ elméletérdl és dinamikai
(dinamikus) rendszerekrél. Ennek megfeleléen elsésorban ezen alkalmazott matematikus és matematikus
hallgatokat céloztuk meg vele, de nagyon reméljiik, hogy mas egyetemek matematikus ¢és
differencialegyenleteket alkalmaz6 nem matematikus hallgatoi is haszonnal olvassak majd.

A jegyzet olvasasahoz tehat eléfeltétel a differencidlegyenletek alapvetd ismerete, elsésorban néhany egyszerii
egyenlet megoldasanak moddszere, a linearis rendszerek elméletének alapjai és egyszerli kétdimenzids
fazisképek meghatarozasa. Nem targyaljuk a jegyzetben az alapvetd egzisztencia és unicitds tételeket sem,
(hiszen ezek az ELTE-n az alapkurzusban sorra keriilnek), de ezek ismerete nélkiil is érthet6k a jegyzetben
targyalt témak. A bevezetésben alabb tomoren dsszefoglaljuk a bevezetd differencidlegyenlet kurzusban targyalt
fontosabb  fogalmakat és tételeket, az érdekl6dé olvasonak ajanljuk a [22] konyvet, a
http://www.cs.elte.hu/~simonp/kozdiff.pdf oldalon elérheté elektronikus jegyzetet, vagy mas bevezet6 jellegii
differencialegyenlet jegyzetet.

1.2. Koszonetnyilvanitas

A szerz6 koszonetet mond az Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem Matematikai Intézetében az Alkalmazott
Analizis és Szamitasmatematikai Tanszéken dolgozoé kollégainak, akik tdmogattak a dinamikai rendszerek és
differencialegyenletek kurzus meginditasat €s a jegyzet megirasat.

Koszonet illeti a jegyzet lektorat Nagy Balint tanszékvezetd fOiskolai docenst, aki mindenre kiterjedd
figyelemmel igyekezett javitani a hibakat, és elésegiteni az érthetdséget, és a konzisztenciat.

A jegyzet a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1 palyazat, Interdiszciplinaris és komplex megkozelitésii digitalis
tananyagfejlesztés a természettudomanyi képzési teriilet mesterszakjaihoz cimii projektjének keretében késziilt.

1.3. 1.1 Differencialegyenletek kvalitativ elmélete és a dinamikai
rendszerek

A differencialegyenletek elmélete a matematikanak tobb mint 300 éves teriilete, melyet mindig az alkalmazasok
feldl érkezo kihivasok termékenyitettek meg, €s amely ezt tovabbadva a matematika tobb teriiletének létrejottét
motivalta. Nem célunk errdl a hatalmas teriiletrdl atfogo képet adni, azonban a dinamikai rendszerek elméletével
valé kapcsolatara szeretnénk révilagitani. A szerz0 felfogdsdban a differencidlegyenletek vizsgalataval
kapcsolatos matematikai eredmények az aldbbi harom szempont szerint csoportosithatok.

» A megoldasok eldallitasa képlettel, vagy numerikus kozelitéssel.
* A megoldas létezésének és egyértelmiiségének bizonyitasa.
* A megoldas tulajdonsagainak jellemzése a megoldas képletének ismerete nélkiil.

Az elsé teriilet irAnyaban nyilvanvalo igény jelentkezik az alkalmazasok fell. Erdemes megjegyezni, hogy az
utobbi 50 évben a hangstly a numerikus kozelitésen van, ebbdl kiilon tudomanyteriilet nétt ki, a



http://www.cs.elte.hu/~simonp/kozdiff.pdf

Differencialegyenletek és dinamikai
rendszerek

differencidlegyenletek numerikus mddszereinek  vizsgalata. A mdasodik kérdés a  kdzOnséges
differencialegyenletekre vonatkozé kezdeti érték feladatokra vonatkozdan nagyon szépen megvalaszolhatd
(motivalva normalt térbeli leképezések fixpont tételeinek kifejlesztését), ezért a mai kutatasok ezzel kapcsolatos
egyik nagy teriilete a nemlinearis egyenletekre vonatkozo peremérték-feladatok megoldasai pontos szamanak
vizsgalata. Megjegyezziik, hogy parcialis differencialegyenletekre vonatkozdan az egzisztencia és unicits
kérdése messze nem tisztazhatd ilyen egyszeriien, ezért ez ma is nagyon aktiv kutatasi teriilet. A fenti harmadik
témakor vizsgalatanak kezdetei a XIX. szazad végéig nyllnak vissza, amikor igény mutatkozott nemlinedris
kozonséges differencialegyenletek vizsgalatara, és vilagossa valt, hogy ezek képlettel valdo megoldasa, csak
nagyon specialis esetben varhat6. Talan Poincaré nevéhez kothetdk az ugynevezett kvalitativ elmélet kezdetei,
amikor azt kezdték vizsgalni, hogy a megoldas képletének ismerete nélkiil, hogyan hatarozhatok meg mégis a
megoldas bizonyos tulajdonsagai. A paradigmavaltist egyszerien szemléltethetjik az & =z , ¥ = —U
rendszer példajan. A rendszer megolddsa természetesen egyszertien eldallithaté képlettel, a hagyomanyos

. . . , (4] — b ot ]
megkozelités szerint ezen rendszert latva a matematikus valasza: 7 (t) = c'zg ylt) =€ "Uo Ehhez képest a
kvalitativ vizsgalat ehhez a rendszerhez az 1. abran lathato fazisképet adja valaszként, amely ugyan a
megoldasok id6fiiggését nem adja meg, viszont szdmos fontos tulajdonsaga leolvashato rola.

l. abra. Az & = r, §y = —y rendszer fazisképe, az lgynevezett nyereg.

A rendszerre tehat elsdsorban mint dinamikai rendszere gondolunk, melynek a palyait szeretnénk jellemezni,
foleg geometriai szempontbol. Ezzel a differencidlegyenletek kvalitativ elmélete és a dinamikai, vagy mas
szoval dinamikus rendszerek elmélete szoros kapcsolatba keriilt, melyet az is jelez, hogy a modern tankdnyvek
cimében a differencialegyenletek sz6 mellett legtobbszor a dinamikai rendszer kifejezés is szerepel. A kvalitativ
vizsgalat fejlodéséhez jelentés mértékben hozzajarult az 1960-as évektdl kezdddden a kaotikus viselkedést
mutatd rendszerek felfedezése és a fazisképek szamitogéppel torténd numerikus eldallitasanak lehetésége. Mara
a kvalitativ vizsgalat alapvetd eszkozeinek hasznalata rutinna valt, nemcsak a fizikus és mérnok, hanem a
vegyész, biologus és kozgazdasz hallgatok is mar egyetemi tanulmanyaik soran megismerkednek ezekkel. Ez is
magyarazza, hogy az elmult két évtizedben tobb bevezetd jellegli monografia sziiletett, amely nemcsak a
matematikus képzettségli, hanem a kelld matematikai hattérrel rendelkez6 nem matematikus olvasokat is
bevezeti a kvalitativ vizsgalat rejtelmeibe. Példaként emlithetjilk a kdoszelméletbe bevezetd [1] monografiat,
Guckenheimer és Holmes klasszikusnak mondhat6 konyvét [9], Hale és Kocak nagyon szemléletesen megirt
munkajat [10], Hubbard és West pedagogikusan megszerkesztett [13], valamint Perko [16] széles spektrumot
atolelo konyvét, illetve Seydel bifurkaciokrol irott munkajat [19]. A kicsivel tobb matematikai bizonyitast
igényl6 olvasok is szamos angol nyelvii monografiabdl tajékozodhatnak, Arnold [2 és ], Chow és Hale [6],
Chicone [5], Hirsch, Smale és Devaney [12], valamint Robinson [17] és Wiggins [23] konyvei csak néhany a
széles palettarol. Lathato, hogy a kvalitativ elméletet részletesen targyalo, egyetemi hallgatoknak sz616, magyar
nyelvil tankényv nem szerepel ezek k6zott, ami nagyban motivalta ezen jegyzet megirasat.

1.4. 1.2 A jegyzetben targyalt témakorok

Az aldbbiakban bemutatjuk azt a matematikai struktirat, amelyben vizsgalodasainkat folytatjuk, illetve roviden
ismertetjiik a fobb témakat, amelyeket részletesen targyalni fogunk. Vizsgalatunk f6 objektuma az

i(t) = flxz(t)

autonom, kozonséges differencidlegyenlet-rendszer, melyben z: R — IR" az ismeretlen fliggvény és

FrRY = R agott folytonosan differencialhato fiiggvény, melyet jobboldalnak neveziink. Ebbe a kategoriaba
a legtobb fontos k6zonséges differencialegyenlet-rendszer belefér, és lehetetlen lenne felsorolni mindazokat a
mérnoki, fizikai, kémiai, biologiai, kdzgazdasdgi alkalmazédsokat, amelyekben ilyen rendszerek vizsgélata

megjelenik. Az egyenlet (0} = P kezdeti feltételbél indulé megoldasat #(¥:P) -vel jeldlve igazolhaté, hogy a
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cres

feltételeket.

1.1. Definicio A ¥ @R xR" — R folytonosan differencialhatd fliggvényt folytonos idejii dinamikai
rendszernek nevezziik, ha teljesiti az alabbi két feltételt.

« Minden P € & egeten ©(0,p) =p |
« Minden P € B" ¢gt.8 € ogeran ot (s, p)) = plt +5.p).

A dinamikai rendszer egy determinisztikus folyamat modelljének foghat6 fel, melyben Ot 1) azt az allapotot
jeloli, ahova a rendszer a I allapotbol indulva ¢ id6 alatt jut. Egyszertien igazolhatd, hogy a fenti kdzonséges
differencialegyenlet-rendszer megoldéasa lényegében egy dinamikai rendszert hataroz meg. (El6fordulhat, hogy
a megoldasok nem értelmezettek az egész szamegyenesen, amit viszont a dinamikai rendszert6l elvarunk,
azonban ez a palydkon nem lathat6.) Illetve egy dinamikai rendszerhez mindig megadhatdé egy
differencialegyenlet, aminek ez a megoldasa. Ezért az autoném kozonséges differencialegyenlet-rendszert és a
dinamikai rendszert egyiitt szoktak vizsgalni, mi is parhuzamosan hasznaljuk a jegyzetben a két fogalmat.

A dinamikai rendszer fenti definicidja tobb iranyban kiterjeszthetd. Egyik fontos alternativa az, amelyben az id6
szerepét az & helyett a Z halmaz veszi at, ekkor jutunk a diszkrét idejii dinamikai rendszer fogalméhoz.

1.2. Definici¢ A # &4 x R" — I folytonos fliggvényt diszkrét idejii dinamikai rendszernek nevezziik, ha
teljesiti az alabbi két feltételt.

« Minden P € & egeten ©(0,p) =p |
« Minden P € B" & k.meZ esetén Pk wlm.p)) = ok +m.p)

Ahogyan a folytonos idejii dinamikai rendszert az autonom differencialegyenletbdl szarmaztattuk, Ggy a diszkrét

idejii dinamikai rendszert egy leképezésbdl lehet szarmaztatni. Legyen ugyanis 9 * R™ = R" adott folytonos
fiiggvény, és tekintsiik az

Tl gl )

Tp =P rekurzidval definidlt sorozatot (nevezhetjiik differenciaegyenletnek is). A plk.p) =z képlettel

differenciaegyenlet meghataroz egy diszkrét idejii dinamikai rendszert. Forditva pedig, ha ¥ egy diszkrét idejl

dinamikai rendszer, akkor legyen 9(P) = @1, P} Egyszertien ellendrizhetd, hogy ezzel Lk = 2k, P) a fenti
L -

rekurzié megoldasa, melyet réviden a plk,p) =g (p) képlettel fejeznek ki, ahol k nem kitevdt, hanem a g

fliggvény k -szori alkalmazasat jelenti (negativ k esetén az inverz fliggvény alkalmazasat).

A kétféle dinamikai rendszer sok esetben egyiitt targyalhatd, ekkor az id6 valtozot a T halmazbdl vessziik,
amely az & vagy Z szamhalmazt jel6li. Folytonos idejii esetben gyakran hasznaljak a folyam (flow) kifejezést,
diszkrét esetben pedig a leképezés (map) kifejezést.

A dinamikai rendszerek vizsgalatanak f6 targya a palyak geometriai jellemzése. Egy P pont palyaja a
{o(t,p): t T}
halmaz, amely folytonos esetben egy gorbe, diszkrét esetben pedig egy pontsorozat a fazistérben.

Az alapveté matematikai struktura ismertetése utan térjiink ra most a jegyzetben targyalt témakorok
attekintésére.

A kovetkezo fejezetben azt vizsgéljuk, hogy amennyiben a palydk pontos meghatirozasa nélkiil szeretnénk a
palyak Osszessége altal meghatarozott fazisképet vizsgalni, akkor milyen geometriai definici6 segitségével lehet
kiilonbozé rendszerek fazisképeinek hasonlosagat egzakt modon megfogni. Ehhez bevezetjiik a topologikus
ekvivalencia fogalmat, amely egy ekvivalencia relacié a dinamikai rendszerek halmazan. Az ekvivalencia

3
XMLmind XSL-FO Converter



Differencialegyenletek és dinamikai
rendszerek

bevezetése utan azt vizsgaljuk, hogy milyen osztalyokat hoz ez 1étre, illetve, probalunk az osztalyokbol egy-egy
konnyen vizsgalhato reprezentanst kivalasztani. Ezenkiviil foglalkozunk azzal az alapvet6 kérdéssel, hogy ha a
dinamikai rendszert differencialegyenlettel adjuk meg, akkor a jobboldalak alapjan hogyan donthetd el két
rendszer ekvivalenciaja. Ezt a programot csak a linearis rendszerek osztalyozasa esetében lehet teljességgel
véghezvinni.

A nemlinearis rendszereket a 3. Fejezetben osztalyozzuk, azonban ekkor csak az egyenstlyi pontok koriili
lokalis fazisképek osztalyozdsa hajthatd végre. Ennek egyik eszkdze a linearizalas, amelynek lehetdségét a
HartmanGrobman-tétel teremti meg. Amennyiben a linearis rendszer nem hatirozza meg a fazisképet, akkor a
faziskép szempontjabol meghatarozé tagok a normalformak elméletének segitségével valaszthatok ki.

Az egyensulyi pontok koriili lokalis fazisképek vizsgalatdban segit a stabil, instabil és centralis sokasag tétel,
melyeket a 4. Fejezetben targyalunk. Ezek a sokasagok a linearis rendszerek esetében bevezetett a stabil, instabil
és centralis alterek altalanositasai. Ezen sokasagok invariansak, azaz a trajektoridk nem hagyjak el azokat. A
stabil sokasag azon trajektoridkat tartalmazza, amelyek ¢ — +00 esetén az egyensulyi ponthoz tartanak, az
instabil sokasag pedig azokat, amelyek ¢ — —0C esetén tartanak az egyensulyi ponthoz. A centralis sokasag a
fazistér dimenzidjanak redukalasat teszi lehetévé, azaz magasabb dimenzids rendszerekben el lehet kiiloniteni a
fazistérnek azt az alacsonyabb dimenzids részét, amelyben a nehezen vizsgalhaté trajektoriak futnak.

A faziskép globalis vizsgalatanak eszkozeire az 5. Fejezetben keriil sor. Ebben eldszor attekintjik a
kétdimenzios fazisképek meghatarozasanak elemi moédszereit. Ezutdn részletesen vizsgaljuk a periodikus
megoldasokat. Ezek létezésére és nem-létezésére vonatkozd kétdimenzids fazistérben alkalmazhato tételeket
foglaljuk 6ssze eldszor, majd ratériink a periodikus megoldasok stabilitasvizsgalatara tetszéleges dimenzids
fazistérben. A fejezet végén visszatériink a kétdimenzios esetre, és két fontos globalis eszkozt, a vektormezd
indexét és a Poincaré-gdmbre vald vetitéssel torténd kompaktifikaciot ismertetjiik.

Azt ezt kovetd két fejezetben a paraméterektdl is fiiggd rendszerek fazisképének alakuldsat vizsgaljuk a
paraméterek értékétdl fiiggden. Modszereket mutatunk azon rendszerek vizsgalatara, melyeknél a paraméterek
valtoztatasakor mindségi valtozas kovetkezik be a fazisképben, ezeket a mindségi valtozasokat nevezzik
bifurkacionak. Részletesen targyaljuk a két legfontosabb, ugynevezett egy-kodimenziés bifurkaciot, a nyereg-
csomo ¢és az AndronovHopf-bifurkaciot.

Dinamikai rendszerek vizsgalatanak egyik fontos fejezete a kdaosz definidlasa és a kaotikus rendszerek
vizsgalata. Ennek eszkozeit els6sorban diszkrét idejii rendszerekre fejlesztették ki, ezért a 8. Fejezetben ezeket
kiilon vizsgaljuk. Bemutatjuk a fixpont és periodikus palya lokalis vizsgalatanak alapvetd eszkozeit. Bevezetiink
egy kaosz definiciot, majd megmutatjuk, hogy bizonyos leképezéseknek vannak kaotikus palyaik. Ehhez
ismertetjlik a szimbolikus dinamika fogalmat és alkalmazasanak modszerét.

Az utolso fejezet a dinamikai rendszer elmélet egy olyan iranya kiterjesztésérdl szol, amikor a fazistér nem
véges dimenzids. Ez példaul parcialis differencialegyenletek esetében fordul elé. Ebben a fejezetben
szemilinedris parabolikus parcialis differencidlegyenleteket vizsgalunk, melyeket a gyakorlatban sokszor
reakcid-diffuzié egyenletnek hivnak. Foglalkozunk a stacionarius megoldasok (melyek az egyensulyi pontnak
felelnek meg) 1étezésének és stabilitasanak vizsgalataval, illetve egy masik, gyakorlat szempontjabol fontos
megoldas tipussal az utaz6 hullamokkal. Ezek esetében is a 1étezésiiket és a stabilitasukat vizsgaljuk.

2. 2 Dinamikai rendszerek topologikus osztalyozasa

A differencialegyenletek elméletének fejlédése soran eldszor a differencidlegyenletek megoldasaval
foglalkoztak, igen sokféle modszert kifejlesztettek, amelyekkel specialis tipusu differencidlegyenletek
megoldasa képlettel eldallithatd. Azonban kideriilt, hogy differencidlegyenlet-rendszerek megoldasa altalaban
képlettel nem adhaté meg (szinte kizardlag csak a linearis esetben), vagy ha megadhat6, akkor is nehézségekbe
utkdzhet, hogy a megoldas bizonyos fontos tulajdonsagait a képlet alapjan meghatdrozzuk. Kétdimenzios
nemlinearis rendszerek megoldésait példaul célszerti gy vizsgalni, hogy a trajektdridkat (palyakat) dbrazoljuk a
fazissikon. Ez nem azt jelenti, hogy a megoldasgdrbéket pontosan felrajzoljuk, hanem az analizisbeli
fiiggvényvizsgalathoz hasonloan jarunk el, amikor csak a fliggvénygrafikon legfontosabb alaki tulajdonsagait
(monotonitas, konvexitas) vessziik figyelembe. A kétdimenzids rendszerek megoldasainak abrazolasa soran
tehat Iényegében egy a vizsgalt rendszerrel valamilyen értelemben ekvivalens rendszer palyait abrazoltuk
(mégpedig annak, amelynek palyai ugy néznek ki, mint a vizsgalandoé rendszer palyai). Most szeretnénk ezen
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ekvivalencia fogalmdt pontosan meghatarozni, azaz definialni azt, hogy mit értiink azon, hogy két rendszer
fazisképe ugyanugy néz ki.

A tovibbiakban tehat a ¥ B XM =M ginamikai rendszerek halmazin meg fogunk adni egy
ekvivalenciarelaciot. Azutdn az a cél, hogy meghatarozzuk a lehetséges osztalyokat, keressiink minden
osztalybol egy konnyen vizsgalhaté reprezentanst, és egyszer(i modszert adjunk annak eldontésére, hogy egy
adott rendszer melyik osztalyba tartozik.

2.1. 2.1 Dinamikai rendszerek ekvivalenciai

Két dinamikai rendszert ekvivalensnek fogunk nevezni, ha palyaik egy megfelelé leképezéssel egymasba
vihetok. Eloszor ezen leképezés tipusokat definidljuk. A diszkrét és folytonos idejii dinamikai rendszerekre
egyszerre fogalmazzuk meg ezeket a definiciokat, ezért a tovabbiakban jeldlje T az & vagy Z szdmhalmazt.

2.1. Definici6 Legyenck M-V CR" haimazok. Egy h: M — N leképezést homeomorfizmusnak
(esetenként ('”-diffeomorfizmusnak) neveziink, ha folytonos, bijekci6 és az inverze is folytonos. A leképezést
C* -diffeomorfizmusnak nevezziik, ha k -szor folytonosan differencialhatd, bijekcio és inverze is k -szor
folytonosan differencialhato.

2.2. Definicio Legyenek M, N C R_” tartomanyok, azaz Gsszefliggd, nyilt halmazok. Azt mondjuk, hogy a
g TxM—=M & v:TxN—=N dginamikai rendszerek C* -ekvivalensek, ( k=0 esetén
topologikusan ekvivalensek), ha van olyan h: M — N % -diffoomorfizmus ( k=0 esetén
homeomorfizmus), mely a palyakat egymasba viszi az id6 iranyitdsanak megtartasaval. Ezt a 2. dbra szemlélteti.

Részletesebben megfogalmazva, ha létezik olyan @ : T % M — T folytonos fiiggvény, melyre  + alt,p)
szigortan nové bijekeid, és minden £ € T | valamint » € M esetén

hig(t.p)) = (al(t, p). h(p)).

r'/ —

2. abra. Topologikusan ekvivalens rendszerck palyait homeomorfizmussal egymaisba lehet
vinni.

A fenti definicidban az a , illetve h fiiggvény specialis valasztasaval kiilonféle ekvivalencia fogalmakat
kaphatunk. A fenti altalanos ekvivalenciat fogjuk a tovabbiakban 1. tipusunak nevezni, az alabbi fontos specialis
eseteket pedig 2, 3 és 4. tipusunak.

2.3. Definici6 Azt mondjuk, hogy a ¥ és ¥ dinamikai rendszerek C'* folyam ekvivalensek (2. tipust
ekvivalencia), ha a fenti definicioban @ nem fligg P valasztasatol, azaz létezik olyan szigor@ian ndvé

b:T — T bijekcio, melyre @ P) = 0{f) minden P € M esetén. Ekkor tehét az iddatparaméterezés minden
palyan ugyanaz.

2.4. Definici6 Azt mondjuk, hogy a ¥ és ¥ dinamikai rendszerek (’* konjugaltak (3. tipusu ekvivalencia), ha

a fenti definicioban @5:P) =t minden t €T ¢ PE M esetén. Ekkor tehat a palyakon nincs
idoatparaméterezés. Ez esetben a feltétel igy irhato
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hig(t,p)) = ¢ (t. hip)).

2.5. Definici6 Azt mondjuk, hogy a ¥ és % dinamikai rendszerek orbitalisan ekvivalensek (4. tipusii
ekvivalencia), ha a fenti definicioban M = N és i = id , azaz a palydk ugyanazok, csak az id6 mas a két
rendszerben a palyakon.

A definiciokbol nyilvanvalo, hogy az ekvivalencia fogalmak kdzott az alabbi kapcsolat all fenn.

2.1. Allitas
1. Haa ¥ és ¥ dinamikai rendszerek C'* konjugaltak, akkor C'* folyam ekvivalensek.
2. Haa ¥ ¢és ¥ dinamikai rendszerek C'* folyam ekvivalensek, akkor C'* -ekvivalensek.

3. Haa ¥ és ¥ dinamikai rendszerek orbitalisan ekvivalensek, akkor C'* -ekvivalensek.

Osszefoglalva, az ekvivalencia tipusok kozott a kovetkezd dsszefiiggés all fenn
d=2=1 4=1

2.1.1. 2.1.1 Diszkrét idejii dinamikai rendszerek

Diszkrét idejli dinamikai rendszerek esetében valdjaban csak egyféle ekvivalencia van, ezt fogalmazzuk meg a
kovetkezé allitasban. Legyenek ¥ =& % M — M ¢ 402 Zx N = N gig7krét idejii dinamikai rendszerek.
Legyen Jf(») = wo(l.p) ¢ 9(p) =w(1.p) . Ekkor a dinamikai rendszer csoporttulajdonsdga alapjan
egyszerlien igazolhato, hogy oln,p) = f"(p) ¢s ¥(n.p) =9"(p), anol /" ¢s 9" a fiiggvények 7 -szeri
alkalmazasat jeloli.

2.2. AllitasAz alabbi allitasok ekvivalensek.

1. A ¢ és ¥ dinamikai rendszerek €' -konjugaltak.

2. A ¥ és ¥ dinamikai rendszerek C* folyam ekvivalensek.
3. A ¥ ¢ ¥ dinamikai rendszerek C'* -ekvivalensek.

4. Létezik olyan h : M — N C* -diffeomorfizmus, melyre hof=goh,

Bizonyitas. Az el6z0 allitas szerint az elsé harom allitas fentrdl lefelé kovetkezik egymasbol. El6szor igazoljuk,
hogy a negyedik allitasb6l kovetkezik az els6, majd azt, hogy a harmadikbol kovetkezik a negyedik. A

hof=goh egyenldséget felhasznalva

hoff=hofof =, gohof =, gogoh=g oh.
i |" _||I-I'.l h f i h

Ehhez hasonléan az nof™ '=g""oh felitelbsl kdvetkezik h[f”(p)) :fj”(h(p)) , azaz

h(w(np)) =¥ (n.hP)) minden n és P esetén, amely éppen a ¥ és ¥ dinamikai rendszerek C* -
konjugaltsagat jelenti.

Tegyiik fel most, hogy a ¥ és % dinamikai rendszerek C'* -ekvivalensek. Vegyiik észre el6szor, hogy, ha
r: 7 — 7. szigortan nové bijekcid, akkor van olyan k € Z | mellyel 7(72) = 1 + k minden 7 € Z esetén.
Ugyanis a szigor(i monotonitis miatt r(n+1) = r(n) | viszont mivel r bijekcio, azért rin+1) ¢ r(n)
kozott nem lehet egész szam, tehat (7 + 1) = 7(n) + 1 foy bevezetve a k =7(0) szamot, indukcioval az
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hogy minden # € M ponthoz van olyan %» € Z egész szam, mellyel @7 2) = 1+ ki Tehat © ¢s ¥ CF -
ekvivalenciaja azt jelenti, hogy minden 7 € Z és minden P € M esetén

.‘.lli;lfn\p]‘} = (n + ks, h(p)),

azaz
h(f"(p)) = g™ " (h(p)).
— kg
Alkalmazzuk ezt az dsszefliggést elészor 12 = () esetén. Ekkor hp) =g (h(P)) Ezutan n = 1 esetén

h(f(p)) = g"* " (h(p)) = ald" (h(p))) = a(h(p)).
ami éppen a kivant allitast adja. [QED]
2.3. Allitais A ¥ és ¥ dinamikai rendszerek pontosan akkor orbitalisan ekvivalensek, ha egyenldk.

Bizonyitas. Ha a két dinamikai rendszer egyenld, akkor nyilvan orbitalisan ekvivalensek. Forditva, amennyiben
orbitalisan eckvivalensek, akkor C'* -ekvivalensek is, igy az eldbbi allitas szerint hof=goh , viszont

h=id miatt / = 9, tehat @ (m.p) = ¥(n.p) barmely 72 € Z esetén, azaz a két dinamikai rendszer azonos.

[QED]

2.6. Definicio Diszkrét idejli esetben, azaz T = Z esetén, az fesg leképezést, illetve a megfeleld diszkrét

dinamikai rendszereket ('* -konjugiltaknak nevezziik, ha van olyan h C* - diffeomorfizmus, melyre
hof=goh

2.1. Megjegyzés Ebben az esetben az f e g figgvény csak koordinata-transzformacioban kiilonbozik
egymastol.

2.4. Allitss Ha k > 1 esetén J ¢s 9 CF -konjugaltak, valamint P € M fixpontja az ! leképezésnek (ekkor
nyilvan h(p) fixpontja ¥ -nek), akkor az F'(p) s 9'(h(P)) matrixok hasonléak.

Bizonyitas. Derivaljuk a hof=goh egyenldséget a P pontban, és hasznaljuk fel, hogy ) =1
valamint g(h(p))=h(p). Ekkor W(p)f'(p) = g'(hip))H (p) , melyet megszorozhatunk a W(p) matrix inverzével

(amely azért létezik, mert i C'* - diffeomorfizmus). Igy az F(p) s 9'(h(p)) matrixok valéban hasonloak.

[QED]

2.2. Megjegyzés A fenti allitas miatt a C'* -konjugaltsag tal finom osztalyozast ad k = 1.re, hiszen példaul az
flr) = 2r ¢ glx) =3 fiiggvények az allitas szerint nem " -konjugaltak (az egyik matrix sajatértéke 2, a
masiké 3), viszont az altaluk meghatirozott Tn+1 = 270 s Tni1 = 3Tn dinamikai rendszerek palyainak
viselkedése kozott nem szeretnénk kiilonbséget tenni. Latni fogjuk, azonban, hogy a két fiiggvény C'7-
konjugalt, azaz k& = (-ra nem igaz az allits.

2.1.2. 2.1.2 Folytonos ideji dinamikai rendszerek

Térjiink r4 most a folytonos idejli dinamikai rendszerek ekvivalencidinak vizsgélatara, legyen tehat most
T =R, és legyenck 7 & XM = M yaamint ¥ : B XN =N fvtonos idejii dinamikai rendszerek.
Ekkor megadhatok olyan J @ M — B" ¢ 91 N = R" gioovenyek, melyekre © = /(%) megoldasa a ¥, és
U= 9(Y) megoldasaa ¥ dinamikai rendszer.

2.5. Allitas

1. Legyen & = 1 Ekkor a ¥ és ¥ dinamikai rendszerek pontosan akkor C'* -konjugaltak, ha 1étezik olyan
h: M — N C* -diffeomorfizmus, mellyel W-f=goh

7
XMLmind XSL-FO Converter



Differencialegyenletek és dinamikai
rendszerek

2. Tegyiik fel, hogy a t = @(t.P) figgveény differgncighatopBkkor a ¥ &=’ fdinamikai rendszerek pontosan
akkor orbitalisan ekvivalensek, ha 1étezik olyan , mellyel

3. A 2.1. Allitasban a kovetkeztetések nem fordithatok meg.

Bizonyitas. 1. Tegyiik fel elészor, hogy a ¥ és ¥ dinamikai rendszerek ('* -konjugaltak. Ekkor 1étezik olyan
h: M — N C* diffeomorfizmus, mellyel 2(w(t.p)) = ¥(t. h(p)) . Derivaljuk ezt az egyenletet ¢ szerint,

ekkor 7' (w(t.p)) - &(t.p) = (L h(p)) . Mivel + = [(x) megoldasa a ¥, és ¥ = 9(¥) megoldisa a ¥,
azért

R (et p)) - fle(t.p)) = g((t hip))).

Alkalmazzuk ezt ¢ = () esetén, ekkor
W ((0,p)) - Fl2(0,p)) = g((0, h(p))).

azaz 1'(p) - f(p) = a(h(p)) . Ezzel az allitas egyik iranyat igazoltuk. Tegyiik fel most, hogy létezik olyan
h: M — N C* diffeomorfizmus, mellyel 7' * f =g oh  Legyen ¥"(t.q) := h{w(t.h""(q))) | igazoljuk,
y

hogy ez megoldasa u=gly) differencidlegyenletnek, igy az egyértelmiiség miatt pr=v , melybdl a kivant

allitas kovetkezik, hiszen ¥ definiciojaban a @ = M{P) helyettesitést elvégezve ¥ és ¥ C* -konjugaltagat

kapjuk. Egyrészt w*(0,q) == h{p(0,h{(q))) = i, masrészt

Ot (t.q) = h'(p(t,h (@) - (t.h g)
h“l’Jr ][f"{l",f,i]l}}-_.lr[.f.l l(.!."[.Lr;]]:l gl (t, q)),

mellyel a kivant allitast igazoltuk.

2. Tegyiikk fel el6szor, hogy a ¥ ¢és ¥ dinamikai rends;erek orbitalisan ekvivalensek. Ekkor
elt,p) = v(alt,p),p) | melyet t szerint derivalva a ¥(t,p) = v(alt,p),p) - a(t.p) egyenlethez jutunk.
Mivel = J{Z) megoldasa a ¥, & ¥ = 9(¥) megoldasa a V', azért J(@llp)) = gl¥lalt,p)).p))
Alkalmazzuk ezt t =0 esetén, ekkor J(P) = 9(P) - a{0.P)  melybsl a bizonyitando allitist kapjuk a
v(p) = al0.p) fliggvény bevezetésével. Tegyiik fel most, hogy létezik olyan ©: M — R™ | mellyel

9=1"7 Legyen P € &" & rovidség kedvéért vezessiik be az () = @(E. 1) jelslést. Legyen

! 1
bt ~d s,
) L o(z(s))’

ekkor b(t) = 1/v(z(t)) =0 , igy a b fiiggvénynek van inverze, legyen ez a =b"! . (Ez fiigg a P
vélasztasatol is, ezért hasznalhatjuk az @t P) = b Ht) jeldlést is.) Legyen U(t) = x(a(t,p])  ekkor

1
§(t) = i(a(t.p))a(t.p) = f(x(a(t.p))——— = F(E)o ) = gy(t)).
Blalt, p))

gy ¥ megoldasa az ult) = glyl(t)) differencialegyenletnek, és teljesiti az ¥ (0) =P kezdeti feltételt, ezért
ylt) = v(t.p) | Ezzel az Y(t) = =(alt,P)) definialé egyenléség alapjan a kivant ¥(f:p) = @lalt,p).p)
Osszefiiggéshez jutunk.

3. Ezen allitas bizonyitasahoz ellenpéldakat adunk meg.
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0 1 n 2
A={_1 0 B=1_2 0 ;
1. Legyen - és e . Ekkor az i = Ar ¢ ¥ = By differencialegyenletek

fazisképe azonos, mindkettd centrum, azonban a megoldasok periddusa a két rendszerben kiilonbozs. igy
amengyiben a palydkat egymtasba képezziik, akkor az id6atparaméterezése sziikséges, azaz a két rendszer

nem  konjugalt, viszont folyam-ekvivalens.

2.Ha a ¥ és ¥ dinamikai rendszerben van két-két periodikus palya, melyeken a periddusok aranya
kiilonbozd, akkor a két rendszer nem k -folyam-ekvivalens, viszont lehetnek ' ¥ _ekvivalensek.

A:(l f}) b’:(l f}q) |

3. Legyen 0 =1/ & 0 =2} Ekkor az &= Az és U= By differencidlegyenletek
fazisképe nyeregpont, azaz (" -ekvivalensek, viszont a palydk nem azonosak, ezért nem orbitalisan
ekvivalensek.

[QED]
2.2. 2.2 Linearis rendszerek ¢*-osztalyozasa

Ebben a szakaszban az i@ = Ax alaka linearis egyenleteket, illetve az Fn+1 = ATy Jinearis diszkrét idejti
rendszereket fogjuk osztalyozni az elobbi szakaszban ismertetett ekvivalencidk szerint. Vezessiik be az

LIR™) {.-1 R — R linedris leképezés|
ésa
GL(R") = {A € L(R") : detA # 0}
tereket. Ha A € LIR") | akkor az A matrixot az & = Az linedris differencidlegyenlet jobboldalanak

tekintjiik, ha pedig Ae GLR") , akkor az A matrixot az Tn+l = ATy diszkrét rendszert meghatarozo
leképezésként kezeljiik. Igy L(R") 4 folytonos, GL(R") pedig a diszkrét idejii linearis rendszereket
reprezentalja. A linedris rendszerek esetében a matrix altal meghatarozott dinamikai rendszer explicit mddon
megadhaté. Ha Ae L(R") , akkor az 4ltala meghatirozott dinamikai rendszer, (azaz az i = Az

I | ; i
differencialegyenlet megoldasa) ¥ (f:P) = € V. HaAE€GLR ), akkor az éltala meghatarozott dinamikai

rendszer, (azaz az “n+1 = ATy rekurzio explicit megoldasa) (n.p) = A"P A tovabbiakban két matrix
valamely tipusu ekvivalencidjan az altaluk meghatarozott dinamikai rendszerek ekvivalenciajat értjiik.
Hasznalni fogjuk még a kdvetkez6 ekvivalencia fogalmat.

2.7. Definicio Az A és I3 matrixok linedrisan ekvivalensek, ha 1étezik olyan o > ) és I invertalhaté matrix,
mellyel A = aPBP!

2.6. Allitas Legyen T = R ¢s k = 1,
1. Az A. B € L{R") matrixok pontosan akkor C'* -konjugaltak, ha hasonlok.

2. Az A. B € LIR") matrixok pontosan akkor ' * _ekvivalensek, ha linearisan ekvivalensek.

Bizonyitas. 1. Tegyiik fel, hogy az A és B matrixok C'* -konjugaltak, azaz létezik olyan h : " — R" C'* -

diffeomorfizmus, mellyel ft(2(t.p)) = ¥ (t. h(p))  azaz h(et'p) = e®'hip). Derivaljuk ezt P szerint, ekkor

B (etp) - e = B (p) (0)e™ =Bt h'(0) Derivéljunk most ¢

!

, majd helyettesitsiink P helyére nullat h
A 4 — B .

szerint, ekkor a W(0)e™ - A=e™-B-1'(0) egyenlethez jutunk, melyb8l a = (1 helyettesitéssel a

R(0)A = B - h'(0) dsszefiiggést kapjuk. Mivel h diffeomorfizmus, azért a W(0) matrixnak van inverze,

ezzel megszorozva az egyenletet A= h(0)"' B F-j(”), azaz az A és B matrixok hasonlok. Tegyiik fel most,
hogy az A és B matrixok hasonlok, azaz van olyan P invertalhato matrix, mellyel A = P~ BP . Ekkor a
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h(p) = Pp linearis fliggvény olyan C ¥ _diffeomorfizmus, amely a palyéakat egymasba képezi az iranyitas
megtartasaval, ugyanis Petlp = p‘fp_lﬁmf* =e"Pp,

2. Tegyiik fel, hogy az A ¢és B matrixok C'* -ekvivalensek, azaz létezik olyan h:R"™ — R™ C'* -
diffeomorfizmus, és @ : R x R" — R differencilhaté fiiggvény, melyekkel 1{¢(t.p)) = w(alt.p). hip)),
azaz Met'p) = B PR (p) Derivaljuk ezt P szerint, majd helyettesitsink P helyére nullat, ekkor
R(0)edt = Baltol . pr0) Derivéljunk most ¢ szerint, ekkor a R(0)edt .« A = eBalt0) . Ba(t, 0) - 1'(0)
egyenlethez jutunk, melybdl a t = () helyettesitéssel a W(0)A = Ba(0,0) - h'(0) Osszefliggést kapjuk. Mivel
i diffeomorfizmus, azért a W'(0) matrixnak van inverze, ezzel megszorozva az egyenletet, és bevezetve az

o = al0,0) jelslést, A =al/(0) 'BN(0) azaz az A és B matrixok linearisan ckvivalensek. Tegyiik fel
most, hogy az A és 3 matrixok linedrisan ekvivalensek, azaz van olyan P invertilhatdé matrix és cv > 0,

melyekkel A = aP~'BP . Ekkor a M(P) = PP lincaris fiiggvény olyan C* -diffeomorfizmus, amely a

—1 ¥,
g = _g”t,"“I B B‘”-!”p

palyakat egymésba képezi az 1. P) = 0t jdsatparaméterezéssel, ugyanis ety p=e

. [QED]

2.3. Megjegyzés A fenti allitas miatt a C' k -konjugaltsag és ekvivalencia tal finom osztalyozast ad k=1,

-1 0 -1 0
A={o o Lo -2 :
Hiszen példaul az és </ matrixok az 4llitas szerint nem C'* -konjugaltak, és

nem is C'* -ekvivalensek, viszont mindketté stabil csomét hatdroz meg, igy a dinamikai rendszerek palyainak
viselkedése kozott nem szeretnénk kiilonbséget tenni. Latni fogjuk azonban, hogy a két matrix C'”-konjugalt,
azaz k = ()-ra nem igaz az 4llités.

2.7. Allitas Legyen T = Z ¢és k=1 az ABeGLIR") matrixok pontosan akkor C' k -konjugaltak, ha
hasonlok.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az A és B matrixok ' k -konjugaltak, azaz a 4. Allitas szerint létezik olyan
h:R" — R C* -diffeomorfizmus, mellyel h(Ap) = Bhip) Derivaljuk ezt P szerint, ekkor
h'(Ap)A = BK (p) , majd helyettesitsink P helyére nullat, igy R(0)A = BR(0)  Mivel h

diffeomorfizmus, azért a h(0) matrixnak van inverze, ezzel megszorozva az egyenletet A= h(0)"' B 1’(”),
azaz az A és B matrixok hasonlok. Tegyiik fel most, hogy az A és I3 matrixok hasonlok, azaz van olyan P

invertalhaté matrix, mellyel A = P~ BP . Ekkor a hp) = Pp linearis fiiggvény olyan C'* -diffeomorfizmus,
amely a palyakat egymasba képezi az iranyitas megtartasaval, ugyanis PAp=BPp .

2.3. 2.3 Linearis rendszerek c°-osztalyozasa

Ebben a szakaszban a kovetkez6 kérdéseket vizsgaljuk.

1. Adott 4 B € LIR") matrixokrol hogy lehet eldonteni, hogy C'”ekvivalensek, vagy C'”konjugaltak?
2. Adott 4. B € GLIR") matrixokrol hogy lehet eldénteni, hogy ('konjugaltak?

Vizsgaljuk a kérdést el8szor az 2 = 1 dimenzids esetben.

2.3.1. 2.3.1 Folytonos idejli eset » = 1 dimenziéban

Tekintsiik az 3 = ax differencialegyenletet. Ha @ < (), akkor az origd globalisan aszimptotikusan stabilis,
azaz minden megoldas az origbhoz tart. Ha a > (), akkor az origd instabilis, a megoldasok végtelenhez
tartanak. Ha @ = (), akkor minden pont egyenstlyi pont. A 3. &bran lathaté a haromféle faziskép pozitiv,

negativ és nulla @ értékek esetén. Tehat az @ = ar és U = DY rendszerek, melyekben @ ® € B pontosan
akkor C'°-ekvivalensek, ha S8 @ =S80 b (A homeomorfizmus ez esetben lehet az identitas.)

10
XMLmind XSL-FO Converter



Differencialegyenletek és dinamikai
rendszerek

3. abra. Egyvaltozds, folvtonos ideji linedaris rendszerek harom osztalya.

2.3.2. 2.3.2 Diszkrét idejii eset » = 1 dimenziéban

Tekintsiik az Tn+1 = 0 rekurzidval definialt diszkrét idejii dinamikai rendszert kiilonbozs @ € &\ {0}

értékek esetén. Megjegyezziik, hogy a GL(R) halmaz azonosithato az ™\ 10} halmazzal. Mivel a rekurzié
mértani sorozatot definidl, azért a palyak viselkedése egyszeriien megallapithatd. Az alabbi hat osztalyt kapjuk a
(""-ekvivalencia szerint.

1. Ha e > 1, akkor pozitiv 40 esetén szigorian novd a sorozat, a 0 instabil fixpont.
2. Ha o = 1, akkor minden pont fixpont.
3. Hall < a < 1,akkora () stabil fixpont, minden megoldés 0-hoz tart monoton csokkenden.

4. Ha—1 < a < 0 akkor a0 stabil fixpont, minden megoldas 0-hoz tart, azonban eldjelvalté modon, ezért ez
nem ekvivalens az el8z&vel, mert a homeomorfizmus szakaszt szakaszba visz.

5. Ha @ = —1 akkor a megoldas oszcillal.
6. Ha@ < —1, akkor () instabil fixpont, azonban a sorozat eljelvalto, igy ez nem ekvivalens az @ > 1 esettel.

Az osztalyozas formalis igazolasihoz megadjuk a homeomorfizmust, amely a C'”-ekvivalenciat adja. Adott

a,b €RN\ {0} esetén keresiink olyan h: R — IR homeomorfizmust, melyre h{ax) = bh(x) teljesiil
minden x esetén. Keressiik a i homeomorfizmust a kovetkezd alakban:

Bz ™ hax =10
wr) o ' haxr <0
linh

Ha @0 >0 ¢ 2 = 0, akkor a ilax) = bh(x) egyenletbsl a®z® = br™, igy a® = b, azaz @ = . A h
fiiggvény homeomorfizmus, ha c¢ = (}, ez pedig akkor teljesiil, ha @ és & az 1 ugyanazon oldalon helyezkedik

el. Tehat, ha % = 1 akkor a két rendszer C' O _konjugalt, illetve, ha @0 € (0,1) akkor is ('°-konjugaltak.
(Egyszeriien lathatd, hogy negativ = értékek esetén is fennall a h{ax) = bh(x) egyenléség.) Hasonldé modon
lathato, hogy ha b<-1 , akkor a két rendszer C'” -konjugalt, illetve, ha @ be(—=1.0) akkor is C-
konjugaltak. A fenti hz) = |z[*sgn(z) homeomorfizmus segitségével tehat igazolhatjuk, hogy a C7 -
konjugaltsag szerint a GL(R) halmaz legfeljebb hat osztalyra bonthatd. Egyszeriien igazolhatd, hogy valdban

hat osztdly van, tehat a fenti kiilonboz6 osztalyok elemei egyméssal valoban nem C'”-konjugaltak, azaz nem
adhat6 meg mas homeomorfizmus, amely egymasba vinné a palyaikat.

2.3.3. 2.3.3 Folytonos idejii eset » -dimenzidban
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Tekintsiik az & = Az linearis differencialegyenlet-rendszert, ahol A 7 X 7 méretii matrix. A C'-osztalyozast
a stabil, instabil és centralis alterek segitségével lehet jellemezni, ezek definicipjdt;.és . lekfontosabb
tulajdensagait, foglaljuk Osszg"eldszor. Jeldlje a matrix sajatértékeit multiplicitassal . Jelolje

azt a bazist -ben, amely a matrix valds Jordan-normalformajat adja. Ezen bazis altalanos
meghatarozasa hosszabb elokészitést igényel, azonban a leggyakoribb ¢és a tovabbiakban eléforduld esetekben a
bazis az alabbi modon egyszeriien meghatarozhaté. Ha a sajatértékek valosak és kiilonbozok, akkor a
baziselemek éppen a megfeleld sajatvektorok. Ha vannak komplex konjugalt sajatérték parok, akkor az ezeknek
megfeleld komplex sajatvektor valds és képzetes része van a bazisban. Tobbszords sajatértékek esetén az
altalanositott sajatvektorok keriilnek a bazisba, ha a sajataltér dimenzidja kisebb, mint a sajatérték algebrai
multiplicitasay, Ha példaul  kétszereshsajatérték, de csak egydimenzids sajagaltér tartozik hozza, akkor az

altalanositott  sajatvektort az eg)ﬁ:nlet haﬁ&rozza meg, ahol az egydimg;qziés),gagj%g.akewt
kifeszitd (sajatvalitpty Megjegyceriik,-hagy ekkor  olyan  -tol fiiggetlen vektor, melyre ,
ugyanis . Ezen bazis segitségével az alabbi moddon definialhatd linedris

rendszerek stabil, instabil és centralis altere.

2.8. Definicié Legyen egy az A valés normélalakjat meghatarozo bézis {wr,....un} CR® Jelolje Ak azta
sajatértéket, amelyhez az Uk bazisvektor tartozik (1+ nem feltétleniil sajatvektor). Az

EJfA) = {{ug: Redi <0}, Eu(A) = {{u - Redy = 0}),

E(A) = ({ue: Redp =0}

altereket rendre az i = Az linearis differencialegyenlet-rendszer stabilis, instabilis, centralis alterének
nevezziik. ( ) a zardjelben levo vektorok altal kifeszitett alteret jeldli.)

Ezek legfontosabb tulajdonsagai az alabbi tételben foglalhatok ossze.

2.9. Tétel Az Es (A) , Eu(A) , E.(A) alterek rendelkeznek az aldbbi tulajdonsagokkal:
1. E.(A)® Eu(A) ® E.(A) = R"

2. Invariansak A -ra (azaz A(Ei(A)) C Ei(A) i=s.u.e ), és et —re.

3. Minden P € Ei(A) eseten ¢*'p — 0, hat — +00, s6t van olyan #£. @ > 0 hogy lep| < Kep| ,
hat = 0,

. F a e A - N
4. Minden P € Fu(A) egetén © “E* —+ 0 hat— —oo, sét van olyan L= ”, hogy le “P| < Le™|p| , ha
t<0,

1

0
0 —1 o . .
matrix altal meghatarozott nyeregpont

T T
esetében. Ekkor a matrix sajatértékei 1 és —1, az ezekhez tartozé sajatvektorok pedig (1,0)7 ¢ (0,1)
stabilis altér a fiiggdleges, az instabilis altér pedig a vizszintes koordinata tengely, amint a 4. dbra mutatja.

A= (
Az invarians altereket egyszerlien szemléltethetjiik az

igya

I'r i I‘"
_..:l-'f"I H‘-\""—r—
e —
oS [
\ |/
Wi
)
Ll
4. abra. Nyeregpont esetén a stabilis és instabilis altér egydimenzios.
12
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A (Y -osztalyozasban az invarians alterek dimenzidja fog alapvetd szerepet jatszani, erre vezetiink be
jeloléseket az alabbi definicioban.

2.10. Definici6 Az A matrix stabil alterének dimenziojat jelolje S(A) = dim(Ei(A)) instabil alterének
dimenzi6jat u(A) = dim (£, (A4)) , illetve centralis alterének dimenzidjat c(A) = dim({E.(A))

Egy A matrix spektrumat, azaz sajatértékeinek halmazat o(A) fogja jeldlni. Fontos szerepet fognak jatszani az
alabbi rendszerek.

ELR")={A e LR"): ReA# 0, YA€ a(A)}.
melynek elemeit hiperbolikus matrixoknak fogjuk nevezni a folytonos idejli esetben.

Elészor a hiperbolikus rendszerek (' -osztalyozasat fogjuk elvégezni, ehhez sziikségiink lesz az alabbi
lemmara.

2.11. Lemma
1. Ha s(A4) =7 akkoraz A ¢s —! matrixok C"°-konjugaltak.
2. HatlA) =n akkoraz A és I matrixok C'-konjugaltak.

Bizonyitas. Csak az elso allitast igazoljuk, a masodik kovetkezik ebbdl, ha azt a —A matrixra alkalmazzuk.
Négy lépésben bizonyitunk.

. I | .
a. Az @ = Ar differencidlegyenlet P pontbol indulé megoldasa *() = € P , az ¥ = —¥ megoldasa

y(t) =¢"'p | A kvadratikus Ljapunov-fiiggvényekrdl szolo tétel szerint 1étezik olyan B2 € R™™" pozitiv
definit szimmetrikus matrix, hogy a W@s(p) = (Bp.p) kvadratikus alakra L4Qs negativ definit. Jelolje
S:={peR":Qslp) =1} , az ezen kvadratikus alak altal meghatarozott ellipszoidot.

b. Az & = Ax differencidlegyenlet barmely nem nulla megoldasa pontosan egyszer metszi az S halmazt, azaz
Y AT
minden P € RB"\ {0} ponthoz 1étezik egyetlen Tip)e R hogy *© Ppes Ugyanis a
e o A b . Fu
Vi (t) = Qele™p) fiiggvény minden P € B\ {0} esetén szigortan monoton fogyé, és {1+l =0

. Fa__ . T . At _ o
lim_o V" = +o0 Nyilvan 7 - B" {0} = R folytonos fiiggvény, valamint Tletp) =71(p) —t
¢. A két rendszer palyait egymasba képez6 homeomorfizmus legyen

A+Iyr{p)

hip) ==« p, hap£0, ésh(0)=10,
Ennek hatisa a kovetkezoképpen szemléltethetd. A leképezés a P pontot elviszi az S halmazra az & = Ax
palyajan, majd ezt a pontot ugyanannyi ideig (7 (?) ideig) visszaviszi az ¥ = —¥ palyajan, lasd az 5. abran.

d. lgazoljuk, hogy fi homeomorfizmus, és a palydkat egymasba képezi. Az utdbbi azt jelenti, hogy

At =t F
he™p) =e"h(p) gz p =0 eseten nyilvanvalo, P 7 U esetén pedig
Ff[r'lrlf}:l y A+Irle Jl:r.lr .'I.I'I” p A+I(r(p) !:r.lrI“ ] .I-.I'lrl,-:lr rI” ; rh[ﬁ'b.
Mivel L1005 = Q25 negativ definit, azaz ¥ = —¥ palyai az S halmazt csak egyszer metszik, azért h

bijekcio (az inverze is hasonléan felirhato). A T fiiggvény folytonossaga miatt i1 és h™*

ponton kiviil. Tehat mar csak a (J-beli folytonossagot kell igazolni. Ehhez megmutatjuk, hogy

is folytonos a 0

lim e™"¢ 'I"'"'”:'I.'; = ),

el
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Mivel 771 € 5 g5 55 Kgrlitos, azért elégpigazolni, hogy M0 7(P) = =8¢ | azaz barmgglyoT poitiv
szamhoz 1étezik olyan , hogy legalabb ..}dg kell amig egy me§p1élé_§1 az hqlmﬁagrc’(lgg,[ﬁflf p) gombbe
eljut. Ehhez megmutatjuk, hogy létezik olyan , hogy minqi@nf Pl pontra , p2ez a
megoldasok nulldhoz tartasa alulrgljs;kerldipzott. (Nyilvan ekkor is ghulrol becsiilhetd.) Legyen  az a
negativ definif, magix melyrq) Qc(p) Aa|pmatri)negdtiy, @p##  matriy poitiv definitdsa miatt
1étezik ol‘ya{li] = () g%t_,u p) h(}g% g és mind‘en[i] =qQ r_"f?ﬁté}}fl Vezessiik
lﬁe‘[i?i?g(tf’“p] — 'l""‘(a'.](?r,-[tf(”p] tetsg{jlegp}s}a tﬁ'{ggﬁé}lyt. Ekker := 2 , tehat

V() melybol . Legyen . Ekkor a Gronwall-lemma
legegyszeriibb valtozata szerint , amit igazolni akartunk. [QED]

=S

5. abra. A h leképezés, amely az & = Ax rendszer palyiit az y = —y rendszer palyaira
képezi le.

Ezen lemma felhasznalasaval egyszeriien igazolhatdé a hiperbolikus rendszerek osztilyozasarol szolo alabbi
tétel.

2.12. Tétel Az A B € EL(R") hiperbolikus matrixok pontosan akkor C'” -konjugiltak és egyben C'7 -

ekvivalensek, ha s(A) = s(B) (Ekkor természetesen u(A) =u(B) i igaz, mivel a centralis alterek nulla
dimenziosak.)

A nem hiperbolikus rendszerek C'”-osztalyozasa az alabbi mély tételen alapszik, ezt bizonyitas nélkiil kozoljiik,
a bizonyitas meghaladja ezen jegyzet kereteit.

2.13. Tétel (Kuiper) Legyenek A B e L(R") olyan matrixok, melyekre clA)=c(B)=n_ gzek pontosan
akkor ('"”-ekvivalensek, ha linearisan ekvivalensek.

A fenti két tételbdl kovetkezik az alabbi teljes osztalyozas.

2.14. Tétel Az A B € LIR™) matrixok pontosan akkor ('”-ekvivalensek, ha s(A) = ""':B), w(A) =u(B) g

a centralis alteriikre megszoritva linearisan ekvivalensek (azaz Alg. ¢s Ble. linerisan ekvivalensek).

2.1. Példa Megmutatjuk, hogy a kétvaltozos linedris differencialegyenlet-rendszerek tere, azaz L(R?) nyolc
osztalyra bonthaté C'”-ekvivalencia szerint. Az osztalyokat a centralis altér dimenzidja szerint soroljuk fel.

1. Hac(A) = 0 akkor a stabil altér dimenziéja 0, 1 vagy 2 lehet igy harom osztaly van. Ezek egy-egy
egyszerll reprezentansa

1=(1) 4= 5) 2= (0 5),
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melyek rendre megfelelnek az instabil csomonak, vagy’ fokusznak, a nyeregnek, illetve a stabil csomonak,

vagy fokusznak. (A fokusz és a csomd egymdssal  -konjugaltak.) A fazisképeket a 6., 7., 8. abrakon
lathatjuk.

G. abra. Instabil csomd.,

7. abra. Nyeregpont.

8. dabra. Stabil csomd,

2. Hacld)=1 , akkor a stabil altér dimenzidja 0 vagy 1 lehet, igy két osztaly van. Ezek egy-egy egyszer(i

reprezentansa
10 -1 10
A= (n n) , A= ( 0 n) '

A fazisképeket a 9. és 10. dbrékon lathatjuk.
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9. abra. Végtelen sok instabil egvensilyi pont.

10. abra. Végtelen sok stabil egyensilyi pont.

3. Ha c(4) = 2, akkor a linearis ekvivalencia szerinti osztalyokat kell meghatarozni. Ha a nulla kétszeres
sajatérték, akkor két osztalyt kapunk, a tiszta képzetes sajatértékekkel rendelkezé matrixok pedig linearisan
ekvivalensek egymassal. Igy harom osztalyt kapunk, ezek egy-egy egyszerii reprezentansa

a0 01 i -1
A= (:1 n)' A= (:] n)' A= (1 r])'
A legutols6 megfelel a centrum pontnak, a masik ketté nem kapott kiilon elnevezést. A fazisképeket a 11.,
12., 13. abrakon lathatjuk.

11. dbra. Minden pont egyensilyi pont.
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12, abra. Egy egyenesen clhelyezkedo elfajult egvensilyi pontok.

e e
/ Ke“‘“\\' \
B e
VAN T
s

13. abra. Centrumpont.

A fentihez hasonldéan igazolhaté, hogy a haromvaltozos linearis differencialegyenlet-rendszerek tere, azaz
L(R?) 17 osztalyra bonthato ('"-ekvivalencia szerint. Az L(R") halmazt végtelen sok osztalyra bontja a C'7-

ekvivalencia, azaz végtelen sok kiilonb6z6 négy dimenzids linearis faziskép van.

2.3.4. 2.3.4 Diszkrét idejli eset n -dimenzidban

Tekintsiik az T&+1 = ALk rekurzioval definialt diszkrét idejii linearis rendszert, ahol A 7 X 1 méretli matrix.

s

A (% osztalyozast most is a stabil, instabil és centralis alterek segitségével lehet jellemezni, ezek definiciojat és

legfontosabb tulajdonsagait foglaljuk &ssze eloszor. Jeldlje a matrix sajatértékeit multiplicitassal ALy Ay -5 A
. Jelolje U1: Uz, ..., Un azt a bazist K" -ben, amely a matrix valds Jordan-normalformajat adja. Ezen bazis
segitségével az alabbi médon definialhatd linearis rendszerek stabil, instabil és centralis altere.

sajatértéket, amelyhez az Uk bazisvektor tartozik (‘¢ nem feltétleniil sajatvektor). Az

Ey(A) = ({ug : M| <11, Eu(A) = ({ug :

_,'I,.hl = l}:‘.
E(A) = ({ux - | M| =1}

altereket rendre az A € GL(IR") leképezés stabilis, instabilis és centralis alterének nevezziik. ( () a zardjelben
levo vektorok altal kifeszitett alteret jeldli.)

Ezek legfontosabb tulajdonsagai az alabbi tételben foglalhatok ossze.
2.16. Tétel Az ﬁ}(.»‘-‘l), Eu(A) , E+(A) alterek rendelkeznek az alabbi tulajdonsagokkal:
1. Eo(A) B Ey(A) & E(A) =R"

2. Invariansak A -ra (azaz A(Ei(A)) C E,-(A), i=su,0),
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3. Minden P € Es(A) eseten A"p — 0 han — +oo,
4. Minden P € EulA) eseten A "p = 0 han — +00.

A (U -osztalyozasban az invarians alterek dimenzidja fog alapveté szerepet jatszani, erre vezetiink be
jeloléseket az alabbi definicioban.

2.17. Definici6 Az A matrix stabil alterének dimenzidjat jeldlje s(A) = dim(E.(A)) , instabil alterének
dimenziojat t{A) = dim(Ewu(A)) illetve centrélis alterének dimenzisjat €(A) = dim(Ec(A))

Fontos szerepet fognak jatszani az alabbi rendszerek.

HL(E)={Ae GL(R") : |A

£ 1IVA € o(A)}.
melynek elemeit szintén hiperbolikus matrixoknak fogjuk nevezni, de a diszkrét idejii esetben.

A hiperbolikus rendszerek (C'”-osztalyozasahoz fel fogjuk hasznélni az alabbi lemmat.

2.18. Lemma Legyenek az < B € HL(R") matrixok € -konjugaltak, azaz létezik olyan h : R — R
homeomorfizmus, melyre 1(Ax) = Bh{(x) minden = € R" esetén. Ekkor

1 h(0)=0

2. h(E.(A)) = E(B J, azaz a h stabil alteret stabil altérbe visz; h(E.(A)) = E.(B)

alteret instabil altérbe visz,

, azaz h instabil

3. slA) = s(B) ulA) =u(B)

Bizonyitas. 1. A h{Azx) = Bh(z) egyenletb6l az = = () helyettesitéssel a h{0) = Bh(0) Osszefliggést
kapjuk, melybdl h(0) =0, ugyanis a £ matrix hiperbolikus, tehat az 1 nem sajatértéke.

2. Legyen T € E(A) | ekkor A" — 0, amint n — oo , igy h(A"x) = B"h(x) miatt B"h(T) is nulldhoz

tart. Ebbdl az kovetkezik, hogy h{x) a B stabil alterében van, tehat azt kaptuk, hogy h(E(A)) C E(B ).

1im 7, .
Hasonlé érvelést alkalmazva a h™! fiiggvényre, azt kapjuk, hogy h [ﬁ#(-’lj} C EL(B) , melybdl

E(B)Ch [EF[AJ) . Mivel mindkét iranya tartalmazas fennall, azért a két halmaz azonos:
h(E,(A)) = E(B)

3. Mivel Ei(4) homeomorfizmussal 4tvihets az £s(B) altérbe, azért dimenzidjuk egyenld, azaz
s(A) = s(B) melybdl u(A) = u(B) is kgvetkezik, hiszen a centralis alterek nulla dimenziosak. [QED]

Folytonos idejii dinamikai rendszerek esetében azt lattuk, hogy s(A) = s(B) nemcsak sziikséges, hanem
elégséges feltétele is két hiperbolikus rendszer C'”-konjugaltsaganak. Vizsgaljuk meg egy egydimenzios és egy
kétdimenzios példan, hogy diszkrét idejli esetben is elégséges-¢ ez a feltétel.

A=1, B=-

1
2.2. Példa Tekintsik az é 2 szamok (1 > 1 -es matrixok) altal meghatarozott linearis

rendszereket. Mindkettének egydimenzidos a stabil altere, azaz s(A) = s(B) =1 , hiszen mindkettének
nulldhoz tartd6 mértani sorozatok adjak a palyait. Azonban, amint a 2.3.2. szakasz elején lattuk, a két rendszer

egymassal nem C'”-konjugalt. Ott megmutattuk, hogy a GL(R) halmazt C " _konjugaltsag szerint hat osztalyra
lehet bontani.

Ez a példa tehat azt mutatja, hogy s(A) = s(B) nem elégséges feltétele a (7 -konjugaltsaganak. Ennek
ellenére érdemes megvizsgalni a kétdimenzids esetet is, mert ebbdl intuiciot nyerhetiink a hiperbolikus
rendszerek osztalyozasahoz.
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1
,«,_-(_1;) matrixokat, ahol I a 2 % 2-es egységmatrix. Mindkettdnek

4 1
2.3. Példa Tekintsik az 4 = 21 g {3

kétdimenzids a stabil altere, azaz ('™, hiszen mindkettéyiek [palldhgz2tartd sorozatok adjdk a
palyait. Megmuta,ti]l}l:]’gd.)ho_gp%;%.p rendszerek :rkcéljﬁgéltak. Olyan homeomorfizmust kell
megadni, melyre fennall minden esetén. A homeomorfizmust ugy adjuk meg, hogy

az origo6 kozept koroket onmagukba fyigye, és a sugaruktdl fiiggd mértékben forgassa el. Induljunk ki az egység
sugara korbdl, és de,t,flp%afh]ulg ez%ql(;f.}t onkényes modon, ]_T}ﬁ_gpedlg ezen kor hpontjalt hagyja helyben a
leképezés. Ekkor a  18&()° egyenlet miatt az sugari koron hatasa mar meghatarozott,
%evezetesen eztakort g rkal kellglforgatnia. A két kor kozotti gytiriiben ismét Gnkényesep ehet definiging-a
fiiggvényt. Ezutan az és sugaryy korok /Rozotti gyiriiben a fliggvényt mar a
gsg%f;n}et__ d&:&fmiﬁlja. Ezt kovetéen az és sug?rﬁ korok koiz%tl gyﬁﬁben felvett értékek a
egyenlet sg@sege\fd meghatarozzak értékét az és sugp,_ttl%;ikpp_ok_l%q,_zl:qm
gyurtiben. Hasonloképpen az ésh sugaru komok kdzotti gylriiben felvett értékek a
egyenletsegitségével meghatarozzak  értgkét az  és sugarﬁ}_kérék kozotti gytriiben. Kénnyen;rlﬁfgh-q(ipy(,
hogy a sugaru koron a forgatas szoge . Legyen tehataz* sugart kéipn a forgatds szoge ,
ezzel a fprgatas szoge a sugar folytonos fiiggvénye lesz, és esetén a szogl forgatast kapjuk. Ezzel

tehat a  leképezést a teljes sikon definidlhatjuk a fenti eljarassal. A fiiggvényt képlettel is meg lehet adni a
kovetkezOképpen

— .\11]1 ik  COS O

hiz) = R{—m= logs(|x|))z, ahol Ra) ( rosa Hm“)

A leképezés nyilvanvaldan bijekcid, folytonossaga csak az origdban szorul bizonyitasra, ezt az Olvasora bizzuk.

41 _ 1 —
Megjegyezziik, hogy 3 dimenzidban az A= i ¢ B=—31 matrixok, ahol I a 3 X 3-as egységmatrix, nem

(" konjugaltak. Azt lattuk tehat, hogy s(A) = s(B) nem elégséges feltétele a C'” -konjugaltsaganak. Az
elégséges feltételt a kovetkezd lemmaban fogalmazzuk meg.

2.19. Lemma Tegyiik fel, hogy s(A) =s(B)=n (vagy u(A) =u(B)=n ). Ebben az esetben A és BB
pontosan akkor C'*-konjugaltak, ha Sgndet A = sgndet B

Ennek segitségével megadhato a pontos feltétel hiperbolikus rendszerek C'”-konjugaltsagéra.

2.20. Tétel Az A B € HL{R") piperbolikus leképezések pontosan akkor €'*-konjugaltak, ha
. s(A)=s(B)

. sgn detA|g a4y = sgn detB|g, (s

. sgn detA|g, 4y =sgn detB|g, (s

4 1 _ _1
2.4. Példa A tétel szerint az A= 31 ¢s B =3l matrixok, ahol I az 7 X 7@ -es egységmatrix, pontosan
akkor (C'"-konjugaltak, ha n paros. Ugyanis ekkor a —! matrixnak is pozitiv a determinansa, mig paratlan n

esetén negativ. Amint tehat fent mar megmutattuk az

AN -1 9
IR

2.5. Példa A tétel alapjan egyszerien megmutathatd, hogy a hiperbolikus matrixok HL(R?) terét a (-
konjugaltsag nyolc osztalyra bontja. Ennek igazolasat, valamint az egyes osztalyokbdl egy-egy reprezentans
megkeresését az Olvasora bizzuk.

2.4. 2.4 Feladatok

matrixok C'”-konjugéltak.
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10 )
1. Az alabbi L(®?) matrixok kozil melyik C'*-konjugalt a ([] —1 matrixszal?

) (3 1) e

e
B =
=

Valasz: egyik sem.

10 )
2. Az alabbi LIE*) matrixok kozil melyik C'”-konjugalt a ([] —1 matrixszal?

10 -1 9 , —1
a=(30) m=(3 0). o= (4

B
—_

)

-

wale=

Valasz: C.

1 0 )
3. Az alabbi L(R?) métrixok koziil melyik C'”-ekvivalens a (” —1) matrixszal?

10 -1 9 , -1
A= (ﬂ 1) B=| 1) C={ i
Valasz: C.
1 0 0
0 -1 0
4. Az alabbi LIE®) matrixok koziil melyik C%-ekvivalensa M\ 1 1/ matrixszal?
100 300 -1 0 0
A=|0 L 0 B=|0 % 0}, C=(0 L 0
1 11 1 1 -1 1 1 =1

Valasz: B.
G %)
5. Az alabbi GL(R®) matrixok koziil melyik Cl-konjugalta \0 2/ matrixszal?

1o 30 . -3 0
a=(30). 2=(29). e=(39)

Valasz: egyik sem.
6. Az alabbi GL(R®) matrixok koziil melyik C®-konjugalta \0 2/ matrixszal?

1o 30 ) -3 0
a=(30). 2=(20). = (39)

Valasz: C.

2

7. Az alabbi L(R?) matrixok koziil melyik hiperbolikus, azaz melyik van benne az EL(R?) halmazban?
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0 2 1 -1 (3 2
. (— | r:) » B (z 3 ) » (ti -;)
8. Az alabbi G L(R?) matrixok koziil melyik hiperbolikus, azaz melyik van benne a H L(®?) halmazban?

a=(33) B=(%3) e=(32)

Valasz: B.

Valasz: A.

1

(0

0 )
9. Az alabbi rendszerek koziil melyik orbitalisan ekvivalens az ( -1 matrix altal meghatarozott linearis

differencialegyenlettel?
, 20 n yi + s
T : T, . 2 "3
0 -2 U —Yily2 — U3

3. 3 Lokalis osztalyozas, normalformaelmélet és a
HartmanGrobman-tétel

Valasz: Az elsé.

Tekintsiik az

x(t) = flxlt)) (1)

n -dimenzids autondm rendszert. Ez altaldban képlettel nem oldhaté meg, igy a legtobb informaciot a

megoldasokrdl a faziskép szolgaltatja. Az #(t) =P konstans megoldasokat az fp) =10 aigebrai
egyenletrendszer megoldasaval nyerhetjiik. Ezen # pontokat nevezzilk egyensulyi, vagy stacionarius
pontoknak. A trajektoridk viselkedése az egyensulyi pontok kis kdrnyezetében linearizalassal hatarozhaté meg.

Ez szemléletesen a kovetkezOképpen magyarazhatd. Az ylt) = =(t) —p fliggvényre a differencialegyenlet

g(t) = 2(t) = fz(t)) = f(p) + f(p)y(t) +r(y(t)) = f(pu(t) +r(y(t)

ahol r a maradéktagot jel6li. Mivel kis ¥ esetén ez kisebb nagysagrendii, mint a linearis tag (ha az nem tal
kicsi, pl. nem zérus), azért varhato, hogy a ¥ egyenstlyi pont egy kornyezetében a fazisképet az

y(t) = f'(p)y(t) (2)

un. linearizalt egyenlet, melynek matrixat Jacobi-matrixnak nevezziik, meghatarozza. Itt két dolgot kell
pontositani, egyrészt, hogy mi a nem tul kicsi linedris tag, masrészt, hogy milyen értelemben hatdrozza meg a
fazisképet.

Erre vonatkozoan a bevezetd Differencialegyenlet kurzusban az egyensulyi pont stabilitasat vizsgaltuk. Roviden
dsszefoglaljuk az ezzel kapesolatos eredményeket. Jelélje az (1) rendszer ¥(0) = P kezdeti feltételt kielégitd

megoldasat £ — ¥{f: ) ennek értelmezési tartomanyat £ (P) |

3.1. Definici6 Az (1) rendszer peR" egyensulyi pontjat stabilisnak nevezziik, ha minden £ > () szamhoz
1étezik olyan ¢ > 0 szam, hogy

qeR", |lg—p <98, t=0esetén |p(t.q)—p| <=
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Az egy¢nsilyj)pontt asgimptotikusan stabilisnak nevezziik, ha stabilis ¢s 7 fenti valasztasa mellett t— 400

esetén , lasd 14. abra. Az egyensulyi pontot instabilisnak nevezziik, ha nem stabilis.
- :'—;.‘ l.'.
C_i<=3) :
14. abra. Aszimptotikusan stabilis egyensiilyi pont.

Linearizalas segitségével a stabilitas kovetkezéképpen donthetd el.

3.2. Tétel

1. Ha az /'(P) matrix minden sajatértékének negativ a valos része, akkor P aszimptotikusan stabilis
egyensulyi pontja az (1) rendszernek.

o
2. Ha az [ () matrixnak van pozitiv valdsrészii sajatértéke, akkor ¥ instabilis egyensulyi pontja az (1)
rendszernek.

A fenti tétel azon esetekre vonatkozik, amikor a stabil altér 7t -dimenzios, illetve az instabil altér legalabb egy
dimenzios. Ennél altalanosabb allitas is megfogalmazhatd, mely szerint a stabil, instabil és centralis altérrel
azonos dimenzids invarians sokasagok léteznek a nemlinearis rendszerben. Ezeket az allitasokat nevezik stabil,
instabil és centralis sokasag tételnek, melyeket a kovetkez szakaszban targyalunk. Ebben a szakaszban azt
vizsgaljuk, hogy egy adott rendszer egy pontjahoz hogyan adhaté6 meg egy nala egyszeriibb rendszer, melynek
fazisképe topologikusan ekvivalens a vizsgalt rendszer fazisképével az adott pont egy kornyezetében. Ennek
pontos megfogalmazasahoz bevezetjiik a lokalis ekvivalencia fogalmat.

3.3. Definici6 Legyenek (M- %) (N. %] dinamikai rendszerek, » € M | ¢ € N. A ¢ dinamikai rendszer a
P pontban lokalisan ' ¥ _ekvivalens (konjugalt) a %" dinamikai rendszerrel a ¢ pontban, ha van ¥ -nek olyan
U kornyezete, és 7 -nak olyan V' kdrnyezete, és h : U — V C* -diffeomorfizmus, amely a palyakat egymasba
képezi (az id6 megtartasaval), és hip) =q.

A lokalis  vizsgalat  alapgondolata  az, hogy az ! figgvény P  pont  korili
fla)=fp)+ () (r—p)+... sorfejtésének tagjai meghatarozzak a lokalis fazisképet. Jelen
szakaszban az ezzel kapcsolatos tételeket targyaljuk, melyeket vazlatosan az alabbi moédon foglalhatunk 6ssze.

» Kiegyenesitési tétel: A nem nulla konstans tag meghatarozza a fazisképet.

» HartmanGrobman-tétel: A hiperbolikus linearis tag meghatarozza a fazisképet.

* Normalformak: A rezonans magasabb foku tagok meghatarozzak a fazisképet.

A Kiegyenesitési tételt itt fogalmazzuk meg, ez tehat a nem egyensulyi pont koriili lokalis viselkedésre

vonatkozik. A tétel szerint egy nem egyensilyi pontban a rendszer lokalisan C' g -konjugalt azzal a rendszerrel,
melynek palyai parhuzamos egyenesek. A HartmanGrobman-tételt és a normalformakat az alabb kovetkezd két
szakaszban targyaljuk.

3.4. Tétel (Kiegyenesitési tétel) Ha () # U akkor © = f(¥) egyenleta P pontban és az ¥ = [(P) egyenlet

az origoban lokalisan C'* -konjugaltak (amennyiben J € c* ). Azaz, ha f(P) # 0 vagyis P nem egyensilyi
pont, akkor a sorfejtés konstans tagja meghatarozza a fazisképet.
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15. abra. Kiegyenesitési tétel.

3.1. 3.1 HartmanGrobman-tétel

Legyen D C R" cgy ssszefiiggd nyilt halmaz, / * £ = 1" egy ! (folytonosan differencialhaté ) fiiggvény,
p* € D olyan pont melyre J (") = 0_ Jelslje az

x(t) = flx(t)) (3)

differencidlegyenlet Z{0) = P kezdeti feltételt kielégitd megoldasat *(t) = ¥(£.P) | Haszndlni fogjuk a

ep) = ¢(t,p) jelolest, ezzel ¥e:R" = R" A (differencislegyenletnek P° egyensilyi pontja. A
HartmanGrobman-tétel 1ényege, hogy az egyenstlyi pontban a (3) rendszer fazisképe lokalisan topologikusan

konjugalt a linearizalt rendszer fazisképével. Legyen A= f(p') ap pontban a Jacobi-matrix, ekkor a
linearizalt rendszer

g(t) = Ayl(t) (4)

3.5. Tétel (Hartman-Grobman) Legyenek 1), rop olyanok, mint fent, valamint tegyiik fel, hogy az A
matrix hiperbolikus, azaz semelyik sajatértéke nem nulla valosrészii. Ekkor a (3) rendszer a " pontban és a (4)
rendszer az origoban lokalisan topologikusan konjugiltak. Azaz létezik a P pontnak olyan /' C "
kornyezete, az origonak olyan V' C " kornyezete és olyan h : I/ — V' homeomorfizmus, melyre

hlw(t,p) (-'l"lh[p] (2)

At o h .

minden P € U ¢s minden olyan t € B esetén, melyre #(6:7) € U Rgviden h o1 = ¢
A tétel bizonyitasa a kdvetkezd 1épésekbdl all.

1. Megmutatjuk, hogy feltehetd P = 0,

2. Kiterjesztjiik az ! fliggvényt az egész " térre ugy, hogy egy adott gomboén kiviil megegyezzen a sajat
linearis részével. Megmutatjuk, hogy elég a Kkiterjesztett rendszer és a linearizalt rendszer globalis
topologikus konjugaltsagat igazolni. Ezt nevezik a HartmanGrobman-tétel globalis valtozatanak.

3. A globalis valtozatot visszavezetjiik a leképezésekre vonatkozo (globalis) HartmanGrobman-tételre.

4. Bebizonyitjuk a leképezésekre vonatkozo (globalis) HartmanGrobman-tételt.

Hasznalni fogjuk az alabbi jeloléseket:
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B.={peR": |p <r}

CYR",R") = {g:R" =+ R" : g folytonos}

CHR".R") = {g: R" = R" : g folytonosan differencidlhaté }
CYR"R") = {g:R" = R" : g folytonos és korlitos}

a € COR™R") jlletve b € CH{R™,R") esetén
lallo = supla]  [[Bllx = [bllo + [|E]|o
-

Miel6tt a bizonyitas 1épéseire ratérnénk, megfogalmazzuk az HartmanGrobman-tétel fent emlitett valtozatait.

3.6. Tétel (globalis Hartman-Grobman-tétel) Legyen A € LIE") hiperbolikus, @ € C*(R™. 2"} yalamint
f=A+a . Jelolje most is a (3) rendszer megoldasat ©(+P). A rendszernek az origd az egyensulyi pontja.

Ekkor létezik olyan 1 = () szdm, hogy ha az & kompakt tartoju és teljesiil ra llal[y < v , akkor létezik olyan
fo: R"™ — " homeomorfizmus, melyre

h(g(t,p) = e™h(p) (6)
minden P € " &5 minden t € R esetén.

3.7. Tétel (Hartman--Grobman-tétel leképezésekre) Legyen L e GL(R") hiperbolikus, azaz I, olyan matrix,
melynek nincs 0 és 1 abszolutértékii sajatértéke. Ekkor létezik olyan H = 0 szam, hogy minden olyan

¥ i T Y - L] i T s
F € CHR",R") fiiggvényhez, melyre | F'[r < pe , 1étezik egyetlen ¥ € Cy(R",R ], melyre H=id+g
homeomorfizmus, és

Ho(L+Fy=LoH. (7)

3.1.1. 3.1.1 A bizonyitas 1. |épése

3.1. Allitas Tegyiik fel, hogy P = 0 esetén igaz a HartmanGrobman-tétel. Ekkor tetszéleges P esetén igaz.

Bizonyitas. Legyen [:R" — R" a kovetkezd eltolss [(P) =P—P" | Legyen ¥ E—R"
ylt) = x(t) —p" Ekkor () = &(t) = flx(t)) = f(y(t) + ") azaz ¥ megoldasa az

y(t) = glylt)) (8)

differencialegyenletnek, ahol 9 = fol™  Ennek az egyenletnek az origd egyensulyi pontja. Jeldlje a
differencialegyenlet ¥(0) = kezdeti feltételt kielégité megoldasat ¥'(*:@) . Egyszeriien lathaté, hogy
Pt g)=wlt.q+p") =" azaz

loy =iyol. (9)

Mivel a (8) egyenletre a feltevés szerint igaz a HartmanGrobman-tétel, azért van olyan hi1 homeomorfizmus,
melyre

hiovy =coh, (10}
ahol A =g'(0)=f'(p") Komponaljuk a (10) egyenletet jobbrol [ -lel, ekkor hioyrol=etohol

Alkalmazva a (9) Osszefliggést hiolow =c"ohiol Bevezetve ah =hiol jelolést a kivant allitast
kapjuk, mivel /i , két homeomorfizmus kompozici(')j aként, maga is homeomorfizmus. [QED]
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3.1.2. 3.1.2 A bizonyitas 2. |épése

Az alabbi kiterjesztési lemma segitségével bebizonyitjuk, hogy a HartmanGrobman-tétel globalis valtozatabol
(6. Tétel) kovetkezik a lokalis (5. Tétel). A lemmat nem bizonyitjuk.

3.8. Lemma Legyen J € CI(BH.-R”], és legyen A= f(0) Minden v > 0 szamhoz létezik olyan r > () és
a € CYR"R") melyekre

1. minden [Pl <7 esetén alp) = f(p) — Ap
2. minden [P| = 27" esetén @(p) =0
3. el < v,

Bizonyitas.[5 Tétel bizonyitasa] A 3.1. Allitas szerint elegendd a tételt P* = 0 esetén igazolni. Legyen 1 == () a
6. Tételben adott érték (ez csak az A matrixtol fiigg). Ehhez a kiterjesztési lemma szerint valasszuk meg az
r>0 szimot ¢s az @€ CH{R"R") fliggvényt. Legyen f=A+ta , & jelslie az Tlt) = flz(l))
differencialegyenlet megoldasat 20p) . Ekkor a B: gdmbon az I oes ? fiiggvények megegyeznek, igy
pE B, ¢ 0lt.p) € Br egeten P 2) = 2(1,2) . Mivel az a fliggvényre teljesiilnek a 6. Tétel feltételei,
azért e tétel szerint létezik olyan i : R* — ™ homeomorfizmus, melyre /! © P = ol gukor U =B,
h=hlv ¢V = h(B;) valasztassal teljesiil a bizonyitandé allitas. [QED]

3.1.3. 3.1.3 A bizonyitas 3. lépése

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a leképezésekre vonatkozé HartmanGrobman-tételb6l (7. Tétel)
kovetkezik a globalis HartmanGrobman-tétel (6. Tétel).

Bizonyitas.[6 Tétel bizonyitdsa] A konstans variaciés formula szerint az i(t) = Ax(t) + a(z(t))
differencialegyenlet ¥(0) = P kezdeti feltételt kielégitd megoldasara fennall

t
wlt, p) = [r'“:i f /-[f'l” "‘".u|:1_’_'{.-;,|.'1-] Jds .
0

Eztat = 1 esetre alkalmazva

1
,’_'.'{I.Ir}] = (-.-lj-,l } f{-"ht ".'“[1_"_‘{_\“!'?] |l!"‘1 N {]l}
1]
Legyen

1

L - [\.-1 ({'H .!;'.[_II'J‘] _ /.f‘"!' 1 '.:Irt':;"l‘:l'j}] :|1|_,\; .

o

Valasszuk meg a M = 0 szamot az L matrixhoz a 7 Tétel szerint. Egyszertien megmutathat6, hogy van olyan
v = () szam, melyre lallt < v eseten [ F]l1 < gt

Mivel az A matrix sajatértékei nem nulla valosrésziiek, azért az L matrix sajatértékei nem egy

’ . 0 n 1
abszolutértékiiek. fgy teljesilnek a 7 Tétel feltételei, tehdt 1étezik egyetlen olyan 9 € 3 (R™ R")

fennall

, melyre
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(id+gle(L+F)=Lo(id+g) . (12)

Megmutatjuk, hogy a ' = i+ 9 vilasztassal teljesiil a bizonyitandé allitas, azaz 1 © w1 = €' o i | Ehhez
elegendé megmutatni, hogy az

alp) = e Mhip(t.p))

képlettel definialt fiiggvény megegyezik a i fiiggvénnyel. Ez viszont fenndll, ha megmutatjuk, hogy az @ — id

- 3 0 m 1
fiiggvény is teljesiti (12)-t, és igaz @ —1d € G (R R")
allitast fogjuk most igazolni.

, ugyanis a 9 fiiggvény egyértelmii volt. Ezt a két

A (12) egyenlet szerint
h(e(1.p)) = e hip)

minden P € " eseten. igy

lao (L + F)](p) = alp(l,p)) =e Mh{p(t.o(1,p)) = Yh(p(t + 1,p)
e Mhlo(1, p(t.p))) = e M h( ot p)) = ete M h( ot p)) = (L oa)(p).

tehat az @ — 1d fiiggvény is teljesiti (12)-t. Mésrészt

(o —id)(p) = Mh(o(t.p)) — p=e"M(h{o(t.p)) — 2(t.p)) + e Y o(t.p) — p.

A jobboldal els6 tagja azért korlatos (# -ben), mert h —id korlatos " -en, a masodik tag pedig azért korlatos,
- [ |
mert nagy [P esetén @(P) =0 igy az egyenlet linedris, tehat ¥1:P) = ¢ 'P . Ezzel tehat belattuk, hogy
a—id € CHR™,R™) | o aei1x .
b , amibdl a tétel kovetkezik. [QED]

3.1.4. 3.1.4 A bizonyitas 4. lépése

Bizonyitas.[7 Tétel bizonyitasa]

A bizonyitast 6t 1épésben végezziik el.

1. Legyen az L matrix valés Jordan normalformajat eléallitd bazis {e1 62, ent | az ezekhez tartozo
sajatértékek legyenek A1, Azy-An Legyenek

E, = span{er : |M] < 1}, Eu =spanfer: |\ > 1}

az L matrixhoz tartozo stabil és instabil alterek. Ezek nyilvan invaridnsak L -re (azaz L(E) C Es &
L(Ey) C Evy valamint £ @ Eu =R" | egyenek

Ly=Llg., L.=Llg

Megmutathaté (most ennek igazolasat mell6zziik), hogy az {ere2. . en} bazis megfeleld valasztasaval
fennall [|Ls]l < 1 ¢s [[£,1]] < 1. Legyen

LILY < 1.

r = max{||Ls

2. Ebben a pontban megmutatjuk, hogy létezik olyan /= U szam, melyre IF |y <1t esetén az L+ F
fliggvény invertalhat6. A globalis inverzfiiggvény tétel alabbi alakjat alkalmazzuk.
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Globalis inveggfiiggyény tételylpgyen £ KO (R™ ") melyre minden 7 € B esetén 1etezik ¢/ (P) ", ¢
létezik olyan , hogy . Ekkor  homeomorfizmus.

Legyen most @ = L+ 1" ekkor @ =L + ' Ez¢rt van olyan # > 0 melyre |11t < it esetén teljesiilnek
a globalis inverzfliggvény tétel feltételei (ezeket itt részletesen nem ellendrizziik), igy L + # homeomorfizmus.

3. Most a (7) egyenletet olyan alakra hozzuk, hogy 7 meghatarozasara a Banach-féle fixponttétel alkalmazhatd
legyen.

Egyszertien 1athatd, hogy a (7) egyenlet ekvivalens az alabbival
FigelL+F)=Log. (13)

Kompondljuk ezt az egyenletet el6szor jobbrol az (L+F)! fliggvénnyel, majd balrél az L' fiiggvénnyel.
Ekkor a kovetkezd egyenleteket kapjuk

g=—Fo(L+F) "' +Logo(L+F)™", (14)
L'oF+L'ogo(L+F)=g, (15)

Mivel £ @ Eu =R" 3761t mind az ', mind a 9 fiiggvény esetében bevezethetjiik az £ s+ B = L
Ir:l.‘-\(iu : R” _}- ‘&‘“

és az fliggvényeket olyan médon, hogy fennalljon
g=gst+gu ¢é F=F+F,.
0 n T 0 n T
Nyilvanvaléan 9 < Co(R™ R} ecetén igaz U5 Gu © Cp(R™,R") 4. Definialjuk a T operatort

0 n il
g € C(R",R") esetén a kdvetkezdképpen.

T(g)=Logeao(L+F) '—Foo(L+F) '+ L Yoguo(L+F)+L Yo F,. (16)

H

Megmutatjuk, hogy ha 9 fixpontjaa T operatornak, akkor ** = id + g megoldasa a (7) egyenletnek. Ugyanis

tetszoleges P € 1" esetén
(Logeo(L+FY '—Foo(L+F) Yp)eE, és (L 'oguo(L+F)+L Yo F,)(p) € E..

fgy 9= 9« + 9. miatta 1(9) = 9 egyenlet csak tigy allhat fenn, ha az alabbi két egyenlet teljesiil

Logoo(L+F)'—F,o(L+F)'=g, és L'oguo(L+F)+L 'oF, =g..
Ezekbol
Log.=geoL+ F)+F, és Logy,=guol(L+F)+ F,.

Osszeadva a két egyenletet és felhasznalva L linearitasat, a (13) egyenletet kapjuk, amely ekvivalens a (7)
egyenlettel.

0 n T
4. Ebben a pontban megmutatjuk, hogy megfelelé normat vélasztva a Cp(R™ R téren a T' operator a teret
onmagaba képezd kontrakcid, igy a 9 fiiggvény létezése és egyértelmiisége a Banach-féle fixponttételbodl
kovetkezik.
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0 i T 0 T T
Nyilvanvalo, hogy ]"R'fnértelmezve van az egész Cy(R™,R") téren, és barmely ¥ € C(R"R ]l[@s]etén allg)
ﬁiggvénj( az egész (j}:qhgm,zmlly'rtelmezett folytonos fliggvény. Eldsz6r megmutatjuk, hogy korlatos is,

azaz a  operator a teret dnmagédba képezi. Ugyanis a (16) jobboldalan 4ll6 minden tag egy
korlatos fiiggvényt definial. Példaul az utolsé tag esetében

(L7 e F)(p)| = L7 "Ful@)] < 1711 Flo

fennall minden ¥ € 2" pontra. Hasonléan a tobbi tagra is.

= (‘;";;J[Rn’ Rn)

Végiil belatjuk, hogy T kontrakcié. Legyen I esetén

. = |

g Gallo + {|Gullo -
0 T T

Koénnyen igazolhato, hogy a Cp(R", R")

kontrakcid. Ehhez felhasznaljuk, hogy

tér ezzel a normaval Banach tér. Megmutatjuk, hogy ekkor T

(T(g)s=Logie(L+F) ' =F.o(L+F)™",
(T(@)u=L ' ogue(L+F)+ L "' oF,,

valamint, hogy -9 € CY(R™R") coeten (9+7)s = g5 +7,
Q’E c C!?[Rn’Rn)

, 6s (9+T)u=0u+Tu | Tetszoleges

esetén

IT(g) = T(@lls = [[(T(g) — T(g))s

lo +11(T(g) — T(g))ullo =

lLogio(L4+F) ' —Log,o(L+F) o+ ||L ' oguo(L+F)—L 'og,o(L+ F)|o =

sup |Lags (L + F)"'(p)) — Lag, (L + F) ' (p)|+

pe B

L. gu((L+ F)(p)) — L, 'G.((L + F)(p))| <

sup
J._“:Ri.

.l‘.--.

[ Zallllgs = Fallo + L3 g = Fullo < v(lI(g = Fsllo + (g — Tullo) < #(llg — 3l .

g = C;;J[Rn, Rn)

Tehat r << 1 miatt T' kontrakcio, igy létezik egyetlen fixpontja.

5. Ebben a pontban megmutatjuk, hogy a H=id+g fliggvény homeomorfizmus. Ehhez azt hasznaljuk fel,

hogy a H fliggvény inverzére a (7) egyenlethez hasonld egyenlet irhatd fel, melynek szintén egyértelmii a

" 0 T n
megoldasa. Ugyanis a 3. és 4. pontbelihez hasonldan igazolhaté, hogy 1étezik egyetlen olyan 9 € C)(R",R")

fliggvény, melyre
(L+ F)eo(id+g")=(id+g")o L. (17)
Masrészt a (7) egyenletet az I* = () esetre alkalmazva azt kapjuk, hogy az
Lo(id+g)=(id+g)el . (18)

egyenletnek csak a 9 = 0 fiiggvény a megoldésa.
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0 il n 3
Megmutatjuly* hogy ha 9 < CRRNR") (7) egyenlet megoldasa, akkor a 1 = 14+ 9 figgvény inverze a
figgvény. Az (7) és (17) egyenletbol

LoHoH =Ho(L+Fl)oeH =HcocH oL,

— " . — = 0 il n
Legyen 9 = H © H" —id gzl tehat 7 a (18) egyenlet megoldasa. Ha megmutatjuk, hogy 9 € Cy(R™R")

,akkor 9 =0 azaz id = H o H* . Ez pedig kdvetkezik az alabbibol:
g=HocH —id=(id+glolid+g")—id=g"+golid+g") .

mivel a jobboldalon all6 fliggvény nyilvan folytonos és korlatos. Hasonléan igazolhatd, hogy id = H* o H |
igy H folytonos bijekcid, amibdl kovetkezik, hogy homeomorfizmus. [QED]

Az alabbi példakkal azt mutatjuk meg, hogy, ha a linearis rész nem hiperbolikus, akkor eléfordulhat, hogy a
linearizalt rendszer lokalis fazisképe kiilonbozik a nemlinearis rendszer lokalis fazisképétol.

3.1. Példa Tekintsiik az alabbi kétvaltozos rendszert.

r=-—y— _r.r,a" -z (19)
g=x—1y —zy (20)

A = (f} —1)
Ennek linearis része az origoban, mint egyensulyi pontban az 10 matrix, amely centrum pontot
hataroz meg, azaz a linedris rész nem hiperbolikus. Az origd ebben a rendszerben stabilis fokusz, amit
polarkoordinatikra vald transzformaldssal egyszeriien igazolhatunk. Vezessiik be az 1 és ¢ fliggvényeket az
x(t) = r(t)cos(@(t)) y(t) = r{t)sin(o(t)) transzformacios képletekkel. Ezekbél

T =71 ecms(d) — rdsin(o), y = rsin(d) + rocos(d).

Az elsd egyenletet CO5(9) -vel, a masodikat SI(@) -vel szorozva, majd a két egyenletet Ssszeadva és
felhasznalva a differencidlegyenleteket, az ©* = —r? differencidlegyenletet kapjuk. Hasonloképpen az elsd
egyenletet S11(?) _vel, a masodikat cos(®) -vel szorozva, majd a két egyenletet kivonva és felhasznalva a
differencialegyenleteket, a @ = 1 egyenlethez jutunk. fgy az r fliggvény szigortan monoton fogyd modon

nulldhoz, a ¥ fiiggvény pedig szigortian novekedden végtelenhez tart, ezért az origéd stabil fokusz, amint a 16.
abran lathato.

A (19)-(20) rendszer fazisképe.

3.2. Példa Tekintsiik az alabbi kétvaltozos rendszert.

i=—y+ay +a (21)
j=x+y +a'y (22)
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0 -1

-3
Ennek linedris része az origbban, mint egyenstlyi pontban az 1.0 matrix, amely centrum pontot
hatdroz meg, azaz a linedris rész nem hiperbolikus. Az origo ebben a rendszerben instabil fokpsz, amit
polarkoordinatakra( ¢ yalor (wpnszfosmalassals ) egyszerien (dgagplhatunk. Vezessik be ismét az és
fiiggvényeket az , transzformacios képletekkel. Ezekbol

T =7 ocos(d) — rasin(ad), i =7rsin(a) + rocos( o),

Az elsé egyenletet coS(®) -vel, a masodikat $1?) -vel szorozva, majd a két egyenletet Gsszeadva és
felhasznalva a differencidlegyenleteket ©* = r* . Hasonloképpen az elsé egyenletet sin(®) _vel, a masodikat

co8() vel szorozva, majd a két egyenletet kivonva és felhasznélva a differencialegyenleteket @ = 1. igy az r

és ¢ fliggvény is szigortian monoton ndvekedden végtelenhez tart, ezért az origd instabil fokusz, amint a 17.
abran lathato.

A (21)-(22) rendszer fazisképe.

3.2. 3.2 Normalformak

Legyen PR = B 1 sz0r folytonosan differencialhatod fuggveny, melyet roviden fe c* fog jelolni.
Sokszor feltessziik, hogy ! akarhanyszor differencialhato, ezt feC= fogja jeldlni, ha ped1g I analitikus i is,

azaz sorba fejthetd, tehat sorfejtésének van Osszege, és az eldallitja ! -et, akkor az fecs jelolést hasznaljuk.
A normalformak levezetésének alapgondolata a koévetkezs. Az r(t) = flx(t) differencialegyenlet
egyszerlsitése céljabol vezessiik be az y(t) fliggvényt az ¥ = = h{y) osszefiiggéssel, ahol i diffeomorfizmus.

Ekkor az ¥ fiiggvényre a dlfferenmalegyenlet az alabbi médon kaphaté meg. Az *(f) = hiy(t)) Osszefliggést
derivalva & = W'(y) - U, masrészt * = = fl@) = F(My) miae ()5 = (1) azaz az v fliggvényre
az Ult) = gly(t)) differencialegyenletet kapjuk, ahol az I s 9 kozott fennall

R . g= fobh. (23)

Ez tehat a 2.5. Allitas szerint athelentl hogy az ©(t) = f(x(t)) & y(t) = g(y(t)) dinamikai rendszerek C*

-konjugaltak, amennyiben h & CF A el olyan h fuggveny valasztasa, hogy a 9 sorfejtésében minél
kevesebb tag legyen (ekkor véarhatéan egyszeriibb meghatirozni az ¥ -ra vonatkozé fazisképet). A h
transzformacio segitségével tehat 1ényegében eltiintetjiik a jobboldal sorfejtésének azon tagjait, amelyek nem
jatszanak szerepet a faziskép meghatarozasaban.

A lokalis fazisképet egy P egyenstlyi pont koriil fogjuk vizsgalni. Elokészitd 1épésként toljuk el az egyensulyi
pontot az origdba, és hozzuk a linearis részt Jordan-normélalakra. Azaz vezessik be az ¥ = T — P (j
fiiggvényt, erre a differencidlegyenlet ¥ = 9(¥) ahol 9(¥) = f{¥ + P} A linedris rész Jordan-normalalakra
hozasahoz legyen I> € ™™™ invertalhatd matrix, és vezessiik be az 0j ¥ fiiggvényt az = = £’Y linedris
transzforméacioval. Ekkor £¥ = JJ[‘”':“)}, azaz ¥ = 9(u), ahol 9(y) = P Y f(Py) . Ekkor az ¥ = 9(y)
io6beli i-matri g0)y=P 1. f{0)- P i S i-matri
rendszer origobeli Jacobi-matrixa Y = az eredeti Jacobi-matrix  Jordan-
normalalakjanak valaszthato, ha a /7 matrixot alkalmasan valasztjuk. A tovabbiakban tehat feltessziik, hogy az
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#(t) = f(x(t)) rendszer egyensulyi pontja az orig6, és a linearizalassal kapott 1'(0) Jacobi-matrix Jordan-
normalalaku.

A tovabbiakban célunk a magasabb foku tagok kitranszformalasa, melyet el6szor az egydimenzids esetben
mutatunk be. Legyen tehat J(#) = Ar +ar - 2" + 0(x") anol r = 2 g5 0(T") egy olyan fiiggvényt jeldl,
amely csak r -nél magasabb foku tagokat tartalmaz, azaz x" -nel osztva nulldhoz tart, amint = — (). Keressiik a
I fliggvényt ha) =z + hy 2" polinom alakban. Nézziik meg, hogy a (23) 6sszefiiggés alapjan elérhet6-e,
hogy a 9 fiiggvény 9(7) = Az +0(x") glaka legyen. Mivel Wix)=1+r-h -z’ l, azért feltételezve,
hogy 9(7) = Ax +0(x") 3 (23) bal oldala

Kix)glx) = Az + Arh.a" + o(z"),
masrészt a (23) jobb oldala
_,I"{h[.r]:l = Ax + Ah.x2" + a.x" +olx").

Igy a két oldalon szerepld r -ed foku tagok egyiitthatoit egyenlévé téve az Arh, = Ah, + a, Osszefliggést

kapjuk, melybél a h fiiggvény ismeretlen by egylitthatdja meghatarozhatd, ha A#0

2y

fip = ——,
A — 1)

Ezzel azt kaptuk, hogy az egydimenzios esetben, ha a linearis rész nem nulla, akkor minden magasabb foku tag
kitranszformalhatd. Pontosabban megfogalmazva a tagok eltlintetése a kovetkezOképpen torténik. ElGszor egy

Hy(w) = & + hy - 2* fliggvényt  valasztunk, melyben ha = az/A  Ekkor a G2 fiiggvény
Galz) = Ar +0(2?) alaka és teljesiti a (23) egyenletet, azaz Hy Gy=foHy  Euan a
Galz) = Az + bya® + o(a?) fiiggvényhez keresiink egy f13lr) =+ hy - 2 fiiggvényt. Ebben
hs = bs/2A , ekkor Galz) = Ar + 0(z%) alaka ¢s teljesiti a (23) egyenletet, azaz Hy Gy =GyoHy,
Legyen most 't = Hs 0 Hy ekkor I = (Hj 0 Hs) - Hy joy

f oh= f = .H_r =) H.'L = ”.Iré ~(r2) o H;i = [”J_:-C' H'l] . [("3'3‘ H'!.]\J =
|:.H:;. [a] H_-;:l . H-; * f:‘; |'|lIl '(llji.

Tehat f o h =" Gy ami azt jelenti, hogy a 12 ¢s H5 leképezések egymas utani alkalmazasaval kapott i

transzformacié mind a masodfoku és a harmadfoku tagokat kitranszformalja az ! sorfejtésébdl. Az eljarast
folytatva, ha a Gl fiiggvényt, melyben csak k—1.ed és magasabb foku tagok vannak, mar meghataroztuk,
akkor a Hx fliggvény hy egyiitthatojanak megfeleld valasztasaval elérhetd, hogy a

H., -G = G 0 Hy

egyenlet altal meghatarozott G fliggvény sorfejtésében ne legyenek k -nal kisebb foku tagok. fgy végiil a
h=HyoHzo... végtelen kompozicid segitségével az Osszes nemlinedris tag kitranszformalhat6, azaz

fennall a (23) egyenlet a 9] = AT inearis fiiggvénnyel. Itt természetesen kérdés a végtelen kompozicio
konvergencidja, melyr6l a szakasz végén megfogalmazunk egy tételt. A tovabbiakban a fenti eljarast
kiterjesztjiik az 1 -dimenzids esetre.

Tekintsiik tehat az £(f) = flx(t)) rendszert, melynek egyensulyi pontja az origod, és a linearizalassal kapott
4 . . . .
A= f{0) jacobi-matrixrol tegyiik fel, hogy diagonalis. Legyen tehat

fir)=Ar+alx)+olx ),

ahol
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A=
[ A,

diagonalis és a() csak 7 -ed foku tagokat tartalmaz, azaz alr)

RN (7 ] .

Ej=@y g reeen r,", mMmptme+ -+ My =7r1

alak(l tagok linedris kombinacidja, ahol €i € R"™ az i -edik egységvektor (7 -edik koordinataja 1, a tobbi
koordinatéja 0). Példaul n = 2, r = 2 esetén @) az alabbi térnek eleme:

i (). (5 (3)- (3 (o) (D)}

Tehat az T(t) = F(x(t)) rendszer az alabbi alakba irhat6

. 2 2 3
1 = Mry + aspx] + anrirs + teers +o(r”)

T2 Aaira + !;31..:"f + bryae + lfnr_:.r::: + f?[J':!]

TetszOleges 1 és T esetén () a hasonléan definialt

Vi = span{e; - o™ - 23 -0 oty ot ma e 4m, =1, i=12...,n}

n

térnek eleme. Keressiik a # homeomorfizmust /(%) == + H(x) alakban, ahol H () € V: is r -ed foka
tagok linearis kombinacidja. Célunk a H olyan vélasztasa, hogy a (23) egyenlet altal meghatarozott 9

fiiggvényre glx) = Az + o(x") teljesiiljon. Irjuk fel a (23) egyenlet bal és jobb oldalat.

(fohlz)=Ar+ AH(z)+talz+ Hilz))+olz") = A+ AH(x) + alx) +o(z")
mivel @(x + H(x)) = alx)+0(2") az a sorfejtésének felhasznalasaval. Méasrészt
h"(.r} cglr) = (1 + H'[.J']:I Az +o(z")) = Ax + H'[.r] s Ar +olx").

A jobb és bal oldal r -ed fokt tagjainak egyiitthatdit egyenlévé téve kapjuk a H fliggvényre vonatkozo,
ugynevezett homologikus egyenletet

H'(r)Ar — AH(x) = a(x).

Vezessiik be az La : Vi = Vi linearis leképezést, amely egy H fliggvényhez a homologikus egyenlet bal
oldalat rendeli hozza, azaz

(LaH)(x) = H'(x)Ax — AH(z).

A homologikus egyenletnek tehat pontosan akkor van minden @ € Vi esetén egyértelmii megoldésa, ha Ly
bijekcio, azaz fennall a kdvetkez6 allitas.

3.2. Allitas Ha 0 nem sajatértéke az La leképezésnek, akkor az r -ed foku tagok kitranszformalhatok.

Nézziikk meg, hogy hogyan hat az Ly leképezés a Vi fenti megadasadban szerepld baziselemekre. Ehhez
my 'F'mg

----- -il"’”” . PR P4
1 e “n jelolést.

=

vezessik be az
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3.9. Lemma

Ly(e;x™) = ex™ ( Z MyAp — .-’t,) .
k=1

ahol az Mk szamok az m koordinatai, > A2+ - -+ An az A matrix diagonalisaban 4ll6 sajatértékek.

Bizonyitas. Most tehat

0

% N ML Ty
H(z)=ex™ = | x["x5? ... 2]
0

igy
[0
0
AH(z) = ea™ = | N2y .t | = Aegr™.
()
\ 0 /
Mésrészt
[0 \
1]
H'(r)= m.’f mais m,
0 )
\ 0 )
és
r‘tl.f'l
AaTa
Ax = .
’Hattf‘n
melyekbdl
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[ n
H'(r)Ax TN Ay epr™ Z M.
( k=1

A fentiekb6l

H'(r)Ar — AH(x) = ;2™ ( z My A — ,‘k,) .

k=1

amit bizonyitani akartunk. [QED]

A lemma szerint tehat az La leképezés sajatértékei a Dimr A — Ai szamok, a sajatvektorai pedig az
eir™ alaku fiiggvények. Mivel ezek a fliggvények feszitik ki a Vr teret, azért pontosan annyi sajatértéket
talaltunk meg, amennyi a ¥+ tér dimenzidja. Igy az 6sszes sajatérték 2 k=1 A = A glakban eléallithato,
ami azt jelenti, hogy amennyiben ezek nem nulldk, akkor az La leképezés bijekcid. Vezessiik be ezen
sajatértékek alapjan a kovetkezd fogalmat.

3.10. Definici6 Az A matrix sajatértékeit rezonansaknak nevezziik, ha van olyan * € {L,2,...,n} , és vannak
[

olyan 11,72, - M nem negativ egészek, melyekre M1 + My 4.+, > 2 g M= 2=t A

Amennyiben ez fennall, akkor az e tagot rezonans tagnak hivjak.

Ha tehat az A matrix sajatértékeit nem rezonansak, akkor az La leképezés bijekcid. Ez pedig azt jelenti, hogy

crer

részével C* -konjugalt, s6t C'™ -konjugélt. A végtelen kompozicié konvergencisja megfeleld feltételek mellett
igazolhatd, ezt fogalmazzuk meg az alabbi tételben.

3.11. Tétel (Poincar\'e tétele)

1. Ha A sajatértékei nem rezondnsak, akkor az i = flx) egyenletbdl minden tag kitranszformalhatd, azaz
formalisan megadhat6 olyan transzformacio, mellyel a rendszer ekvivalens az ¥ = AY linearis rendszerrel,

ahol 4 = (0],
2. Ha A sajatértékei nem rezonansak és a sajatértékek halmazanak konvex burka nem tartalmazza 0-t C -ben,
akkor & = f{) ¢s ¥ = Ay az origéban lokalisan €' -konjugalt.

3.3. Példa Ha a rendszer n. = 2 dimenzios, akkor masodfoku rezonans tagok a kovetkezOképpen fordulhatnak
eld.

1 [[h,g], ”'}L] +4 j-_."'._- .-"l.| V. .a‘u_-

m =(1.1). l-AM+1-d=Mv. A2
mo=(2.0), 2:M40:-A=XVv. A

Ha példaul M1 = 0 vagy A2 = 0 akkor az 7 = (1. 1) valasztassal rezonanciat kapunk, azaz az T172 tagot
nem lehet kitranszformalni.

3.3. 3.3 Feladatok
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1. Ha a rendszer n = 2 dimenzids, és az A matrix sajatértékei 1, akkor az alabbi tagok koziil melyek
rezonansak?

o

(A) &y, () ff (C) x5
Valasz: (C).

2. Ha a rendszer n = 2 dimenzids, és az A matrix sajatértékei =1, akkor az alabbi tagok koziil melyek
rezonansak?

"l

(A) mare. () ff (C) zix5
Valasz: (C).

4. 4 Stabil, instabil és centralis sokasag tétel

Linearis rendszerek esetében bevezettiik a stabil, instabil és centralis altereket a 2.8. Definicidban. Ezen alterek
invaridnsak, azaz a trajektoridk nem hagyjak el azokat. Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy nemlinearis
rendszerek esetében ezen alterek szerepét a stabil, instabil €s centralis sokasag veszi at. A stabil és instabil
sokasag tétel bizonyitdsa technikailag egyszertibb, az els6 szakaszban ezekkel fogunk foglakozni, a centralis
sokasag tételt kiilon szakaszban targyaljuk.

4.1. 4.1 Stabil és instabil sokasag tétel

A tétel szemléletes megértéséhez eldszor vizsgaljuk meg az alabbi két egyszerii rendszert.

4.1. Példa Tekintsiik a nyeregpontot meghatarozo

.|:';| —ar
T2 = T2
linearis rendszert. Ebben a stabil altér, E, , a vizszintes koordinata tengely, az instabil altér, -&‘_u, pedig a

fiiggdleges tengely, amint a 18. abran lathatjuk. Vegyiik észre, hogy az E, ¢s £ altereken kiviil nincs mas
olyan egydimenzids altér, azaz origon athalado egyenes, amelyet a palyak nem hagynak el, azaz invarians lenne.

_,.l-"'f - e,
Ll T ] —
— p——
i
- -

A stabil és instabil alterek a 4.1 példaban.

Az alabbi példa azt mutatja, hogy a fenti linearis rendszer kis nemlinearis perturbacigja hogyan valtoztatja meg
az invarians altereket.

4.2. Példa Tekintsiik az
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nemlinedris rendszert. Az els6é egyenlet fliggetlen a masodiktol, megoldasa *'1 (t)=e"c1 Eny behelyettesitve a

I}l:’a.?ﬂdg( ot ‘eg;/g’r_ﬂ%ﬂfg, _ énm?ogén linearis  egyenletet ka[;)Fll.i _rtnlelyet (0)8 eg_ lehet  oldani:

. Ezek a megoldasok f_telj,gsﬁilgaﬁ , kezdeti feltételt.
F2T 3 = t
Ygﬁbiuk éj_{@e,:hﬂgy amennyiben a kezdeti feltételre fennall, akkor minden id6pontban igaz
.Azaza
1t={mJysE%rge%=n}

halmaz invaridns, a palydk nem hagyjak el. Az ezen halmazbdl induld trajektoridk az origdhoz tartanak, ezt
fogjuk stabil sokasagnak hivni, hiszen ez vette at a stabil altér szerepét. Az instabil sokasagot egyszeri{ibb
meghatarozni, hiszen a fliggéleges koordinatatengely invarians, és ezen a trajektoriak végtelenhez tartanak, tehat

az invarians sokasag ez esetben a Wo={(0.2) e R*: & €R} J1¢r. Az invarians sokasagokat a 19. abra
mutatja.
’ \
II \
A |w\
Vs
’//-r 5 "‘w,:}\.
] &, o NN
/ N | SN\
v 3. 4 E\\\\

A stabil és instabil sokasagok a 4.2 példaban.
4.1.1. 4.1.1 Altalanos eset

A fenti motivalod példak utan térjiink rd most az altalanos eset targyalasara. A sokasag fogalmanak technikai
részleteit szeretnénk elkeriilni, ezért a sokasagokat fliggvény grafikonnal fogjuk helyettesiteni. Megjegyezziik,
hogy a sokasag a gorbe ¢és a feliilet fogalmat altalanositja, igy az absztrakt fogalom helyett gondolhatunk ezekre,
az érdekl6d6 Olvasonak ajanljuk Perko konyvének [16] 2.7. fejezetét.

Legyen fR* =R folytonosan differencialhatdo  fiiggvény, melyre fO)=0  az &= flx)
differencialegyenlet-rendszernek tehat az orlgo egyensulyl pontja, egy P pontbol induld6 megoldast szokott
modon jeldljon e(t.p) . Tegyiik fel, hogy az 110} Jacobi-métrixnak nincs nulla valosrészii sajatértéke, az B,
és Fu stabil és instabil alterei pedig & , illetve 7 — & dimenzidsak.

4.1. Tetel (Stabil és instabil sokasag tétel) Megadhaté az origonak egy U/ komyezete, valamint vannak olyan
Wi ENU = By g ELMU — £y folytonosan differencialhaté fiiggvények, melyekkel a

W = {(g. W(q)) ER": g€ E,NU}Y é& W™ ={(rd(r)) €eR": re E.AU}

k: -dimenziés lokalis stabil sokasag és 7 — k dimenzios lokalis instabil sokasag rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal. (Megjegyezziik, hogy a fenti 4 és () vektornak k koordinataja, az r és W(4q) vektornak

pedig 7 — F koordinataja van.)

p Wi

e o e
s pozitivan invarians, " u

negativan invarians.

goloe - yoloe -
2. Az origbban W™ &rinti az Es alteret, Yo pedig az £ alteret,

3. Ha P € Wi aior 182 @2 =0
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4 Ha P €W akkor 1, #LEP) =0
Bizonyitas. Elegendé a stabil sokasagra vonatkozo allitdsokat igazolni, ugyanis az i = —f(x) egyenlet stabil

sokasaga megegyezik az &= flz) egyenlet instabil sokasagaval. A tétel stabil sokasagra vonatkozd részét
harom 1épésben bizonyitjuk.

1. Lépés

El6szor a linedris részt Jordan-normalalakra transzformaljuk. Az F0) matrix J ordan-normalalakja:

B0
(2 9).

ahol B € R*** minden sajatértéke negativ valosrészii, és €' € R" F*F

minden sajatértéke pozitiv
=t
valosrészli. Jelolje P azt a matrixot, amely az F0) matrixot Jordan-normalalakra hozza, azaz
. 1 _ - Do
PRO)P = Vegessiik be az ¥ = Pz uj valtoz6t. Ekkor

i=Pi=Pf(x)=Pf(0)z+ P(f(x)— f(0)x)
= Pf(0O)P i+ P(f(P'%) — f(0)P'¥)
azaz
i=Ji+a(i), (24)
ahol @(0) =0 € R" ¢5a'(0) =0 € R™™" A tovabbiakban tekintsiik az & fiiggvényre vonatkozo egyenletet.
Erre az egyenletre vonatkozdan
f:.'.. - {Ir: ER :pry1=pgr=...p =0}, f:_',, 2 {;J ER" itpp=p=.._m [I}-.

Tehat a (24) egyenletre vonatkozoan az B™ teret felbonthatjuk egy & dimenzids altér és egy 7@ — k dimenzios

alter  direkt ~ Osszegére. A stabil  sokasaghoz ~meg  fogunk adni  olyan k  valtozos
Vw1 Yiazs - U0 2 Bs U = B go1vionosan differencialhato fiiggvényeket, hogy a

halmaz pozitivan invarians legyen, és a beldle indulo trajektoridk az origdhoz tartsanak. A 20. dbran az n = 3,
k =2 esetbena %3 fiiggvényt lathatjuk, melynek grafikonja a két dimenzios stabil sokasagot adja meg.
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20. abra. A stabil sokasagot n = 3 és k = 2 esetén a 3 fliggvény grafikonja hatarozza

meg.

. e e, . ~ . . A , Ji/tee i1:
Mivel az 0] és régi valtozot az & = Px osszefliggés koti Ossze, azért a (24) egyenlethez tartozo W™ lokalis

. Lyisleoe  isloe | . . . . . .
stabil sokasagbol a PWE = Wo™ linearis transzforméacioval kapjuk az eredeti egyenlet lokalis stabil
sokasagat. Tehat elegendd a Jordan-normalalaku linearis résszel rendelkezo (24) egyenlet esetében igazolni a

i loe qloe .
tételt. A tovabbiakban ezért ezt az egyenletet tekintjiik, és W helyett a W jelolést hasznaljuk.
2. Lépés

Mivel a (24) rendszer direkt Osszeg alakl, azért célszerli az alabbi jelolések bevezetése. TetszOleges U € R
vektor esetén legyen ¥ = s + tu ahol

i f ]

) (L™ 0
’ “ ! " “k +1

] \ v,

0 0 0
e (B 0). 0= (0 0).

Ha = megoldéasa a (24) rendszernek és @ = @s + @ akkor az s és Tu fiiggvényekre fennall

Legyen tovabba

'jln = J_;.I'_., t r'J'_..,[.F'] {‘;r-]}

Ty = Juru + aulrx). (2G)

Alkalmazzuk a konstans variacios formulat a (24) egyenletre, ekkor

t
x(t) t*'”;J+f e’ Tha(z(7))dr.
0

n {1Hr 0
e = v .
0 ot

A konstans variacios formulat alkalmazhatjuk a (25) és (26) egyenletre is.

melyben
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£
T (t) = r'r'r;l., r / e =Tha(z(r))dr (27)
Jo
[ 4
rult) r'r"r;.l., 4 [ elnlt ﬂﬁ{.r[r]]:lr, (28)
Jo

ahol

ot e 0 . ra 0 0
-l - g e -
‘ 0o o) F° 0 oCt):

ezért 't = 0 azaz e’'as = ¢’*'a , és hasonl6 modon e’lag = 0 migtr e™'an = e’a
; : ) =p,+ P o P = (PLaPe. P 0,000
A stabil sokasag egy ' = Fs T Pu pontjaban s sP2oe Pl Uy W)
o= (0, . 001, ..., LT IR Paln, ..., ;.u,.'jl}.r\

és ez utobbiakat ugy kell megvalasztani a P1:P2. ... . Pk szamokhoz, hogy a ¥ pontbdl indulé megoldas az

. . lima,(t) =10
origohoz tartson ¢ — oo esetén, azaz fennalljon t—+= ult)

Py + fnme T a(z(7))dT =0

. A (28) képlet alapjan ez akkor allhat fenn, ha

mivel a -/u matrixban szerepld ' métrix sajatértékei pozitiv valosrésziiek,
igy eut normaja végtelenhez tart. A Pu vektor ilyen valasztasa mellett

x,lt) = —f";"r/- e T Ta(x(7))dr.
o i
Helyettesitsiik ezt be az T = Ts T Tu sszefliggésbe, ekkor

t ™
z(t) = e’'p. + / el r.'“{-l'f.r‘]‘.lilr—/ e’ Ta(x(r))dr. (29)

] o f

A 3. Lépésben megmutatjuk, hogy az origd egy alkalmas [/ kdrnyezetét valasztva, minden Ps € £« MU pont

g/ loe
Az ezen fluggvények segitségével definialt W™ stabil altérre pedig teljesiilnek a tételben megfogalmazott

g loe
allitasok, ugyanis egy szintén a 3. Lépésben igazolando becslés alapjan, ha P € W, , akkor a (29)

lim z(t) =0 azaz rll}& w(t,p) =10

megoldasaként kapott & fiiggvényre i—+x , . Mésrészt a (29) fenti levezetésébol

§7lae li ot =) . q/loc . . . .
lathato, hogy P E W™ esetén b #lt.p) nem teljesiilhet, ezért W pozitivan invarians. Ugyanis, ha
§/ o §/ o
egy P € Wo™ pontbol indulé megoldas elhagynd a V" halmazt, akkor nem tarthatna nulléhoz f — oo
esetén.
3. Lépés

Igazoljuk, hogy ha a s € £ pont elég kozel van az origéhoz, akkor van olyan = fiiggvény, amelyre fennall a

lim x(t) =0
(29) egyenlet, és erre a fliggvényre Py r(t) . Az = figgvény létezését szukcessziv approximacidval
bizonyitjuk. Vezessiik be a folytonos, korlatos fliggvények X = Gy([0, +0c). R") terét, és azon az
[l = SUP[0,4+0) ] normat. A (29) egyenlet jobb oldalan szerepld kifejezés alapjan vezessiik be a

T:X X
' ~
(T(2)) (1) eln, + [ el g (z(7))dr —f e Ta(r(7))dr
o () 4

operatort. Nyilvanvalo, hogy T' az egész X téren értelmezve van, és egyszeriien igazolhatd, hogy az X térbe
képez. Azt kell igazolnunk, hogy a T' leképezésnek van fixpontja, amely tehat megoldasa a (29) egyenletnek.
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Legyen To € X | 70 =0 &s képezzik az Tn+1 = L'(Zn) rekurzioval az (#n) C X fiiggvénysorozatot.
Teljes indukcidval igazolhato, hogy
Klpe

¥

|"'..'. &1 |,f I - 'rrl['|l :Il E

ahol K > 0 és @ > () olyan szamok, melyekkel minden f = ( esetén fennallnak az
I:.‘..I'_I'” r__ I;'l:[' [ -r’."l." | o .I'_l'“ < f\rl:' et

becslések, melyekben o = (1 . Ebbdl kovetkezik, hogy (wn) € X Cauchy-sorozat, igy mivel X teljes
metrikus tér, azért konvergal egy @ € X fiiggvényhez. Igazolhaté, hogy T folytonos, ezért az Tn+1 = 1 (n)
rekurziobol m — oo esetén azt kapjuk, hogy + = T(x) | azaz megkaptuk a kivant fixpontot. Ezenkiviil

belathato, hogy lz. (8] < Ce™™ minden £ > 0 esetén, igy ugyanez teljesiil az x fiiggvényre is, ami a
nulldhoz tartasat igazolja. [QED]

4.1.2. 4.1.2 Globalis sokasagok

§/ o §/ o
A WS o W, sokasag segitségével definialhatjuk a globalis sokasagokat. Ezek rendszerint mar nem adhatok

meg fiiggvénygrafikonként, ezért a tovabbiakban sokasagként hivatkozunk rajuk. A stabil sokasdgot gy
definialjuk, hogy a beldle induld trajektoridk az origbhoz tartsanak. Mivel az origbhoz tartdé palydk az origd
kozelében a lokalis stabil sokasdgban haladnak, azért a globalis stabil sokasagot célszerti a kdvetkezoképpen

definialni.
W, = et W)

]
Az instabil sokasdgot ugy hatdrozzuk meg, hogy a beldle indulé palyak ¢ — —0oC esetén tartanak az origdhoz.

Mivel az ilyen palyak az origd kdzelében a lokalis instabil sokasdgban haladnak, azért az instabil sokasagok a
kovetkezoképpen definidljuk.
Wo = elt. ™).

=0

A globalis stabil és instabil sokasagnak kozos része is lehet, egy ilyen példat mutat a 21 abra. Az ezen
bemutatott rendszernek homoklinikus palyaja van, amely mind a stabil, mind az instabil sokasagnak része.

21. abra. Homoklinikus pdlya, amely a stabil és instabil sokasdg kizis része.

4.2. 4.2 Centralis sokasag tétel

A centréalis sokasag tétel megfogalmazasa eldtt vizsgaljuk meg a kdvetkezo példat.

4.3. Példa Tekintsiik az
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r=zxy rt

y=-y- 27
rendszert, és vizsgaljuk a lokalis fazisképet a (0,0) pont kdrnyezetében. A linearizalassal kapott Jacobi-matrix

0 0 )
([) —1 , ennek sajatértékei () és —1. Az origd tehat nem hiperbolikus egyensulyi pont, igy a lokalis

faziskép linearizaldssal nem hatarozhaté meg. Mivel van egy negativ sajatérték, azért a stabil sokasag tétel
szerint az origdban a rendszernek van egy egydimenzids stabil sokasidga, amelyben a palyak az origéhoz
tartanak. A fejezet végén meg fogjuk mutatni, hogy a ) sajatértékhez tartozd sajatalteret érinti egy invaridns
centralis sokasag, amelyben a palyak viselkedése egy egyszerli egyvaltozos rendszer vizsgélataval eldonthetd.

4.2.1. 4.2.1 Altalanos megkozelités

Tekintsiink ismét egy & = f{r) alaki 4ltalénos autondém rendszert, melyr6l feltesszik, hogy az origd

. B 0
_ ro= (82
egyenstlyi pontja, azaz f(0) =0, “/ , ahol B sajatértékei () valosrésziiek, C' sajatértékei

_ y)
pedig nem () valdsrésziiek. A rendszer tehat az (: jeloléssel az alabbi alakba irhato.

= By + gly. z) (30)
=0+ hiy, 2). (31)
ahol feltételezziik, hogy 9 és i derivaltja az origdban zérus.

4.2. Tétel (Centralis sokasag tétel) Letezik az origonak egy olyan U/ kornyezete és létezik olyan
Yo BN U — Eo@ By differencialhato leképezés, melyre fennallnak az alabbiak.
1. ¥0)=10 P(0) =0

godloe i\ . + T . . . . . g doe
2. AW ={(pe.0(pe)) s pe € EcNU} 1okalis centralis sokasag lokalisan invarians, azaz ha ¥ € We™ ¢

plt.p) € U akkor #(t:p) € W™

Bizonyitas. A tétel bizonyitasa a technikai nehézségek miatt meglehetdsen hosszq, itt csak az alapgondolatat

y(t ])
ismertetjiik vazlatosan Chow és Hale konyve [6] alapjan. Tekintsiink egy (Pe: ¥'(Pe)) pontbol indulé (: (£)
megoldast. Erre az invariancia miatt fennall

y = By + gly.v(y)) (32)
=Cz+ by dly)). (33)

A masodik egyenletre alkalmazzuk a konstans variacios formulat a £ = 7 kezdOpontot valasztva.

t
+(1) ‘r'r r) z(7) 4 /{f'-r Hfr(.u[-‘\]-;(.U'l-"‘:'})'l"‘

Legyen T < () és helyettesitsiink ¢ = () értéket a képletbe.

0
p) = 2(0) = e 7« 2(7) 4 fr r"‘.h(H[.«],.«~|Ilr;|:.\|}):l.q (34)
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Tekintsiik azt az esetet, amikor ' sajatértékei negativ valosrésziiek. (Az altaldnos eset Aagonlé modon

targyalhatd.) Mivel a centralis sokasagban halad6 megoldasokra idében visszafel¢ haladva értéke nem
tarthat végtelenhez, azért

lim e “Tz(7) =0,
T

igy a (34) egyenletbdl
|
ip.) f e~ hi yis), Piyls)))ds,

Adott ¥ fiiggvény esetén tehdt képezzik a (32) differencidlegyenlet megoldasat az ¥(0) = Pe kezdeti
feltétellel, majd ennek segitségével definialjuk az aldbbi operatort.

)
(T pe) [ 0 r.“.nrnlglr[.-i )ty s)))ds.

Errél igazolhato, hogy egy megfeleléen valasztott Banach-téren kontrakcid, igy a Banach-féle fixponttétel
szerint van fixpontja, amely a kivant ¥ fiiggvényt adja. [QED]

A centralis sokasag tétel az aldbbi kovetkezménye, a redukcids tétel, segitségével alkalmazhato a lokalis
faziskép meghatarozasara. A tétel bizonyitasa Carr [3] konyvében talalhaté meg.

4.3. Tétel (Redukcids tétel) Tekintsiik a (30)-(31) rendszert, amely teljesiti a fent megadott feltételeket. Legyen
¥ az origdban a centralis sokasagot meghatarozo fliggvény. Vezessiik be az Un. centralis sokasag redukcidval

az alabbi rendszert.

= Bu+ qglu, (u) (35)
v = C'y, (36)

ahol tehat a hiperbolikus részben a linearis részt hasznaljuk. Ekkor a (30)-(31) rendszer és a (35)-(36) rendszer
lokalisan topologikusan ekvivalens az origdban.

4.1. Megjegyzés Ez a tétel a HartmanGrobman-tétel altalanositasa olyan esetre, amelynél a linearis rész nem
hiperbolikus. A tétel dimenziocsokkentést tesz lehet6vé, hiszen az u fiiggvényre vonatkozo, alacsonyabb
dimenzios rendszer fazisképének meghatarozasaval a teljes rendszer fazisképe meghatarozhat6, mivel a
fiiggvényre vonatkoz6 hiperbolikus linedris rendszer fazisképe egyszeriien vizsgalhato.

A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy a redukcids tétel praktikusan hogyan alkalmazhaté a lokalis faziskép
vizsgalatara.

4.2.2. 4.2.2 A centrdlis sokasag approximacioja

A redukcios tétel alkalmazasdhoz ismerni kell a centralis sokasagot megado Y fliggvényt, amelyet explicit
moédon kivételes esetektdl eltekintve nem tudunk kiszamitani. Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a
centralis sokasag kozelitd kiszamitasa is elegendd a faziskép jellemzéséhez.

4 [:” — (U(ﬂ)
Vilasszunk egy centralis sokasdgon halado z(t) megoldast. Erre az invariancia miatt fennall

2(t) = V(1)) melyet differencialva © = ¥'(¥) ¥ fgy
Cy + hy. v(y)) = ¢'(v) - (By+ gly. (1)) (37)
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egy ujabb egyenletja ¥ fiiggvényre. Bar a Banach-féle fixponttétel alkalmazaséra ez nem ad lehetdséget, arra
alkalmas, hogy a  sorfejtésének tagjait ennek segitségével megh%,.t.a'rozzuk. Az alabbi approximacios }j[étel
szerint, ha a fenti egyenlet valamilyen -ed rend tagig fennall egy  figgvényre, akkor ez a fliggvény -ed
rendben kozelitia  fliggvényt.

4.4. Tétel (Centralis sokasag approximacioja) Legyen *.-;' B NU — B By olyan fiiggvény, melyre
1. (0)=0 ¢'(0)=0

2. (37) teljesiil 7 -ed rendben.

Ekkor [¥(y) — P ()| = O(y|") azaz ¥ ¢s ¥ sorfejtése T -ed rendben megegyezik.

Az eddigi eredmények alkalmazasaként tekintsiik ismét a szakasz elején bemutatott példat.

4.4.Példa

T =zxy T’ (38)
y=—y— 2a°. (39)

(00
—4/  az E. stabil alteret a (0-1) | az E. centralis alteret pedig az (1:0) vektor adja
W)

Ekkor

meg. Keressilk a centralis sokasagot meghatarozd figgvény kozelitését az alabbi alakban:

V() = agr® + a3z + .. It tehat felhasznaltuk, hogy a centralis sokasidg a centrélis alteret érinti az
origdban, azaz ( megadhat6 = fliggvényeként. Ekkor az invariancia miatt ylt) = *.-':"(”'[”), melyet derivalva
y(t) = ¢'(x(t)) - @(t) Helyettesitsiik be ebbe az egyenletbe az = és ¥ derivaltjat a differencialegyenletbdl.
Ekkor a —¥(x) — 22% = o'(x)(z - (x) + 2%) egyenletet kapjuk a ¥ fiiggvényre. Fejezziik ki ebben a ¥’ -t
a sorfejtésének tagjaival, majd tegyiik egyenlévé az egyenlet két oldalan szerepld azonos hatvanyhoz tartozo

tagokat. Ekkor 22 egyiitthatéibol a —@2 — 2 = 0 gsszefiiggést kapjuk, melybdl @2 = —2 fgy a centralis
i ) = 2 4 g . .
sokasagot megadd fiiggvényre v(r) = —22° + O(z?) , azaz centralis sokasag masodrendli approximacidja

; 2 O .2 I
Plr) = =227 Helyettesitsiik most a redukalt rendszer els6 egyenletébe a Y(r) = =227 + O(a?) fiiggvényt.
Ekkor

T .r[—i."E +asr” +...)4 = -2 4 O .1'1]
Ezen egyenlet origd koriili fazisképe nem fiigg az O(z?) tagoktol, hiszen azok a palyak iranyat az origod
kozelében nem befolyasoljak. Tehat ebben a rendszerben a palyak az origd kozelében az origdhoz tartanak, azaz
a centralis sokasagon az origobhoz kdzelednek a megoldasok. Mivel a rendszer nem nulla sajatértéke negativ,
azért lokalisan minden megoldas az origbhoz tart, azaz a redukcios tétel segitségével igazoltuk, hogy az origd
aszimptotikusan stabilis. A fazisképet a 22 abra mutatja.

/

« |

A (38)-(39) rendszer fazisképe.
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4.3. 4.3 Feladatok

1. Hatarozzuk meg az egyensulyi pontokat és azok tipusat az alabbi kétdimenzios rendszerekben:

a. &=y, y=—sinr— 3y Megoldis: Az egyensilyi pontok (km,0) minden k € Z esetén. A rendszer
Jacobi matrixa

0 1
J = (— COS T —:i) ’
A matrix nyoma 17(/) = =3 determinansa [¢t(J) = cosx  Ezek eldjele alapjén eldonthetd a
sajatértékek valosrészének eljele, igy paros k esetén az egyensulyi pont stabil csomd, paratlan k& esetén

pedig nyereg.

b ¥ =y"—1 U= 2 +y? -2 Megoldas: Az elsé egyenlet alapjan az egyenstlyi pontok masodik
koordinataja =1, majd a masodik egyenletbél az elsd koordinata is £1 az els6té] fiiggetleniil. igy az
egyensulyi pontok: (L1 (1, =1) (=1,1) {=1,=1) A rendszer Jacobi métrixa

7 ‘E] :_'-'_f,r
2r 2y

ezért 17(J) =2y Det(J) =—4xy Tri(J) —4Det(J) = 4y(y + 42) a7z (1,1) g (—1,—1)
pontban €t(/) <0 | igy ezek nyeregpontok. Az (1:—1) pontban 17(J) <0  Det(J) >0 ¢
Tr*(J) — 4Det(. fJ < 0, ezért ez stabil fokusz. Végiil a (—1:1) pontban 77(J) = 0 Det(J) = 0 g
Tr*(J) —4Det(J) < ”, ezért ez instabil fokusz.

c. i=a"+y? =25 , U=y — 12 Megoldas: Az rnasodlk egyenletbsl ¥ = 12 /T Eat behelyettesitve az
elsd egyenletbe ot — 2527 + 122 =0, melybsl * = £3 vagy ¥ = £43 . A megfeleld ¥ értéket az

y=12/x képlet adja. Igy az egyensulyi pontok: (3:4) (=3.—4) (4,3) (—4.—3) A rendszer
Jacobi matrixa
7= (1?' ‘_:'y) 1
i I

eert Tr(J) =3z Det(J) =2(x® —y?)  Tr?(J)—4Det()) = 2>+ 82 >0 A (3.4) &
(—=3.—4) pontban DPet(J) <0 igy ezek nyeregpontok. A (4:3) pontban T7(/) = 0 Det(J) >0 ¢
Tr3(J) — 4Det(J) = 0 ezért ez instabil csomé. Végiil a (—4,—3) pontban Ir(J) <0 Det(J) =0
¢s TT2(J) — 4Det(J) > 0 ezért ez stabil csomo.

d &=y, U= 7 —x +ay Megoldas: Az elsd egyenletbsl ¥ = U, majd a méasodikbol = = 0, z = 1
vagy * = —1. gy az egyensiilyi pontok: (0,0) (1,0) (=1.0) A rendszer Jacobi matrixa

0 —1
1= (3", 3

eyt :n-( I] =2, Det(J) =32% — 1+y Tr2(J) - 4Det(J) = 4 — 112% — 4y _ A (0,0) pontban
Det(J) ey ez nyeregpont. Az (LO) pontban Tr(J) >0 | Det(J) >0 g
Tr2(J) —ADet(J) < 0 ezert ez instabil fokusz. Végiil a (—1.0) pontban 17(./) < 0 Det(J) =0
gs Tr*(J) —4Det(J) < 0 ezért ez stabil fokusz,
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e i=y—a'—x , !ﬁgj:—:iiii;r_ Zh— Y Megoldds: Az egyensulyi pontokra vonatkozo két -egyenletpt
kivonva Fgﬂ?sbél =1 , azaz . Ezttf}z_.lz;]elsé[ Egyenletbe helyettesitve ,

melybol vagy . Igy az egyensilyi pontok: és . A rendszer Jacobi matrixa

—2r—-1 1
J= (;1—1r- —|)‘

melyre a (0,0) pontban T7(/(0,0)) = =2 Det(J(0,0)) = =2 gy a (0,0) pont nyereg. Az (1.2)
9

pontban Tr(J(1.2)) = —4  Det(J(1,2 )] =2 Tr*(J(1.2)) — 4Det(J(1.2)) > 0 jgy a7 (1.
pont stabil csomo.

et

2. Hatarozzuk meg az egyensulyi pontokat, és azokban a linearizalt rendszer stabil, instabil és centralis
alterének dimenzidjat az alabbi harom dimenzids rendszerekben.

a T=y, y=z, =1 —yr—1 Megoldas: Az elsé két egyenletbsl ¥ =0 ¢s z =0, majd a
harmadikbol = = 1 vagy = = —1_ fgy az egyensulyi pontok: (1,0.0) ¢s (=1.0.0) " A rendszer Jacobi
matrixa

0 1 0
o = () 0 l
2r —z —y

melynek karakterisztikus egyenlete a (£1.0.0) pontokban A* = £2 . Az (1.0.0) pontban tehat a
linearizalt — rendszer  sajatértékei  (azaz a AT =2  egyenlet  gydkei) A= V2 ,
Aog = v'2(cos(2m/3) £isin(27/3)) gy dim(Fy) =2 g dim(E,) =1 a (—1,0,0) pontban a

linearizalt rendszer  sajatértékei (azaz a AM=-2 egyenlet  gydkei) A= —V2 ,
Azg = —v/2(cos(2m/3) £ isin(27/3)) fgy dim({Ey) =1 g dim(E,) = 2,

b ¥ =y+z §= 7? — ‘)U i=r+y Megoldas Az utolsod egyenletbol Y= =% majd a masodikbol
r? + 2r = 0, azaz x =10, vagy © = —2 . Ebbsl ¥ = [) illetve ¥ = 2 , valamint az els6 egyenlet
alapjan =z = 0 és © = —2 _ [gy az egyensulyi pontok: (f)_ 0,0) ¢s (=2,2,—2) A rendszer Jacobi
matrixa

0 1 1
J = 2¢ =2 1)
1 1 ()

Ennek Karakterisztikus egyenlete A° +2A° — A(1 +2x) —2(1+2) =0 A (0,0,0) pontban a
karakterisztikus egyenlet A* + 2A% — X — 2 = 0. Vegyiik észre, hogy ennek egyik gydke A1 = 1, igy
M2 =X =2=(A—1)(X+3A+2) A masodfoki tag gyokei A2 = 1, As = 2 fgy a (0.0.0)
pontban a Aim(Eu) =3 A (—2,2, =2] pontban a karakterisztikus egyenlet A‘ +2X+3A+2=0,
Vegyiik észre, hogy ennek egyik gyoke M = —1_ jgy A* + 247 + 30+ 2= (A+1J(A* + A+ 2] A
masodfoku tag gyokei negativ valosrésziiek, igy a (—2,2,-2) pontban a dim(Ey) =3

3. Hatirozzuk meg az & = 0y — =) § = pr —y —xz = =32+ 72U Lorenz rendszerben a 7>/ = 0
paraméterek fiiggvényében az origdban mint egyensulyi pontban a linearizalt rendszer stabil, instabil és
centralis alterének dimenzigjat. Megoldas: A rendszer Jacobi matrixa az origdban

—F T ]
J= I | ]
1] 0 =4
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Ennek karakterisztikus egyenlete A + A(F+ o+ 1) + Ao +1) +a(l —p)) + do(l —p) =0

Ennek egyik gyoke  (ezt a matrix blokk diagonalis alakjabdl lathatjuk), igy a masik két gyok a masodfoki
egyenlet megoldoképletének segitségével

1 < ,
M2 =5(=1-0£/(1+0)—40(1 - p))
Koénnyen lathato, hogy # < 1 esetén mindharom gyok negativ, azaz a stabil altér harom dimenzidés. Ha
p =1 akkor az egyik sajatérték nulla, a masik kettd pedig negativ, ezért a stabil altér kétdimenzios, a
centralis altér pedig egydimenziés. Ha £ > 1 akkor A1 >0 A2:A3 <0 azaz az instabil altér
egydimenzids, a stabil altér pedig kétdimenzios.

. Hatérozzuk meg az © = 0y — ) ¢ = pr —y —zz 2= —P2+TY | orenz rendszerben a 7>#: 7 =
paraméterek fliggvényében az egyensulyi pontokat, és azok stabilitasat. Megoldas: Az elsé egyenletbol
Y =T majd az utolsobdl = = 7%/ Ezeket a masodik egyenletbe helyettesitve “(p — 1) = | Ennek
71 = () megoldasa a paraméterek barmely értékére, és 2 = 1 esetén ¥25 = EVip—1)8 i megoldasok.
Tehat £ = 1 esetén az egyetlen egyenstlyi pont [0:0:0) mig # > 1 esetén ezenkiviil (¥2: 72,0 — 1) &g

(r3, 3.0 — 1) jg egyensulyi pontok. A rendszer Jacobi matrixa

—(F o) 0
J = p—z =1 =—a
1 I )
Az origbban felirt Jacobi-matrix karakterisztikus egyenlete

M+ MB+o+1)+ Moo +1)+0(1—p))+A0(1 —p) =0 Az origo stabilitssanak eldontéséhez
tudnunk kell, hogy az egyenlet minden megoldasa negativ valos részii. Ennek eldontésére alkalmazzuk most
a RouthHurwitz feltételt (bar, mivel az egyenletnek az egyik gyoke B , igy a masik két gyok is képlettel
egyszeriien megadhato). Az egyenlet bal oldalan all6 polinom egyiitthat6ibol készitsiik el a Routh-Hurwitz
matrixot.

f4+eo+1 1 ]
ol —p) Ble+l)+a(ll—p) S+o+1
0 0 (1 — p)

A matrix pontosan akkor pozitiv definit, ha a Ay, Ay Az fSminorok pozitivak. Mivel
Ay=f+o+1> ”, s Az = Agfo(1— f’), azért a stabilitas D2 > 0 &5 P < 1 esetén allhat fenn. A
A3 determinans

Do =(04+a+1)Fec+1)+o(l—p)—40(1=p)
(B2 + Ble + 1)+ (1 —p))(o+1)

pozitiv, ha £ < 1 gy a Lorenz-rendszerben az origd aszimptotikus stabilis £ < 1 esetén, és instabilis
p > 1 egetén. Az (T2 72,0 — 1) pontban felirt Jacobi-matrix

—iT o 0
| —1 —V'.'J'“J—l}
Vie—1) idlp-1) -

Ennek karakterisztikus egyenlete

NrXB+ro+ D)+ M +p)+ 28a(p—1)=0.
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Az (r2,72,p— 1) pont stabilitdsdhoz igazolnunk kell, hogy az egyenlet minden megoldésa negativ valos
részii. Ennek eldontésére alkalmazzuk a Routh-Hurwitz feltételt. Az egyenlet bal oldalan allo6 polinom
egyiitthat6ibol készitsiik el a Routh-Hurwitz matrixot.

g4 ad+1 1 0
28a(p—-1) Blo+p) OB+o+1
0 0 23a(p — 1)

A matrix pontosan akkor pozitiv definit, ha a Ay, Ay Az fSminorok pozitivak. Mivel
Ay=B+o+1> f)’ ¢s Ag = 20a(p— 1)&2, azért a stabilitas D2 > 0 ¢s P > 1 esetén all fenn. A D2
determinans

Ba=3(B+a+1)e+p) +20a(1—p)
o0 +o+3)—pleo—F—1))
¢ . . . e O+ E+3
pozitiv, barmely £ = 1 esetén, ha @ — B—-1<10 illetve l<p<pyi=0_—77 esetén, ha

0 =3 —=1>0 gkkor tehat az (T2.72.p—1) pont aszimptotikusan stabilis. Megjegyezziik, hogy
igazolhato, hogy Ay <0 esetén a Jacobi matrixnak két pozitiv valosrészli komplex sajatértéke van. A
rendszer szimmetridja miatt az (w3, 23, p — 1) egyensulyi pont stabilitasara ugyanazt a feltételt kapjuk, mint
az (w2, 12.p — 1) pont esetében.

5. 5 Globalis vizsgalat, periodikus megoldasok,
vektormez6 indexe

5.1. 5.1 A globalis faziskép vizsgalata a lokalis fazisképek
segitségével

Az eddigi fejezetekben azzal foglalkoztunk, hogy az & = f{) differencidlegyenlethez tartozé lokalis
fazisképet egy-egy pont kérnyezetében hogyan lehet meghatarozni. Ezt vazlatosan az alabbi médon foglalhatjuk
assze.

* Ha a vizsgalt P pont nem egyensulyi pont, akkor alkalmazzuk a kiegyenesitési tételt, azaz a I pont egy

kornyezetében a lokalis fazisképet, az Fp) vektorral (iranymez6) parhuzamos szakaszok alkotjak.

* Ha a vizsgalt ¥ pont egyensilyi pont, akkor a linedris rész, azaz F'p) segitségével vizsgaljuk a lokalis
fazisképet.

o
* Ha a linearis rész hiperbolikus, azaz ') sajatértékeinek valosrésze nem zérus, akkor a
HartmanGrobman tételt alkalmazzuk: a lokalis faziskép a linearis rész fazisképével topologikusan
ekvivalens.

* Ha a linearis rész nem hiperbolikus, akkor a magasabb foku tagok is szerepet jatszanak a faziskép
meghatarozasaban. Ezek hatasat kétféle modon vizsgalhatjuk.

* A rendszer normalformajanak meghatarozasaval.
* Centralis sokasag redukcidval.
A jelen fejezet célja a globalis faziskép tanulmanyozasa, felhasznalva az egyes pontokban mar meghatarozott

lokalis fazisképet. Egydimenzios rendszerek esetében ezzel teljes osztalyozast nyerhetiink, ezt mutatjuk meg
el6szor a tovabbiakban.
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5.1.1. 5.1.1 Globalis faziskép 1 dimenziéban

Az egydimenziés rendszerek fazisképének meghatarozasa lényegében a jobboldal el6jelének meghatarozasara
redukalhat6. Nézziik meg ezt el6szor egy egyszerti példan.

5.1. Példa Tekintsiik az & = = — 2 differencidlegyenletet. Az [ (#) = — x? fiiggvény gyokei a —1, 0, és
az 1 szamok, a fuggvény eldjelét pedig ezek kozott egyszerlien megallapithatjuk, a (—00,—1) ¢ (0,1)
intervallumokon pozitiv, a (—=1.0) gs (1, +09) intervallumokon pedig negativ. A fiiggvény grafikonjat a 23.
abran lathatjuk. Tehdt az egyenletnek harom egyensulyi pontja van, a —1, (), és az 1 pontok, ezen kiviil két
pozitiv iranyitasu palyaja a (=00, —1) ¢s (0. 1) intervallum, valamint két negativ iranyitasu palyéaja a (—=1,0)
és (1,109} intervallum. Igy a fiiggvény elbjelének megallapitisaval egyszeriien megkapjuk a 23. abran lathatd
globalis fazisképet.

23. abra. Az & = r — 2” differencidlegyenlet fazisképe.

Térjiink r4 most az i = flr) alaka egyenlet fazisképeinek osztalyozasara, ahol fPR—=R egyszeriiség
kedvéért folytonosan differencialhaté fiiggvény. Az osztalyozast az / gyokeinek szama szerint végezziik a fenti

példa tanulsaga alapjan.

.« Haaz | fliggvénynek nincs gyoke, akkor az egyenletnek nincs egyensulyi pontja. Ekkor a faziskép az r=1

egyenlet fazisképével ekvivalens, melyet a 24. abra mutat. (Megjegyezziik, hogy ha f negativ, akkor is ezzel
ekvivalens a faziskép.)

« Haaz / fiiggvénynek egy gyoke van, akkor az egyenletnek egy egyensulyi pontja van. Ekkor a faziskép az
alabbi harom koziil valamelyikkel ekvivalens, melyeket a 25. dbran lathatunk.

« Haaz [ fliggvénynek két gyoke van, akkor az egyenletnek két egyenstlyi pontja van. Ezek lehetnek stabil,
instabil és neutralis (egyik oldalrol stabil, masik oldalrol instabil) tipusuak. Igy négy eset lehetséges a
faziskép szempontjabol: 1. egy stabil és egy instabil egyensulyi pont van, 2. egy stabil és egy neutralis
egyensulyi pont van, 3. egy instabil és egy neutralis egyensulyi pont van, 4. két neutralis egyensulyi pont van.
Ezen eseteknek megfeleld fazisképeket a 26. abran lathatjuk.

Hasonlé modon osztalyozhatjuk az 7t gydkhellyel rendelkez6 fiiggvényeket. Megjegyezziik, hogy el6fordulhat
végtelen sok egyensilyi pont, példaul az fla) =sinx fliggvény esetében, s6t, az egyensulyi pontok

i 2 i L
torlédhatnak is, példaul az floe) =a% sing fliggvény esetében, azonban ezekkel itt nem foglalkozunk.
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Y

24, abra. Az & = f(x) differencidalegyenlet fazisképe, ha az f figgvénynek nines gyoke.

R
———S——
S S —
25. abra. Az ¢ = f(x) differencidlegyenlet harom lehetséges fazisképe, ha az f
fliggvénynek egy gyoke van.
—— -

26. abra. Az @ = f(x) differencidlegyenlet négy lehetséges fazisképe, ha az f fliiggvénynek
két gyoke van.
5.1.2. 5.1.2 Globalis faziskép 2 dimenzidban

Tekintsiik az

Y= f}[;r.y]
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kétvaltozos rendszert, melyben PQ:R*—>R folytonosan differencialhaté fliggvények. Célunk a teljes
faziskép jellemzése, melyhez a kdvetkezé modszereket lehet hasznalni.

* Az iranymez6 és a nullavonalak megrajzolasa.
» Transzformacio6 polédr koordindtakba, vagy komplex valtozora.

» Els6 integral és Ljapunov-fiiggvény keresése.
o A (P.Q) vektormez szimmetriajanak felhasznalasa.

Ezen modszerek alkalmazasan tal természetesen a differencialegyenletek (megfeleld kezdeti feltételekbdl
inditott) numerikus megoldasanak abrazolasa segit meghatarozni a fazisképet. Az aldbbiakban ismertetjiik ezen
modszereket, és példakon szemléltetjiik az alkalmazasukat.

5.1.2.1. 5.1.2.1 Iranymez6 és nullavonalak

Az iranymez0 nem mas, mint a (P.Q): R? —» R? fiiggvény, amely a fazissik minden pontjahoz olyan
kétdimenzios vektort rendel, amely éppen a ponton athaladé trajektoria érintéje. A faziskép elkészitéséhez
sokszor elég annyit tudni, hogy az iranymez6 az egyes pontokban fel vagy le, illetve balra vagy jobbra mutat.
Ennek eldontésében segitenck az

Ni:={peR?: P(p) =0} Nz:={pe R :Q(p) =0}

nullavonalak. Az Vi nullavonal két (nem feltétleniil Ssszefliggd) részre osztja a fazissikot. Az egyikben,
melyben 7 >0, a trajektéridk jobbra, a masikban, melyben [? << () , a trajektéridk balra haladnak.
Hasonloképpen az N2 nullavonal két (nem feltétlentil Osszefiiggd) részre osztja a fazissikot. Az egyikben,
melyben Q>0 , a trajektoriak felfelé, a masikban, melyben Q<0 , a trajektoriak lefelé haladnak. fgy az M
és Va2 nullavonal négy részre bontja a fazissikot, amelyek mlndegylkeben egyszeriien eldonthetd, hogy a
trajektoria fel vagy le, illetve balra vagy jobbra mozog. (A trajektoria mozgasa kifejezést hasznaljuk, valéjaban

t novekedtévela P15 P) pont mozog a trajektoria mentén.)

A nullavonalak metszéspontjai az egyensulyi pontok, ezekben I és (0 értéke is zérus. Az egyensulyi pontok
kornyezetében linearizalassal hatarozhatjuk meg a faziskép szerkezetét. A globalis fazisképhez a nyeregpontok
szeparatrixainak (a nyeregpontba befutd, illetve onnan kiinduld két-két palya) elhelyezkedését kell
meghatarozni. Ebben is sokszor segit az iranymez6. A faziskép iranymezdvel torténd jellemzését egy példan
szemléltetjik.

5.2. Példa Tekintsiik az
i=x—xy, y=r —y

rendszert. Az Vi nullavonal egyenlete Tl —¥) =0 Azaz ez a nullavonal két egyenesbdl, az
{(z.y) ER* =0} & 57 {(2.9) ER%y =1} coyenesbsl all. Ezek négy tartoményra osztjak a
fazissikot. A jobb felsd ¢s bal also tartomanyban balra, a masik kettdben jobbra mozognak a trajektoriak. Mivel
az = = 0 egyenes is a nullavonal része, azért ez invaridns egyenes, hiszen = = () esetén i = 0. Az V2
2 . " o
nullavonal egyenlete ¥ = - ez tehat egy parabola. A parabola feletti részen ¥ = 0, tehat lefelé mozognak a
trajektoridk, a parabola alatt pedig ¥ = 0, tehat felfelé mozognak a trajektoridk. A két nullavonal egylitt nyolc
részre osztja a fazissikot. A 27. dbran mindegyik részben egy-egy nyil mutatja a trajektoria érintévektordnak
iranyat. A rendszer egyensulyi pontjait €s azok tipusat a szokott moédon hatarozhatjuk meg. A (0,0) pont
nyereg, az (1,1) ¢s (—1.1) pont pedig stabil fokusz. A nyeregpontba befutd szeparatrix az & = () invarians
egyenes, a nyeregpontbol kiindulé palyakrél pedig az iranymezd6 alapjan azt mondhatjuk, hogy a stabilis
fokuszokba futnak bele (ez egyébként bizonyitasra szorul, ugyanis az irdnymez6 alapjan az is elképzelhetd
lenne, hogy ezek a palyak végtelenbe tartanak). Hasonldan igazolhatd, hogy a jobb félsikbdl induld megoldasok
mind az (1, 1) stabilis fokuszpontba futnak be (¥ — +00 esetén, a bal félsikbol indulé megoldasok pedig a

(—=1.1) stabilis fokuszpontba jutnak). Ezzel megkaptuk az abran lathaté fazisképet.
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Az 5.2. Példaban szerepld differencidlegyenlet-rendszer fazisképének meghatarozasa az iranymezd segitségével.
5.3. Példa Tekintsiik az
F=2r 4 _.!,r2 -1, @=06x— I”-g +1

rendszert. Hatarozzuk meg el6szor az egyensilyi pontokat. A két egyenletet 6sszeadva 8 = (), majd az els6b6l
¥ = £1 gy az egyensilyi pontok (0,1) ¢ (0, =1) | A rendszer Jacobi-métrixa

I=(2 %)
6 —2y

J(0,1) = (a “q)
A (0.1) egyensulyi pontban Y72 melyre T7(J(0,1

e
S

0, Det(J(0,1)) = =16 gy

-9
J(0,—1) = (; r:)
(0, 1) nyereg. A (0,-1) egyenstlyi pontban 2/ melyre Tr(J0,-1)) =4
Det(J(0,~1)) = 16 | Tr(J(0, ~1)) — 4Det(J(1,2)) <0 | tgy (0,~1) intabilis fokusz. Az Mo
nullavonal egyenlete + = (1—y7)/2 , azaz ez a nullavonal egy fekvd, balfelé nyitott parabola, mely két
tartomanyra osztja a fazissikot. A jobboldali tartomanyban jobbra, a baloldaliban balra mozognak a trajektoriak.
Az N2 nullavonal egyenlete = (y*—1)/6 , ez tehat egy fekvd, jobbfelé nyitott parabola, mely két
tartomanyra osztja a fazissikot. A baloldali részen ¥ < 0, tehat lefelé mozognak a trajektoridk, a jobboldalin

pedig Y =0 tehat felfelé mozognak a trajektoridk. A két nullavonal egyiitt 6t részre osztja a fazissikot. A
nyeregpontbdl kiinduld palyak oo -hez tartanak. A nyeregpontba befutd egyik szeparatrix az instabil fokuszbol,
a masik végtelenbdl jon (az abran ezek pirossal vannak jeldlve). Néhany pontbdl induld palyat numerikusan
kiszamitva, a 28. abran lathat6 fazisképet kapjuk.

Az 5.3. Példaban szerepld differencialegyenlet-rendszer fazisképének meghatarozasa az iranymez6 segitségével.

5.4. Példa Tekintsik az

f=xy—4, yg=l(r—4)(y—x)
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rendszert. Hatarozzuk meg eloszgr_azl egyensilyi_pontokat. A masodik egyenletbd] 4 5 -l('vagy Y {h, majd

ezeknek megfelelden az els6bol , illetve . {gy az egyensulyi pontok , és
A rendszer Jacobi-matrixa
iy T
J (_J.r —-2r+4 r-— -I) '

1 4
J(4,1J=( . ”)
A (£1) egyensulyi pontban o , melyre Tr(J(4.1)) =1 Det(J(4,1]) =9

Tr*(J(4,1)) — 4Det(J(4,1)) <0 igy (4,1)  instabilis fokusz. A (2:2) egyensulyi pontban

2 2
J(2,2) = (“ ° ) 1

2 =2 metyre Tr(J(2.2)) =0 Det(J(2,2)) = =8  jgy (2.2) nyereg. A (—2.—2)

—2 9
J(—2,-2) = ( - T,) )

egyensulyi pontban 6 -0 , melyre T7{J(—2,-2)) = =8  Det(J(-2,-2)) =24
Tri(J(—2.-2)) —4Det(J(-2.-2)) <0 | jgy (=2.—2) stabilis fokusz. Az N1 nullavonal egyenlete
y =4/

, azaz ez a nullavonal hiperbola, mely harom tartomanyra osztja a fazissikot. A kozépsé (két
hiperbolaag kozotti) tartomanyban balra, a két szE&ls6 tartomanyban pedig jobbra mozognak a trajektoriak. Az
Na nullavonal az = = 4 és T = ¥ egyenesekbél all, melyek négy tartomanyra osztjék a fazissikot. A baloldali
fels6 és jobboldali also részen ¥ <0 tehat lefelé mozognak a trajektoridk, a jobboldali fels6 és baloldali also
részen pedig U =0 tehat felfelé mozognak a trajektoridk. A két nullavonal egyiitt 9 részre osztja a fazissikot.
A nyeregpontbol kiinduld palyak a stabil fokuszba futnak be. A nyeregpontba befutd szeparatrixok koziil az
egyik az instabil fokuszbol jon, a masik pedig végtelenbdl. Ezen palyakon kiviil minden mas palya a stabil
fokuszba fut be. Néhany pontbdl indulé palyat numerikusan kiszamitva, a 29. abran lathaté fazisképet kapjuk.

Az 5.4. Példaban szerepld differencialegyenlet-rendszer fazisképének meghatarozasa az irdnymez6 segitségével.

5.1.2.2. 5.1.2.2 Transzformacio polar koordinatakba, vagy komplex valtozéra
Az &= Plr.y) 1= Qr.y) rendszerhez vezessiik be az r és @ fiiggvényeket az Z(t) = r(t) cos(a())
y(t) = r(t)sin(@(t)) transzformaciés képletekkel. Ezekbél

T =7 cos(d) — résin(o), i = T1sin{c) + ré cos(d).

Az elsd egyenletet COS(?) -vel, a masodikat S11(?) -vel szorozva, majd a két egyenletet dsszeadva és
felhasznalva a differencidlegyenleteket

= Plreos(g).rsin(é)) cos(d) + Qrcos(d), rsin(d) ) sinf ).

Hasonloképpen az elsd egyenletet S11(@ ) -vel, a masodikat €25(2] -vel szorozva, majd a két egyenletet kivonva
egymasbdl és felhasznalva a differencidlegyenleteket

r.:; (i cos(o), rsin(a)) cos(a) — Plrcos(a@), rsin(d)) sin( ¢).
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Bizonyos esetekben az r ¢s ¥ fiiggvényekre felirt egyenletek egyszerli alaktiak és-lehetdyé teszik ar faziskép

meghatarozasat. A legeg}{%eﬁibb peldaja centrum esete, amikor az egyenletek és . Ebbol
egyszertien kapjuk, hogy és , melyek mutatjak, hogy a palyak origé kozepti korok.
Komplex valtozd bevezetése is célravezetd lehet szdmos esetben. Vezessik be a 2(t) = x(t) +aylt)

fiiggvényt. Erre a differencialegyenlet
i+ iy = P(Relz), Im(2)) + iQ( Re(z), Im(z)).

A transzformacio akkor célravezet, ha a jobboldal kozvetleniil = fliggvényeként fejezhetd ki, a valds és
képzetes rész hasznalata nélkiil. A legegyszeriibb példa ekkor is a centrum esete, amikor az egyenletek -+ = —U

és U= _ Ebb6l # =iz, melynek megoldasa Z(t) = explit) | ebbsl pedig megkaphatjuk az = és U
fiiggvények képletét. Valamint konnyen lathato, hogy |=(1)] allando, azaz a palyak korok.

5.5. Példa Tekintsiik az
T=zxz(l—-z° - g,rzb —y, y=1y(l-— % — g;zi lx

rendszert. A fent ismertetett modszert kovetve vezessiik be az r és ¥ fiiggvényeket az x(t) = r(t) cos(olt))
y(t) = r{t)sin(@(t)) transzformacios képletekkel. Ekkor a fenti képleteket felhasznalva az ij ismeretlen
fiiggvényekre az F=r(l—r?) , @ =1 differencialegyenleteket kapjuk. Mivel 7 = 1 esetén #* = ), azért az

r = 1 kérvonal invaridns, és @ = 1 miatt pozitiv irdnyban haladnak rajta a megoldasok. Ha r << 1, akkor
- = (), azaz a kor belsejében a sugar novekszik, a palydk az 7 = 1 korvonalhoz kozelednek. Ha r > 1, akkor
7 < (), azaz a koron kiviil a sugar csokken, a palydk szintén az 7 = 1 korvonalhoz kozelednek. A faziskép
tehat az origobol, mint instabil fokuszbol, az = 1 koérvonalbol, mint stabil hatarciklusbdl, és ezen
hatarciklusra (beliilr6l és kiviilr6l) racsavarodd palyakbol all, amint a 30. abran lathatjuk.

Az 5.5. Példaban szerepld differencidlegyenlet-rendszer fazisképének meghatarozasa polarkoordinatakra vald
transzformacioval.

Komplex valtozo bevezetésének alkalmazasara nézziik a kovetkezo példat.

5.6. Példa Tekintsiik az

2 2

rT=x" -y, U=2ry
rendszert.  Vezessik be a Zlt) =x(t) +iy(t) fiiggvényt. Erre a  differencialegyenlet
f=d+iy = P(Re(z). Im(z)) +iQ(Re(z). Im(z)) | azaz 2= :% . Bz szétvalaszthato  valtozoju

S(F) = L
differencialegyenlet, osszuk el z%-tel, majd integraljuk. Ekkor az egyenlet megoldasa ) =5 ,ahol c € C
tetszoleges komplex konstans. Hatarozzuk meg a fliggéleges tengelyrdl induld megoldasokat. Ezekre

. L . . . — R LR
2(0) = K7 tehat € = 1/Ki  ahol K € R tetsz6leges valos konstans. Azaz 2t) = T = Teeke Igy,
() = =t -
mivel = és ¥ a z valds és képzetes része, azért r(t) = rire és y(t) 1+2k2  E két egyenletbdl a i

valtozot eliminalhatjuk (az Y segitségével kifejezziik t -t, majd ezt az = képletébe helyettesitjiik), ezzel az
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2

= (K —yly Osszefiiggést kapjuk. Ez az 4 (y— K)? = K? egyenlettel egyenértékii, ami egy olyan kor
egyenlete, amelynek kdzéppontja a fliggbleges koordinatatengelyen van és athalad az origon (kézéppontja a
(0, ) pont, sugara K ). Tehat a rendszernek az origd az egyenstlyi pontja, az = tengely invaridns, rajta
jobbra haladnak a megoldasok, a tdbbi palyak pedig olyan korok (valdjaban homoklinikus palyak), amelyeknek
kozéppontja a fliggéleges koordinatatengelyen van és athaladnak az origon. A felsdé félsikban ezen korokon
pozitiv irAnyban haladnak a megoldasok, az also félsikban pedig negativ iranyban. A fazisképet a 31. Abran

lathatjuk. Megjegyezziik, hogy amennyiben az P+ (y—K)P—-K*=0 képlet mar ismert, akkor
val4 ~ Valtia 27(2? + (y — K)? — K?) tha -+ (y—K)?—K?2=10

derivalassal azt kapjuk, hogy ennek derivaltja =1 Y , tehat ha - Y

fennall a trajektoria kezdGpontjaban, akkor minden pontjaban fennall, azaz ezen képlettel megadott kdrvonal

invarians gorbe.

N

Az 5.6. Példaban szerepld differencidlegyenlet-rendszer fazisképének meghatarozasa komplex valtozéra vald
transzformacioval.

5.1.2.3. 5.1.2.3 Elsé6 integral és Ljapunov-fiiggvény keresése

AV :R? = R figgvény elsd integraljaaz © = Flr.y) 1= ((x,y) rendszernek, ha POV + Q) =0
. Az els6 integral segitségével egyszerlien megkaphatjuk a fazisképet, hiszen annak szintvonalain fekszenek a
rendszer palyai. Tekintsiik példaként a LotkaVolterra-rendszert:

T=r—TH, Y=IY—1.

A két egyenletet elosztva egymassal, és feltételezve, hogy ¥ megadhato x fliggvényeként (legalabbis bizonyos

dy — -1}
tartomanyokban), a kovetkezd differencialegyenletet kapjuk az * ylx) fiiggvényre: v x(l-w)  Ez
szétvalaszthatd valtozoji egyenlet, ezért konnyen megoldhaté. Az ¥ -t tartalmazd tényezOket a bal oldalra
l—ydy _ x=1 . ] . )
atvihetjiik: » d4r = = | Integralds utdn n(ly]) —y =z —In(|z]) + K | ahol K tetszOleges konstans.
Tehat a V{r.y) =In{[z|) —z +In(fy) —y fiiggvény elsd integral, melyr6l most mar derivalassal is
meggy6zOdhetiink (ha esetleg az elobbi formalis levezetést nem tartjuk megbizhatonak). Ugyanis
LiViz,y) = (1/z = Dz(l —y) + (L/y - Dylz = 1) =0 Megjegyezzikk, hogy az elsé integralt
Viz.y) = F(z) + G(y) alakban keresve is eljuthatunk a fenti fiiggvényhez. Igazolhatd, hogy az els6 integral
szintvonalai az els¢ siknegyedben zart gorbék, ezért a pozitiv koordinataju megoldasok periodikusak, amint a
32. abran lathato.
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32. abra. A Lotka—Volterra-rendszer fazisképe.

Az elsd integral képletének meghatarozasara nincs éltalanos szabaly, azonban egy fontos specialis esetben,
nevezetesen, amikor a rendszer Hamilton-tipusu, az elsé integral megadhato.

Az T = Plz,y) , U= QT,¥) Kétvaltozés rendszer Hamilton-rendszer, ha van olyan H :R? —+ R
differencialhaté fiiggvény, melyre P=0H g Q=—0H A primitiv fliggvény létezésére vonatkozo
sziikséges feltétel szerint f1 1étezésének sziikséges feltétele P = _BQQ , azaz hP + (I)?Q = ”, vagyis a
rendszer divergenciaja nulla. A rendszer Jacobi matrixa

(_ ((O2H  32H
' —I‘:-FLJ.H _f.t_l-]H-

Ennek nyoma Ir(J) = ”,ﬂigy a linearizalas alapjan az egyensulyi pontok vagy Eyereg, vagy centrum tigusﬁak.
Mivel Det(J) = Det(H™(x,y)) | azért ha az egyensulyi pontban Det(H"(x,y)) <0 azaz H ()

. N . . - v e
indefinit, akkor az nyereg. Ha az egyensulyi pontban Det(H™(x.y)) = 0 azaz (£.U) szélsdértéke H -nak,
akkor az a pont centrum, mivel a széls6érték egy kornyezetében a szintvonalak zart gorbék.

5.7. Példa Tekintsiik az
t=1—x" —y~, §=2ry

egyenletet. Mivel hP(x,y) + HhQ(r.y)=—20+20 =0 a7t a rendszer Hamilton-tipust. A P
fiiggvényt ¥ szerint integralva a Hamilton-fiiggvény 1 (2.¥) =y — Yy —y* 3+ Clx) alakti, ahol '
- H

tetszOleges differencidlhato fliiggvény. A H fiiggvényt = szerint derivalva, a Q= egyenl6ségbdl a

C'(x) =0 osszefliggést kapjuk, tehat a C' fiiggvény vélaszthatd példaul a konstans nulla fiiggvénynek. gy a
Hamilton-fiiggvény (2. 4) =¥ — *y — /3 A szintvonalak abrézolasa elétt célszeril meghatarozni az
egyensulyi pontokat, illetve megrajzolni a nullklindkat és néhany pontban az irdnymez6t. A masodik
egyenletbdl az egyenstlyi pontokra x = () vagy ¥ = 0. Ezeket behelyettesitve az elsé egyenletbe ¥ = +1
vagy @ = =1 gy az egyensulyi pontok (0,1) (0, —1) (1,0} ¢ (—1,0) Az egyensulyi pontok tipusat
Det(H"(x,y)) eldjele hatarozza meg. Esetiinkben Det(H"(z,y)) = —4x* + 4y* fgy (1.0) ¢ (=1,0)
nyeregpontok, (0:1) ¢s (0, —=1) pedig centrum pontok. A H = 0 szinthalmaz két részbdl all, egyrészt
tartalmazza az « tengelyt, masrészt a két nyeregpontot az alsé és felsd félsikban osszekots 1 = 27 + 4%/3
egyenletl ellipszist. A negativ H értékekhez tartozd szintvonalak a két centrum pontot az alsd és felsd
félsikban megkertild, az ellipszis belsejében fekvd gorbék. A pozitiv H  értékekhez tartozo szintvonalak az alsd
és felsé félsikban fekvd, az ellipszist megkertild, és végtelenben az = tengelyhez hozzasimuld két gorbébdl
allnak. A trajektoriak iranyat az iranymez6bdl, a masodik egyenlet alapjan kaphatjuk meg. Az els6 és harmadik

siknegyedben, ¥ > U miatt a trajektoriak felfelé mennek, mig a masodik és negyedik negyedben ¥ < U miatt
lefelé. Néhany pontbdl indulé palyat numerikusan kiszamitva, a 33. abran lathato fazisképet kapjuk.
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Az 5.7. Példaban szerepl6 Hamilton-féle differencidlegyenlet-rendszer fazisképe.

A Hamilton-rendszerek fontos specialis esete az i+ U(x) =0 alaku, egy szabadsagi foku mechanikai
rendszer. A megfeleld elsérendli rendszer =y Y= —U'(*) | Ezen rendszer elsé integralja a
Viz,y) =y*/2+ Ulz) fliggvény, ugyanis ennek rendszer szerinti derivéltja
LiV(z,y) = —yU'(z) + yU'(x) =0 fgy rendszer trajektoriai a V' fiiggvény szintvonalailn fekszenek. Tehat
a faziskép elkészitéséhez csak a V' szintvonalait kell meghatarozni, majd ezeken i és U eldjele alapjan a
trajektoria iranyat kell megjelolni. A V' szintvonalainak felrajzolasdhoz célszerli el8szor az U fiiggvény
grafikonjat megrajzolni az (. U) sikban. Majd erre a sikra merdlegesen felvéve az ¥ tengelyt az (1, U) sikkal

2 . [
parhuzamosan mozgatva egy /2 tipusu parabolat, olyan médon, hogy csticsa az Ulx) figgvény grafikonjat
fussa be, a V' fliggvény feliiletét kapjuk meg. Ezutan a szintvonalakat egyszerlien megkaphatjuk a feliiletet
vizszintes sikokkal metszve. A rendszer Jacobi-matrixa

0 1
r.lf - (_E'H[JI] []->

Ennek nyoma Tr(J) = ”, igy a linearizalas alapjan az egyensutlyi pontok vagy nyereg, vagy centrum tipustiak.
T

Mivel Det(J) = U"(x) , azért ha az egyensulyi pontban UMNz) <0 akkor az nyereg. Ha az egyensulyi
pontban U'(x) > 0 akkor a pont minimuma a V' elsé integralnak, igy az centrum.

5.8. Példa Tekintsiik az

. - -?
r=1iy, Yy=r—=x

egyenletet. A rendszer egyenstlyi pontjai (U:0) & (1.0) Az U fiiggvény Ulx) = w3 — ?f'zs’f?, igy a
Pl a2 3 /e 2 ; .

rendszer els6 integralja Vi, y) =y*2 + %3 —2%/2 a7 U fliggvénynek maximuma van a () pontban és

minimuma az 1 pontban, ezért (U:0) nyeregpont és (1:0) centrum. Készitsik el ezutén az U/ fiiggvény

grafikonjat, majd a fent leirt modszer alapjan a V* szintvonalait. A V' = {J-hoz tartozé szintvonal tartalmazza az
origdt, és a jobb félsikban hurkot ir le. A hurok belsejében taldlhatok a negativ V' értékekhez tartozo zart

gOrbék, az (1,0) pont a V' lokalis minimuma. Szintén negativ V" értékekhez tartoznak a bal félsikban fekvo,
hiperbola 4gra emlékeztetd gorbék. Tehat a V' negativ szintjeihez tartozd szinthalmazok két kiilonallé goérbébdl
allnak. A pozitiv értékekhez tartozd szintvonalak viszont Osszefiiggdek, ezek a hurkot megkerilé gorbék. A
trajektoridk iranyat az elsé differencidlegyenletbdl kaphatjuk meg legegyszeriibben, ugyanis a felsé félsikban,
ahol ¥ = 0 a trajektoridk jobbra mennek, hiszen ott &= > (), mig az als6 félsikban @ < (), ezért ott a trajektoriak
balra mennek. A fazisképet a 34. abran lathatjuk.
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Az 5.8. Példaban szerepld differencidlegyenlet-rendszer fazisképe.

5.9. Példa Tekintsiik az

P=y, g=x—2+cy

egyenletet. A rendszer egyensulyi pontjai (0,0) ¢ (1,0) Vegyiik észre, hogy az egyenlet a 5.8. Pé¢ldaban

integraljanak  Lie-derivaltjat ezen rendszer szerint. Egyszerli szdmoldssal azt kapjuk, hogy
Viey) =y?*/2+ 27 /3 — 2?2 egeren LrVITy) = cy 2, melynek eldjele megegyezik ¢ eldjelével. gy
e < 0 esetén a V' fiiggvény értéke a megoldasok mentén csokken. Igy a (0,0) nyeregpontbdl kiinduld egyik
palya az (1:0) stabil fokuszhoz tart. A fazisképet a 35. Abran lathatjuk. Ha ¢ = (0, akkor a V' fiiggvény értéke

a megoldasok mentén né. igy a (0,0) nyeregpontba befutd egyik palya az (1.0} instabil fokuszbél indul ki. A
fazisképet a 36. abran lathatjuk.

Az 5.9. Példaban szerepld differencialegyenlet-rendszer fazisképe ¢ = (J esetén.

5.1.2.4. 5.1.2.4 A vektormez6 szimmetridjanak felhasznalasa

A vektormezd szimmetridja sok esetben segitheti az irdnymez6bdl kapott informécié felhasznalasat.
Leggyakoribb példa a nemlinedris centrum esete, melynek 1étezését sem a linearizalasbdl sem az irdnymezobol
nem lehet megallapitani (hiszen csak annyit latunk, hogy a palyak az egyensulyi pont koriil korbejarnak). Ilyen
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esetben eléfordulhat, hogy a palydk tengelyesen szimmetrikusak egy, az egyensulyi ponton athaladé tengelyre.
Ezt a tényt a megoldasok ismerete nélkiil magukbol a differencialegyenletekbdl be lehet bizonyitani. Tekintsiink
ehhez egy altalanos #(t) = f((t)) rendszert (nem kell feltétleniil kétdimenzidsnak lennie). Legyen

1” E R.’I

T :R" = " az a transzformacio, amely a palyakat Snmagukba képezi. Ha egy pontbdl indulé palya

pozitiv ¢ értékekhez tartozo részét a T’ leképezés a 1 (P) pontbol indulé palya negativ ¢ értékekhez tartozd
részre képezi, akkor fennall a

(=t T(p) = T(e(t.p))

azonossag minden t esetén. Ezt t szerint derivalva —p(—t, T(p)) = T'(p(t, p))é(t. p) ,eztat =0 esetben
alkalmazva

—f(T(p)) =T (p)f(p).
Ez utébbi ellenérzéséhez pedig nem kell a megoldasok ismerete.

Nézziik meg a fenti képlet jelentését két fontos specialis, kétdimenzids esetben. Nevezetesen, hogy hogyan
allapithat6 meg a differencidlegyenletekbél, hogy a megoldasok valamelyik koordinatatengelyre

szimmetrikusak. A fiiggdleges tengelyre valo tikrozés a 1 () = (=T, J) leképezés, melynek
-1 0

0 1

=5 ) Pl i
derivéltmatrixa . gy a fenti képlet alapjan, az & = Pz, u) | # = Q(T.Y) rendszer palyai a

figgdleges tengelyre szimmetrikusak, ha —(P(—x,y), Q(—x,y)) = T'(P(x,y), Qx,y)) , azaz
Pl—z,y) = Ple,y), —Q—x.y)=Q(x,u).
A vizszintes tengelyre vald tikr6zés a Tlr,y)=(x,—y) leképezés, melynek derivaltmatrixa

T - 1 0
0 1) - y i=Plr,y) = Qr.y) Avéi a vizszi
. Igy a fenti képlet alapjan, az WP W + Y] rendszer palyai a vizszintes

tengelyre szimmetrikusak, ha —(£(z, —y), @z, —y)) = T'(P(z.y), Q(z,Y))  azaz

—Plz,—y) = Plz,y), Nz, —y) =Qx,y).

5.10. Példa Tekintsiik az

egyenletet. Hatdrozzuk meg el8szor az egyensulyi pontokat. A mésodik egyenletbdl = = (), majd az elsébdl
y = £1 gy az egyensilyi pontok (0,1) g5 (0, =1) A rendszer Jacobi-métrixa

—2r -2y
J: ( 2 0 )

0 -2
J01) =, 0 _
(0.1) egyensulyi pontban = , Mmelyre Tr(J(0.1)) =0 Det(J(0,1]) =4

A
Tr*(J(0,1)) — 4Det(J(0,1)) < ”, igy (0, 1) tipusa a linearizalasbdl nem donthetd el (a sajatértékek tiszta
0 2

J0,—1) =

képzetesek). Az (0,-1) egyenstlyi pontban b (2 ”) , melyre Ir(J(0.=1))=10
Det(J(0,—1)) = —4 oy (0. —1) nyereg. Az N1 nullavonal egyenlete =° +4° =1 azaz ez a nullavonal
origd kozepti kor, mely két tartomanyra osztja a fazissikot. A kiilsé tartomanyban balra, a belsében jobbra
mozognak a trajektoriak. Az V2 nullavonal a fliggdleges koordinata tengely, mely két tartoményra osztja a
fazissikot. A baloldali részen ¥ < U tehat lefelé mozognak a trajektoriak, a jobboldali részen pedig ¥ = U,
tehat felfelé mozognak a trajektoridk. A két nullavonal egyiitt négy részre osztja a fazissikot. Az abran
mindegyikben egy-egy nyil mutatja a trajektoria érintévektoranak iranyat. A nyeregpontbdl kiinduld palyak

58
XMLmind XSL-FO Converter



Differencialegyenletek és dinamikai
rendszerek

kozil az egyik megkerili a (0,1) egyensulyi pontot, a masik —2C -hez tart. A nyeregpontba befutd

szeparatrixok kozill az egyik a (0,1) pontot megkeriilve érkezik a nyeregpontba, a masik —2¢ feldl jon. A
palyak viselkedésének pontos megallapitasdhoz vegylik észre, hogy a faziskép a fliggbleges tengelyre
szimmetrikus, azaz a tengelyr6l idében elére és hatra inditott megoldasok szimmetrikusan haladnak. Ezt az
bizonyitja, hogy Pl—z.y) = Plr.y) ¢s —Q(—z.y) = Q2. Y] fennall. Eszerint a (0. 1) egyenstlyi pontot
zart palyak veszik koriil, tehat ez centrum, és a nyeregbdl felfelé kimend és bejovo palya egybeesik, egy
homoklinikus palyat formalva. A homoklinikus palyat megkeriild palyak is a fliggbleges tengelyre
szimmetrikusak. Néhany pontbdl indulé palyat numerikusan kiszamitva, a 37. dbran lathat6 fazisképet kapjuk.

Az 5.10. Példaban szerepl6 differencialegyenlet-rendszer fazisképe.

A fenti példak alapjan lathatjuk, hogy kétdimenzids rendszerek esetében az egyes pontok koriili lokalis faziskép
ismeretében nem feltétleniil hatdrozhatdo meg a globalis faziskép, ugyanis lehetnek globalis alakzatok, melyeket
a lokalis fazisképek nem hataroznak meg. Két dimenzidban a lehetséges globalis alakzatok a kdvetkezok:

* periodikus palya

* homoklinikus palya

* heteroklinikus péalya.

A kovetkez6 szakaszban ezek koziil a periodikus palyakkal foglalkozunk.

5.2. 5.2 Periodikus megoldasok

Tekintsiik az

x(t) = flx(t))
differencialegyenlet-rendszert, melyben JoRY =R folytonosan differencialhato fliggvény. Jelolje a ¥
pontbol induld megoldast ¢(t.p)

5.1. Definici6 A P nem egyensulyi pontot periodikus pontnak nevezziik, ha létezik T = (0 , melyre

P.p) =P A P pont palyijat periodikus palyanak nevezziik, a legkisebb ilyen 7' értéket a palya
periodusanak hivjuk.

A periodikus palyakkal kapcsolatban az alabbi két alapvetd kérdéssel fogunk foglalkozni.
1. Hogyan lehet igazolni a periodikus palya létezését vagy nem létezését?
2. Milyen a faziskép a periodikus palya egy kérnyezetében?

Megjegyezziik, hogy egyensulyi pontokkal kapcsolatban ezeket a kérdéseket mar vizsgaltuk. Az elsé kérdés

megvalaszolasahoz az flp) =0 algebrai egyenletrendszert kell megoldani, illetve a megoldas 1étezését
vizsgalni. A masodik kérdést pedig az egyensulyi pontban felirt derivalt matrix segitségével lehet eldonteni. A
periodikus megoldasokra vonatkozo analog probléma a kérdés globalis volta miatt joval nehezebb, az ismert
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alapvetd eredményeket az alabbi két szakaszban mutatjuk be, valamint fontos megoldatlan problémakat is
emlitiink.

5.2.1. 5.2.1 Periodikus megoldasok létezése

Periodikus megoldasok létezését kétdimenzids rendszerekben a PoincareBendixson-tétel segitségével lehet
igazolni. A tétel megfogalmazasa el6tt az alapvetd Stletet egy motivalo példaval illusztraljuk.

5.11. Példa Tekintsiik az

I=I—19Y— r?

: . 3
y=x+y—y
e . o L et g s
rendszert. Az ¥ = & — &7 &g & = " — U nullavonalakat abrazolva lathatd, hogy az origd koriil korbejarnak a

palyak, azonban azt nem lehet egyszertien eldonteni, hogy az origdhoz kézelednek, vagy tavolodnak téle, lasd a

38. abrat.
; '\1 / g
RO
AN W
—T/\]

Az 5.11. P¢éldaban szerepl6 differencidlegyenlet-rendszer nullavonalai és az iranymezd.

Ennek vizsgalatara vezessik be a Vir,y) =2 +9° Ljapunov-fiiggvényt. Egy tetszleges ((t), ult))
megoldast valasztva, legyen "";‘[il] =2*(t) +y*(t) | Ekkor az = és ¥ figgvényre vonatkozo
differencilegyenleteket felhasznalva V" (f) = 2(2(t) + y*(t) — 2M(t) — ¥ () | Ezen kifejezés eldjelét kell
meghataroznunk a palyadk viselkedésének meghatarozasdhoz. Az alabbi allitdsok egyszerlien igazolhatok. Ha
?+y* <1 akkor #° H Y — 7' =y > 0 ha pedig 7° + U7 > 2, akkor 7 ¥ — 7 =yt <0 gz azt
jelenti, hogy az egység sugaru korben a palyak tavolodnak az origotdl, a V2 sugara koron kiviil viszont
kozelednek hozza. Az 1 é V2 sugaru korok altal meghatarozott gytirii alaku tartomany tehat pozitivan
invarians, azaz nem hagyhatjak el a palyak. _Tekintsﬁk a vizszintes koordinatatengely 1 és V2 kozotti
szakaszat, és értelmezzilk ezen a P [1- Vﬂ?l —* [1- Vﬂ?l Poincaré-leképezést a kovetkezéképpen. Egy

tetszbleges 7 € [1, V2] esetén legyen Plg) € [Lv2] 4 4 pont, ahovad a 4 pontbdl induld palya eldszor
visszaérkezik, lasd a sematikus 39. abrat.
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39. abra. A Poincaré-leképezés és egy p pontbdl indulé periodikus palya.

Igazolhatd, hogy a Poincaré-leképezés folytonos, tehat a leképezés az [1.v2] intervallumot 6nmagaba képezi

folytonosan, ezért van fixpontja, azaz van olyan ¥ € [1,v2] , melyre F(P) = P Ez a pont tehat periodikus
pontja a rendszernek, hiszen a beldle indul6 palya dnmagéba tér vissza.

A példaban alkalmazott modszer altalanositasaval igazolhato az alabbi tétel.

5.2. Tétel (Poincare--Bendixson-tétel gyenge alakja) Legyen f:R = R? folytonosan differencialhato

fiiggvény, és tekintsiik az T(f) = f(2(f]) kétdimenzios rendszert. Ha & C IR? pozitivan invarians, kompakt
halmaz, melyben nincs egyenstlyi pont, akkor /A -ban van a rendszernek periodikus palyaja. A fenti
tulajdonsagi /£ halmazt Bendixson-féle zsaknak nevezik.

A tétel bizonyitasat itt nem kozoljiik, megtalalhaté a [22] konyv 8.3.3. szakaszaban. Megjegyezziik, hogy a fenti
példaban az 1 és V2 sugaru korok altal meghatarozott gyliri alaku tartomany a Bendixson-féle zsak.

A PoincareBendixson-tétel elégséges feltételt ad kétdimenzios rendszerekben periodikus megoldas 1étezésére. A
tétel alkalmazhatosaga a Bendixson-féle zsak megkonstrualhatosagan alapszik, azonban ez sok esetben tl nagy
kihivasnak tiinik. Ezért fontos az, hogy a periodikus palya nem létezésére is legyen feltételiink, hiszen
o6nmagaban az, hogy nem sikeriilt Bendixson-féle zsakot talalni, nem jelenti azt, hogy nincs is periodikus palya.
Periodikus palya nem létezésére vonatkozo feltételek a Bendixson-kritérium, illetve a BendixsonDulac-
kritérium. Ezeket fogjuk a tovabbiakban ismertetni.

Mindkét kritérium a Stokes-tétel alabbi kétdimenzids valtozatanak segitségével igazolhato.

53. Lemma Legyen DD C R? egyszeresen osszefiiggd nyilt halmaz, és G : D — R? differencialhatd

figgvény. Ekkor
[[FJJ(;, Fih(aa) = [ (—Ga, Gy ).
o [ < G0

Ezen lemma segitségével igazoljuk eldszor a Bendixson-kritériumot.

5.4. Tetel (Bendixson-kritérium) Ha HcCR? olyan egyszeresen Osszefiiggd nyilt halmaz, amelyen a
divf = fi + &fo figevény allando eldjelii, &s legfeliebb egy gorbe pontjaiban tinik el, akkor az
@(t) = flx(t)) kétdimenzios rendszernek nincs teljesen a H halmazban halad6 periodikus palyéaja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van teljesen a ff halmazban halad6 periodikus megoldés, legyen egy ilyen I

Jeldlje ennek belsejét £ . Felirva a Stokes-tételt az / fiiggvényre és a [J) tartomanyra, ellentmondast kapunk,
mivel a baloldal adott eldjeli (a divergencia eldjelének megfelelen), viszont a jobboldal nulla, hiszen a

(=Jf2. /1) vektor a periodikus megoldas pontjaiban meréleges a @) gorbe, azaz a periodikus megoldas
érintéjére. A periodikus megoldast () el jelolve, formalisan a jobboldali kifejezés
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.
f‘l‘f;h fi) = / (‘fﬁ.'ﬂ-["“ Aa(t) + fu(y(t)) - “:-2[“)1“
r .

”'f-
[ ( —42% + fe)dt = 0.
o

. [QED]

Ezt a tételt altalanositja a BendixsonDulac-kritérium.

5.5. Tétel (Bendixson--Dulac-kritérium) Legyen H C IR? egyszeresen sszefiiggé nyilt halmaz, és legyen
B: H — R olyan differencialhaté fiiggvény, melyre a V(B[] fiiggvény 4llandé eléjeld, és legfeljebb egy
gorbe pontjaiban tinik el. Ekkor az <(f) = f((t)) rendszernek nincs teljesen a H halmazban haladd
periodikus palyéja.

Bizonyitas.Az el6z6 bizonyitds menetét kovetjiik, azonban most az ! figgvény helyett a B fiiggvényre
alkalmazzuk a gondolatmenetet. [QED]

A nemlétezési tételek alkalmazasara mutatunk néhany példat.
5.12. Példa Tekintsiik az

t=x—xy +y°

y=3y— .r"_.!,r bt

rendszert. Ekkor ifi(z.y) +dafolzy) =1 -y +3 -2 =4—(2° +¥%) | amely a 2 sugara koron
beliil szigoruan pozitiv, igy ebben a kdrben nem lehet a rendszernek periodikus palyéja.

5.13. Példa Az
r=a+ .r,'"] 4 o y=—xr+y- .rzlu

o ) 472 -
rendszernek a Bendixson-kritérium szerint nincs periodikus megoldasa. Ugyanis divfz,y)=2+42"> 04
sik minden pontjaban.

Az eddigi tételek és példak kétdimenzios rendszerekre vonatkoztak, topologiai okokbol tobb dimenzids esetben
ilyen altalanos tételek nincsenek, az ezzel kapcsolatos eredmények targyalasa meghaladja ezen jegyzet kereteit.
A kérdés mélységét és nehézségét illusztralja az is, hogy Hilbert ezzel kapcsolatos, Gigynevezett 16. problémaja
tobb mint 100 éve megoldatlan.

Hilbert 16. problémaja

Legyenek I és €2 n -edfoku polinomok. Legfeljebb hany hatarciklus lehet az

i= Plr. y)
y=_0(r y

rendszerben?

Nyilvanvalo, hogy 1 = 1 esetén, amikor a rendszer lineéris, nem lehet hatarciklus (periodikus megolddsok
lehetnek, példaul, amikor a rendszer egyensulyi pontja centrum). Az 7@ = 2 esetben a hatarciklusok maximalis
szamara a sejtés 4, erre Shi, Chen és Wang adtak példat 1979-ben, azonban eddig nem sikeriilt igazolni, hogy
tobb hatarciklus nem lehet. Az eredményekrdl szamos attekinté cikk mellett Perko konyvében [16] olvashatd
Osszefoglalas.

62
XMLmind XSL-FO Converter



Differencialegyenletek és dinamikai
rendszerek

5.2.2. 5.2.2 Lokalis vizsgalat periodikus megoldasok korul

Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk, hogy periodikus palyak koriil hogyan jellemezheté a lokalis faziskép.
Tanulmanyozni fogjuk periodikus megoldasok stablitasat, illetve stabil, instabil és centralis altereit. A vizsgalat
legfontosabb eszkdze a Poincaré-leképezés, amellyel a kérdést diszkrét dinamikai rendszerek fixpontjanak
lokalis vizsgalatara lehet visszavezetni.

Legyen M C R™ egy tartomény és legyen ¥ = X M — M ginamikai rendszer. Legyen P € M periodikus
pont T periddussal, azaz ¥{T5P) =17 . Vezessik be a V() :=w(t.p) ¢ I':= {+(t) :t € [0,T]}
jeloléseket.

5.6. Definicio Legyen L C I2" egy n — 1 dimenziés hipersik ¥ normalvektorral. Egy & C L &sszefiiggd
halmazt transzverzalis metszetnek neveziink, ha (¥> %2(0.4)) # 0 minden ¢ € ¥ pontra.

Legyen X egy P pontot belsejében tartalmazé transzverzéalis metszet. Az implicit-fliggvény tétel egyszeril

alkalmazasaval igazolhat6 az alabbi.

5.1. Allitdas (Poincaré-leképezés létezése) A P pontnak van olyan [/ C X kornyezete, és létezik olyan

& : U — R folytonosan differencialhaté fliggvény, melyre Op) =T ¢ ¢v(©(q).9) € minden ¢ € U
pontra.

5.7. Definicio A P: U — %, Pla) =¢(O(q).q) fiiggvényt a ( X transzverzalis metszethez tartozo)
Poincaré-leképezésnek nevezik.

A Poincaré-leképezés fliigg a P pont és a 2 transzverzalis metszet valasztasatol. A kovetkezd allitas szerint a
kiilonb6z6 Poincaré-leképezések koordinata-transzformacioval egymasba vihetok.

5.2. Allitas Legyenek P1.P2 € I 21, 2o ezeket tartalmazo transzverzalis metszetek, Ui © 2 (1 = 1.2)) nyilt
halmazok, melyeken értelmezve vannak a £ : Ui = Xi (i = 1.2') poincaré-leképezések. Ekkor van a P1
pontnak  olyan V' C Ui kémyezete, ¢ 9 :V = Us  differencidlhatd  fiiggvény, melyre
Po(S(p)) = S((F(p)) minden P € V esetén.

5.8. Kovetkezmény A Pl(p) s Ps(p2) matrixok sajatértekei megegyeznek.

Ha P(U) CU  akkor a P Poincaré-leképezés az [/ halmazon egy V' NxU—=U giszkrét dinamikai
rendszert (pontosabban Gn. szemidinamikai rendszert) hataroz meg a kovetkezéképpen: Pin.g) = P"(q) anhol
Pt=FPoFPo...oF az n tagh kompoziciot jeloli. (Azért nevezik szemidinamikai rendszernek, mert
negativ 7 értékekre nincs értelmezve.) Mivel £'(P) =P | azért a P pont a ¥ dinamikai rendszernek
egyensulyi pontja. Latni fogjuk, hogy ennek stabilitisa hatdrozza meg a I' palya stabilitasat, ezért el8szor
emlékeztetiink diszkrét dinamikai rendszerek fixpontjanak stabilitdsaval kapcsolatos alapveté fogalmakra és a
linearizalassal kapcsolatos eredményekre. (Ezeket a 8. fejezetben részletesen targyalni fogjuk.)

Legyen G € R nyilt halmaz, 9:G — G diffeomorfizmus (olyan differencidlhatd fiiggvény, melynek
létezik inverze, és az is differencialhato). Ez a fiiggvény a G halmazon meghataroz egy ¥ - ZxG =G
diszkrét dinamikai rendszert a kovetkezOképpen: P(n.q)=g"(q) | ahol 9" =gogo...o09 azn tagl
kompoziciét jeloli, ha 7 € N Han < 0, akkor legyen 9" =9 ‘o9

Kénnyen lathato, hogy % egy dinamikai rendszer. A rovidség kedvéért helyette a 9 jeldlést fogjuk hasznalni.

1 , L
O...99 " —n tagh kompozicid.

5.9. Definici6 A P € G pontot a % dinamikai rendszer egyensulyi pontjanak, vagy fixpontjanak nevezziik, ha
9lp) =P (azaz V(1:P) =P minden 7 € Z esetén).

-

5.10. Definici6 A P fixpontot stabilisnak nevezziik, ha minden £ > [) szdmhoz van olyan d =0, hogy
lg—p| <0 ¢sneN esetén |9"(@) —pl <2 AP fixpontot instabilisnak nevezziik, ha nem stabilis.

A P fixpontot aszimptotikusan stabilisnak nevezziik, ha stabilis, és 19— p| <0 eseten lMnsoa g™ () =p
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A fixpont stabilitasa a folytonos dinamikai rendszerhez hasonléan linearizalassal donthetd el.

5.11. Tétel (Fixpont stabilitasa) Ha a 9'(P) matrix minden A sajatértékére |Al <1, akkor a P fixpont
aszimptotikusan stabilis.

Térjiink most vissza a I” : I/ — X Poincaré-leképezés vizsgalatara. Megmutatjuk, hogy a Poincaré-leképezés
fixpontjanak stabilitisa hogyan hatdrozza meg a 1" palya stabilitdsat. Koénnyen lathato, hogy egy periodikus
megoldas nem lehet aszimptotikusan stabilis, mégis mint halmazhoz tarthatnak hozza egy kornyezetébdl a
megoldasok (lehet w -hatarhalmaz, vagy attraktor). Ezért a periodikus megoldas stabilitasanak leirasara
bevezetjiik az orbitélis stabilitds fogalmat. Hasznalni fogjuk a pontok 1" palyatol vald tavolsagara az alabbi
jelolést:

d(q. ') =inf{|g —~(t)]| : t € [0, T]}.

5.12. Definici6 A 7 periodikus megoldas orbitalisan stabilis, ha minden & > 0 szamhoz van olyan ¢ > 0
melyre d(¢:1') < 0 g5 > 0 eseten dlp(tg), 1) < &

A 7T periodikus megoldas orbitalisan aszimptotikusan stabilis, ha orbitalisan stabilis és
limm d{ ot g). ') =10,
-

A I palya hatérciklus, ha van olyan 9 gl pont, melyre ' C wl(g) vagy I' C alq),
A I palya stabil hatarciklus, ha 7 orbitalisan aszimptotikusan stabilis.

Legyen X egy P pontot tartalmazé transzverzilis metszet, I’ C X a P pont kérnyezete, I : I/ — X a
Poincaré-leképezés.

5.13. Tétel Ha P (aszimptotikusan) stabilis fixpontja a £ Poincaré-leképezésnek, akkor 7 orbitalisan
(aszimptotikusan) stabilis.

A tétel bizonyitasanak alapgondolata megtalalhatd [22] konyvben. A periodikus palya stabilitasat tehat a
Poincaré-leképezés derivaltjanak sajatértékei hatarozzak meg.

5.14. Definici6 A () ((n—=1) x {n—1) _es) matrix sajatértékeit a 1" periodikus pélya karakterisztikus
multiplikatorainak nevezik.

A 5.8. Kovetkezmény szerint a karakterisztikus multiplikatorok nem fiiggenek a Poincaré-leképezés
valasztasatol. A 5.11 Tétel szerint pedig jellemzik a fixpont stabilitasat. Ezzel tehat a kovetkezo tételt kapjuk.

5.15. Tétel (Andronov-Witt) Ha a ' periodikus palya karakterisztikus multiplikatorainak abszolutértéke 1-nél
kisebb, akkor a 1" palya stabil hatarciklus.

Kétdimenziés rendszerek esetében az egyetlen karakterisztikus multiplikator P'(p). Igazolhato (lasd Perko
konyvében [16] a 3.4. Fejezetben a 2. Tételt), hogy ez a kdvetkezéképpen adhatd meg

-
P'(p) r.r;.l(/ dia'_,l"['.[!‘.lj) .
1

ahol Av/ =i+ afr g7 | divergenciajat jeloli. Tehat, ha a divergencia a periodikus palya mentén végig
negativ, akkor a periodikus palya stabil hatarciklus, ha pedig a divergencia a palya mentén végig pozitiv, akkor
igazolhato, hogy a periodikus palya instabil hatarciklus.

Kétdimenzids rendszerek esetében egy karakterisztikus multiplikatora van a periodikus péalyanak, igy a palyahoz
csak egy invarians altér tartozik. Magasabb dimenzidban megtdrténhet, hogy a periodikus pélya egy iranybol
vonz, mas iranybdl pedig taszit, tehat nyereg jellegli. Ilyen esetekben a periodikus palya koriili lokalis
viselkedést a stabil, instabil és centralis sokasag dimenzidjaval lehet jellemezni. Az invarians sokasagok
bevezetését az alabbi példaval szemléltetjiik.
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5.14. Példa Tekintsiik az alabbi haromvaltozos rendszert.

t=—y+x(l -2 =)
. a a
y=x+yll—x"—y")

s, =

Koénnyen lathatd, hogy az (,Y) vizszintes sik, illetve a = tengely invarians, azaz ezeket nem hagyjak el a
palyak. A vizszintes sikban fekvd, origd kdzepli egység sugari kor egy periodikus megoldas palyaja. A
vizszintes sikban fekvé palydk ehhez a hatarciklushoz kozelitenek. A hatarciklust tartalmazo fiiggdleges
hengerfeliilet szintén invarians, az ebben halado palyak viszont tavolodnak a hatarciklustol, hiszen pozitiv =z
esetén = értéke novekszik, a negativ oldalon pedig csokken. A hatarciklus stabil sokasaga tehat a vizszintes sik,
instabil sokasaga pedig a fiiggdleges hengerfeliilet, ezt a 40 abran szemléltetjiik.

|

I
I

/m!‘
|

Invarians sokasagok az 5.14. Példaban szerepl6 differencialegyenlet-rendszerben.

Térjiink ra ezutan a periodikus palya stabil, instabil és centralis sokasagdnak definialasara.

Legyen tehat M C RB" egy tartomany és legyen ¥ * & X M — M ginamikai rendszer. Legyen P € M
periodikus pont 7T periédussal, azaz P(15P) =P . Haszndljuk ismét a V) :=@Ep) ¢
[':={4(t) :t € [0, T]} jeloléseket. Legyenek a 1" periodikus palya karakterisztikus multiplikatorai
|”1_-|”2.' e _-|”."I 1_

5.16. Tétel (Stabil és instabil sokasag tétel) Tegyiik fel, hogy a 1" periodikus palya karakterisztikus
multiplikatorai kéziil & olyan van, melynek abszolttértéke 1-nél kisebb, és 72— 1 —K olyan, melynek

. yrloe 1
abszolutértéke 1-nél nagyobb. Ekkor valamely ¢ = 0 esetén legyen W) azon g€ B pontok halmaza
melyekre

1. dle(t,q).T) =0 amint t — oo,

2. dlplt,q). ') <d nat=0,

Valamint legyen W) azon ¢ € " pontok halmaza melyekre
1. d{e(t.q),') — ”, amint t — —oo

2. d{p(t.q).I') <4 chat <0,

- Joloe
Ekkor létezik olyan 0 > 0 melyre WL egy k +1 dimenzios pozitivan invarians differencialhato sokasag,

Jrlecir ] . . 7
¢s W (1) egy 1 — % dimenzios negativan invarians differencialhato sokasag, melyeket a 1" periodikus palya
lokalis stabil, illetve instabil sokasdgoknak neveziink. Ezek a 1" gorbe pontjaiban transzverzalisan metszik
egymast.

A globdlis stabil €s instabil sokasagokat az egyensulyi pont esetéhez hasonldan a H"':-w (I') ¢ H"'Lw (I') 1okalis
sokasagok segitségével definidlhatjuk. A stabil sokasagot ugy definialjuk, hogy a beldle indul6 trajektoridk az
origbhoz tartsanak. Mivel az origohoz tartd palyak az origd kozelében a lokalis stabil sokasagban haladnak,
azért a globalis stabil sokasagot célszerl a kovetkezdképpen definialni.
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Wil = U;u.n'j'" ().

=i

Az instabil sokasagot ugy hatdrozzuk meg, hogy a beldle induld palyak T — —0oC esetén tartanak az origdhoz.
Mivel az ilyen palyak az origd kozelében a lokalis instabil sokasagban haladnak, azért az instabil sokasagok a
kovetkezOképpen definialjuk.

W) = p(t. Wi (1))

=0

Ezen sokasagok mellett, ha vannak 1 abszolutértékii karakterisztikus multiplikatorok, akkor létezik a 1’

palyanak centralis sokasaga is, melyet We(l') jelol. Ennek dimenzidja megegyezik az 1 abszolutértéka
karakterisztikus multiplikatorokok szamaval.

5.15. Példa Tekintsiik az alabbi haromvaltozos rendszert.

=

-

Konnyen lathato, hogy az (. Y) vizszintes sik, illetve a = tengely invarians, azaz ezeket nem hagyjak el a
palyak. A vizszintes sikban fekvo, origd kozepli kordk periodikus megoldasok palyai. Tekintsiik az egység
sugart kort, mint periodikus palyat. Ennek centralis sokasaga a vizszintes sik. A kort tartalmazo fiiggéleges
hengerfeliilet szintén invaridns, az ebben haladd palyak viszont kdzelednek ehhez a palyahoz, hiszen pozitiv =
esetén = értéke csokken, a negativ oldalon pedig novekszik. Az egység sugaru kor centralis sokasaga tehat a
vizszintes sik, stabil sokasaga pedig a fiiggbéleges hengerfeliilet, melyet a 41. dbra mutat.

P, L,
P m—
]

2 Al = —=-

N S

—F=%

——p—

Invarians sokasagok az 5.15. Példaban szerepld differencialegyenlet-rendszerben.

5.3. 5.3 Indexelmélet alkalmazasa kétdimenzioés rendszerekre

Kétdimenzids rendszerek globalis vizsgalatanak egyik fontos eszkoze a vektormez6 indexe. Az index topoldgiai
fogalom, amely magasabb dimenziés rendszerekre is értelmezhetd, mi itt azonban csak a kétdimenzios esettel
foglalkozunk. Tekintsiik az

= Plr. y)
y=0r y)

rendszert, és vegyiink egy 7 a, 8] — R? folytonos, egyszerii zart gorbét. A 7 gorbe indexe, 11A(7) | azt adja
meg, hogy a (F(7(s)); @(7(5))) vektor hanyszor fordul korbe, mialatt az s befutja az [a. ] intervallumot.

fgy természetesen MA(7) mindig egész szam. Egyszeriien lathatd, hogy példaul egy (stabil vagy instabil)

csomdpontot megkeriilé gorbe esetében ind(y) =1 , mig egy nyeregpontot megkeriil6 gorbe esetében

ind(7) = =1 Ezeket formalisan is hamarosan levezetjiik, melyhez sziikség van az index képlettel valo
definialasara.
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Jelolje O(r,y) az [@j?t{g)mr‘@b@p[@)f‘”[??'syjeﬂé??[ﬁ{ﬁ vektor szogét, valamint egy adott 7 - la. 6] — R?

gorbe esetén legyen minden esetén. Ekkor
Qv(s))
teg*(s) = ———,
87 = Pa)

Derivaljuk ezt s szerint, ekkor

(”LQE":(-“” - (s) + Q(y(s)) - ":'z[-"‘]) P(v(s))

1 .

— B 5] = -
cost B*(s) () P=(~(s))

(”11}{"} ()« Guls) + P ((s)) - ":-z{-*ll)fc’{".n[-*".lfl

B P2(y(s))
Felhasznalva, hogy
l ety @+ P
cos: 6° =tg O +1= Pz 1= Pz

kifejezhetjiik a ©" derivaltat.

o POQ% + Q%) — QO P + 0uP4)
6'(s) = P Qn

A (P(7(5)). Q(7(5))) vektor elfordulasinak nagysagat az

i b
f B =)ds
Qz L8]

integral adja, ezért a gorbe indexét a kovetkez6képpen definialjuk.

5.17. Definici6 Legyen 7 * [a.b] — R? folytonos, egyszerli zart gérbe, amely nem halad at egyensilyi ponton.
Ekkor a *f gorbe indexe az i = P(x.y) i = Q(.¥) rendszerre vonatkozéan

1 /!' P(oiQ9 + (5a) — Q(h P + hPa)
_)ﬂ Wl .

nd(a) = —
L [] I} lni_i_Qi

5.16. Példa Szamitsuk ki egy instabil csomopontot megkeriilé gorbe indexét. Az

r=x

U=y
rendszernek az origd csomoé tipusi egyensulyi pontja. Legyen 7(t) = (cost,sint)  tE [0,27] o, origod
kozepli egység sugaru kor. Ekkor a gorbe pontjaiban a vektormezd sugariranyban kifelé mutat, amint a . abra

mutatja. Igy a vektor 2m szdget fordul, mialatt a gérbén korbemegyiink, azaz a gorbe indexe 1. Szamitsuk ki ezt
a formalis definicio alapjan is. Ebben az esetben

Plz,y) = athP = 1hP =10
O, y) = yhQ = 00 = 1
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valamint 71 = —sint o = cost  fgy a definici6 szerint
1 7 vost{cost) — sin t{— sin t)
ind(y) = o [ costleost) —smil e
2r fi cos?t 4+ sin” i

5.17. Példa Szamitsuk ki egy stabil csomdpontot megkeriilé gérbe indexét. Az

rendszernek az origd csomd tipusu egyensulyi pontja. Legyen () = (cost,sint) te€ [”.- 2”’] az origod
kozepli egység sugaru kor. Ekkor a gorbe pontjaiban a vektormezd sugariranyban befelé mutat, amint a . Abra
mutatja. igy a vektor 27 szoget fordul, mialatt a gorbén korbemegyiink, azaz a gorbe indexe 1. Szamitsuk ki ezt
a formalis definicié alapjan is. Ebben az esetben

Plx,y) = —axih P ==1ibP =1)
Q. y) —yih (} = Dik{) = —1
valamint 71 = —sint | 7z = cost fgy a definicio szerint

—cost(—cost) + sint{sin ) |
0

i () o

Jo cos?t 4 sin® f

5.18. Példa Szamitsuk ki egy nyeregpontot megkeriild gorbe indexét. Az

v=-y

rendszernek az origd nyereg tipusu egyenstlyi pontja. Legyen 7(t) = (cost,sint) te [0.27] origd
kozepli egység sugart kor. Ekkor a gorbe pontjaiban a vektormez iranyét a . Abra mutatja. fgy a vektor —2
szoget fordul, mialatt a gorbén kérbemegyiink, azaz a gorbe indexe -1. Szamitsuk ki ezt a formalis definicio
alapjan is. Ebben az esetben

Flr,y) =xcih P =1k P =1
Qr,y) —yih (} = Dik{) = —1

valamint 71 = —sint 7o = cost gy a definicié szerint
) 1 2 cos t{—cost) + sint(—sin )
ind(v) = — l _} : _J[ ~dt = —1.
2r Jo cos?t 4+ sin” f

Az index kiszamitasanak, illetve alkalmazasanak szempontjabol egyarant fontos az alabbi allitds, melyet
formalisan nem igazolunk, szemléletesen azonban vildgos a definici6 alapjan.

5.3. AllitasBarmely 7 gorbe és (P, €) vektormezé esetén fennallnak az alabbiak.
1. A gdrbe indexe MA(7) folytonosan fiigga 7 gorbétdl, amig az nem megy 4t egyensilyi ponton.

2. A gorbe indexe MA(7) folytonosan fiigg a P és (! fiiggvénytdl, feltéve, hogy a gdrbe nem megy 4t
egyensulyi ponton.
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Mivel az index egész szam, azért a folytonos fliggésbol kovetkezik az alabbi.

5.18. Kévetkezmény Barmely 7 gorbe és (£, Q) vektormezs esetén 1nd(7) allandd, ha a 7 gorbét, vagy a I
és @ fiiggvényt ugy valtoztatjuk, hogy koézben a gérbe nem megy at egyensulyi ponton.
Ezen kovetkezményt felhasznalva igazolhatd néhany globalis jellegli allitas a fazisképpel kapcsolatban.

5.4. Allitas Ha a 7 gdrbe belsejében nincs egyensulyi pont, akkor 1d(7) = 0

Bizonyitas. Ha a 7 gorbe belsejében nincs egyenstlyi pont, akkor a gorbe folytonosan 6sszehtizhatd egy pontra,
tigy, hogy kozben a gorbe nem megy at egyensulyi ponton. A 42. Abra alapjan egyszeriien lathat6, hogy, amikor
I mar elegendden kicsire van &sszehuzva, akkor végighaladva rajta a vektormezd korbefordulasa 0, azaz a
gorbe indexe 0. Mivel az index az 0sszehuzas soran nem valtozik, azért az eredeti 7/ gorbe indexe is 0. [QED]

(6

A

—_—

e ——
e

12. abra. A gorbe indexe nulla, ha belsejében nem tartalmaz egyensiilyi pontot.
A fenti kovetkezmény lehetévé teszi az egyensulyi pont indexének definialasat.

5.19. Definicié Legyen (0, ¥0) izolalt egyensulyi pontja az i = Plz,y) ¥ = Qz.y) rendszernek. Ekkor
barmely az egyensulyi pontot koriilvevd, de mas egyensulyi pontot nem tartalmazd gérbe indexe ugyanannyi.

Az egyensilyi pont indexe 11A(0. o) | legyen egy ilyen gorbe indexe.
A fenti példak alapjan az egyenstlyi pontok indexére az alabbit kapjuk.
5.5. Allitas A nyeregpont indexe —1, a csomé és fokusz indexe 1.

Szintén a 7 gdrbe folytonos valtoztatasaval igazolhat6 az alabbi.

5.6. Allitas Legyenek a 7 gorbe belsejében levé egyensulyi pontok (zi,pi) 1= 12,... k . Ekkor a gorbe
indexe egyenl6 a belsejében fekvd egyensulyi pontok indexeinek 6sszegével, azaz

k

ind(+) E ind{x;, u).

i=1

A 43. Abra alapjan lathatjuk, hogy amennyiben 7 egy periodikus megoldas palyaja, akkor rajta végighaladva a
vektor egyet fordul kdrbe, azaz fennall az alabbi.
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13. abra. Periodikus palya indexének kiszamitasa.

5.7. Allitas Ha ¥ egy periodikus megoldas palyaja, akkor ind(y) =1,
EDbbdl és a megel6zo allitasbol azonnal kovetkezik az alabbi.

5.20. Kovetkezmény Ha 7 periodikus megoldas, akkor a belsejében van egyensulyi pont. S6t a benne fekvo
egyensulyi pontok indexének osszege 1.

Megjegyezziik, hogy az index fogalma nemcsak sikban, hanem mas kétdimenzids sokasagokon, példaul
gombon, vagy toruszon hasonloképpen definidlhatdé. A Poincaré-féle indextétel szerint egy kétdimenzids
sokasdgon megadott vektormezd egyensulyi pontjai indexének Osszege megegyezik a feliillet Euler-

karakterisztikajaval. Ennek értéke gombre x(8%) =2 , toruszra X(T?) = 0, a projektiv sik esetén pedig

X(RP?) = L gy példaul egy gomb felszinén megadott differencialegyenlet egyensulyi pontjai indexének
Osszege mindig 2.

5.4. 5.4 Végtelenbeli viselkedés

Kétdimenzios fazisképek globalis osztalyozasanak egyik nehézsége abban rejlik, hogy a fazissik nem kompakt
és a végtelenbeli viselkedést nehéz megragadni. Ezen probléma kezelésére kiilonb6z6 projekciokat alkalmaznak,
melyek a sikot kompakt halmazra vetitik. Ezek koziil itt a Poincaré-féle centralis vetitést mutatjuk be, amely a
fazissikot egy félgombre vetiti, a végtelenbeli pontokat pedig a félgdmbdt hatarold korre (a megfelelé gomb
egyenlitdjére) viszi. Ezzel a végtelenbeli viselkedés struktiraja részletesen vizsgalhatova valik (jobban, mint az
egyponti kompaktifikacidé esetében). Tekintsiink tehat egy egység sugart, origd kozepli gdmbot és egy sikot,
amely a gdmbot a (0.0,1) pontban (északi sark) érinti. Ezen sik origdja legyen az érintési pont, és a sikon a
koordinatakat jeldlje (+¥) . A térbeli koordinatak jelolésére az X Y. Z betiiket hasznaljuk. A sik pontjait
olyan modon vetitjiik a felsé félgombre, hogy egy (=, y) pontot Osszekotiink az origéval (a gomb
kozéppontjaval), majd a sikbeli pontnak megfeleltetjilk azt a pontot a félgombon, amelynél a sugar félgombot

metszi. A 44. Abran lathato derékszogii haromszogek hasonlosaga miatt a koordinatékat sszekapesold formula
r=X/Z
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44. abra. A sikot a gomb felszinére képezé transzformacio.

A sikbeli (2 ¥) koordinatak segitségével tehat vezessiik be az alabbi X+ Y. Z koordinatakat a térben

X=uxZ
Y =yZ
A S
) Ve +yE+1 I

Nézziik meg, hogy ez a koordinata-transzformacié hogyan hat a sikban megadott

i= Plr.y) (42)
=0, y) (43)

differencialegyenlet fazisképére. Differencialjuk a transzformaciot definiald azonossagokat. Ekkor az

X=iZ+zZ
Y =§Z + yZ
Z = —Z%xi + yi)
differencialegyenlet-rendszerhez jutunk. Helyettesitsik be ebbe a (42)-a (43) differencidlegyenletbdl a

derivaltakat, valamint alkalmazzuk a transzformacié képleteit. Ekkor az X koordinatira vonatkozo
differencialegyenlet

X = /P(; }F) _Z.X. (u*(%}?) + '1'52('; }7))

> x x)
Hasonloéan kapjuk a differencialegyenleteket az Y és Z valtozora is. A rovidség kedvéért (’5 "2/ helyett

irjunk F? -t, és hasonléan jarunk el (2 esetében is. Ekkor az 0j koordinatarendszerben a differencialegyenlet-
rendszer

X=ZP-ZX(XP+YQ) (44)

Y =Z2Q - ZY(XP+YQ) (45)

Z==_Z%XP+YQ). (46)
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Egyszertien lathato, hogy ennek a rendszernek az egységgdmb invarians feliilete. Az ezen feliileten létrejott
faziskép felel meg dz—efedeti sikbeli fazisképnek, a trajektoriak végtelenbeli viselkedése pedig a gdomb
egyenlitdjén, azaz a sikkal val6 metszetén lathato.

Nézziik meg néhany egyszer( linearis rendszer példajan, hogy a jol ismert sikbeli faziskép milyen végtelenbeli
viselkedést mutat.

5.19. P¢lda Tekintsiik a nyeregponttal rendelkezd

y=-y

linearis rendszert. Ekkor I’(¥.y)=x | Qlr.y) =—y , lgy ZP=X | ZQ =-Y ¢
ZIXP+Y Q)= X? = Y7 Helyettesitsiik ezeket a (44)-(46) rendszerbe, ezzel az

X=X(1-X2+V¥?
Y =Y(-1-X*4+Y%
Z=—-Z(X*-VYH

rendszert kapjuk az 0j valtozokra. Vizsgaljuk ennek fazisképét az egységsugari gdmb felszinén. A végesben

levé egyensulyi pontok (0,0.1) ¢ (0,0,—-1) nyeregpontok, mivel az origd az eredeti rendszernek
nyeregpontja volt, és ezek a pontok az origd vetitésével keletkeztek a gomb feliiletén. Vizsgaljuk most a
végtelenbeli egyensulyi pontokat. Ezek harmadik koordinataja Z = 0, igy az X + ¥? = 1 egyenlet hatarozza
meg azokat. Ebbsl X = 0 ¢és ¥ = £1 vagy X = £1 &5V = 0. igy a végtelenben négy egyensilyi pont van:

(1.0,0) (=1,0.0) (0.1,0) (0,=1.0)  Hatarozzuk meg ezek tipusat. Az (1.0,0) pontban vetitsiik az
egyenletetaz X = 1 sikra. Ekkor az

Y =Y(-2+Y?
Z=-Z(1-Y%

kétvaltozos rendszert kapjuk. Ennek egyenstlyi pontja a (0,0) pont (ez felel meg az (1,0,0) pontnak). A
rendszer Jacobi-matrixa a (U 0) -pan

-2 0

(0 -1/

tehat (U5 0) stabil csomo, azaz az (1.0,0) pont stabil csomd. Hasonldan vizsgalhaté a masik harom egyensulyi

pont. A (—1,0,0) pont szintén stabil csomo, a (0,1,0) ¢ (0,—1,0) pontok pedig instabil csomdpontok.
Ezzel tehat a fels6 félgombon a 45. Abran lathatd fazisképet kapjuk. (A fazisképet a felsé félgombrol
fliggdleges vetitéssel az egyenlitd sikjara vetitjiik, az abran ez lathato.)
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15. abra. Nyeregponttal rendelkezé linedris rendszer végtelenbeli viselkedése.

Erdemes megjegyezni, hogy az egész gombfeliileten 6sszesen hat egyensilyi pont van, két nyeregpont és négy

csomoépont. Ezek indexeinek Osszege 2(-1) +4 =2 = x(5?) , amely a gobmb Euler-karakterisztikjat adja. A
Poincaré-féle indextétel szerint egy kétdimenzids sokasagon megadott vektormezd egyenstlyi pontjai indexének
Osszege megegyezik a feliilet Euler-karakterisztikajaval.

5.20. P¢lda Tekintsiik az instabil fokuszponttal rendelkezd

T=xr—y

y=r+y

linearis rendszert. Ekkor Pl y)=x—y Qr,y)=x+y joy ZP=X-Y ZQ=X+Y ¢
ZIXP+YQ)=X*+Y? Helyettesitsiik ezeket a (44)-(46) rendszerbe, ezzel az

X=X-V-X(X*+V?H
Y=X+Y-Y(X*+Y?
Z=-Z%X*+YY

rendszert kapjuk az 0j valtozokra. Vizsgaljuk ennek fazisképét az egységsugari gomb felszinén. A végesben

levé egyensulyi pontok (0.0.1) ¢s (0,0, =1} instabil fokuszpontok, mivel az origd az eredeti rendszernek
instabil fokuszpontja, és ezek a pontok az origd vetitésével keletkeztek a gomb feliilletén. Vizsgaljuk most a
végtelenbeli egyensulyi pontokat. Ezek harmadik koordinataja Z = 0, igy az X + ¥? = 1 egyenlet hatarozza
meg azokat. Ha ezt a kifejezést az elsé két egyenletbe helyettesitjiik, akkor lathatjuk, hogy ennek eleget tevd
egyensulyi pontja nincs a rendszernek, azaz nincsenek végtelenbeli egyensulyi pontok. Ezzel tehat a fels
félgombon a 46. Abran lathato fazisképet kapjuk. (A fazisképet a fels6 félgombrol fiiggoleges vetitéssel az
egyenlito sikjara vetitjiik, az abran ez lathato.)
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46. abra. Instabil fokuszponttal rendelkezé linedris rendszer végtelenbeli viselkedése.

Erdemes megjegyezni, hogy az egész gombfeliileten sszesen két egyensilyi pont van, mindketté instabil
fokusz. Ezek indexe 1, ezért indexeik 6sszege 2 =x(5?%) , amely a gomb Euler-karakterisztikajat adja.

5.5. 5.5 Feladatok

1. Legyen frR=R differencialhato fiiggvény. Az i = flr) egyenletek topologikus ekvivalencia szerint

hany osztalyba sorolhatdk, ha az f fiiggvénynek harom zérushelye van?
(Ay 10, (B) 9. (') 8
Valasz: (A).

2. Legyen fR=R differencialhato fiiggvény. Az i = flx) egyenletek topologikus ekvivalencia szerint
hany osztalyba sorolhatdk, ha az / figgvénynek négy zérushelye van?

(A) 15, (B) 16, (C) 17

Valasz: (B).

3. Hany egyensulyi pontja van a végtelenben a centrumponttal rendelkezd

y=ux
rendszernek?
(A) 2, (B) 3, (C) 0O
Valasz: (C).

4. Hany egyensulyi pontja van a végtelenben a csomdponttal rendelkezd

i=uy

rendszernek?

(A) 4. (B) 3. (C) 0
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Valasz: (A).

6. 6 A bifurkaciéoelmélet alapjai és strukturalis
stabilitas

Az eddigi fejezetekben szamos modszert lathattunk differencidlegyenlet-rendszerek fazisképének vizsgalatara.
A kiilonb6z6 alkalmazasokban megjelend egyenletek altalaban paramétereket is tartalmaznak, igy természetes
kérdés, hogy a faziskép hogyan fligg a paraméterckt6l. Egy paraméter értékét valtoztatva a differencialegyenlet
megoldasa megvaltozik, azonban minéségi valtozas csak bizonyos specialis paraméter értékeknél kovetkezik be.
Gondoljunk példaul az i = ax differencidlegyenletre, melyben @ € £ a paraméter. Ennek megoldasa,
(t) = ¢"'#(0) nyilvan fiigg az @ paraméter értékétdl, de ha a értékét példaul a = 1 -8l a = 1.01 -re
valtoztatjuk, akkor a megoldas mindségileg nem valtozik meg. Ezzel szemben az a = (} koriill minGségi
valtozas kovetkezik be, hiszen & = () esetén a megoldasok konstans fiiggvények, viszont barmilyen kis pozitiv
i értékre szigortan ndvok, negativ @ esetén pedig szigortan fogyok. Azon paraméterértékeket, melyeknél
mindségi valtozas kovetkezik be, azaz a faziskép nem topologikusan ekvivalens a kozeli paraméterértékekhez
tartoz6 rendszerek fazisképével, bifurkacios paraméterértékeknek nevezziik, a bekovetkezd mindségi valtozast
pedig bifurkacionak hivjuk. Ezt fogalmazzuk meg altalanosan a kovetkez6 definicidban.

Tekintsik az 4(f) = f(x(t).A) egyenletet, melyben [ :R" x R — R" folytonosan differencialhatd
fiiggvény, a A € R* vektor (gyakran csak egyetlen szam) a paraméter.

6.1. Definici6 A Ao € R" paraméterérték regularis, ha 1étezik olyan 0 >0, hogy A= Xo| <0 esetén az

F{A) rendszer topologikusan ekvivalens a /(- A0) rendszerrel. A Ao € R® bifurkaciés paraméter, ha nem
regularis.

Az els6 szakaszban szdmos példan szemléltetjiik a definicid jelentését. Ezek kozott szerepelni fognak a
legfontosabb bifurkaciok is, melyek koziil néhanyat a kovetkezd fejezetben altalanosabban és részletesebben is
targyalni fogunk. A masodik szakaszban elégséges feltételt adunk bifurkaciok megjelenésére, a harmadik
szakaszban pedig a strukturalis stabilitassal foglalkozunk.

6.1. 6.1 Elemi bifurkaciok normalformaja

Ebben a szakaszban bemutatjuk a leggyakrabban vizsgalt bifurkdciok normalformajat, azaz azokat a
legegyszeriibb egyenleteket, amelyekben ezek a bifurkaciok megjelennek.

6.1. Példa Vizsgaljuk meg az & = A — T egyenletet, melyben A € & paraméter. Az egyensiilyi pont barmely
A esetén az ¥ = A pont. Ez a pont minden A értékre globalisan aszimptotikusan stabilis, azaz ehhez tartanak
a palyak. A fazisképet kiilonboz6 A értékekre ugy szoktak abrazolni, hogy a vizszintes tengelyen valtozik A
értéke, és egy adott A értékhez tartozo fazisképet az ott felvett fliggéleges egyenesen abrazoljak, amint a 47.
abra mutatja. Az 4bran lathatjuk, hogy minden A esetén ugyanaz a faziskép, nincs bifurkacid, azaz minden A
érték regularis. A kiilonboz6 A értékekhez tartozd fazisképek topologikus ekvivalencidja formdlisan is
igazolhato a palyakat egymasba vivd homeomorfizmusok megadasaval. Példaul a A = () értékekhez tartozo

faziskép palyaita {P) =P — 1 eltolas a A = 1 értékekhez tartozé faziskép palyaira képezi.
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A 47. Példaban szerepl$ differencidlegyenlet fazisképe kiilonbozé A paraméterértékek esetén.

Az alabbi animacioban a 47. Példaban szereplé differencidlegyenlet fazisképe lathato, amint a A paraméter —1
és 1 kozott valtozik.

Nézziink most olyan egyenleteket, melyekben a bifurkaci6 megjelenik. Ezek koziil a legfontosabb és
legegyszeriibb a nyereg-csomo, vagy mas néven fold-bifurkacio.

6.2. Példa (Nyereg-csomo, vagy fold bifurkacio) Tekintsik az @ = A — 2% egyenletet, melyben A € B
paraméter. Az egyensulyi pont létezése ebben az esetben fligg A értékétsl. Ha A < ), akkor nincs egyensilyi
pont, ha A = 0, akkor egy egyensiilyi pont van, az = = 0 pont, ha pedig A > 0, akkor két egyensiilyi pont van
T = VA | A fazisképet kiilonboz8 A értékekre az elébbi példahoz hasonléan abrazolhatjuk, amint a 48. dbra
mutatja. Az abran lathatjuk, hogy A = () bifurkacios érték, hiszen a bal és jobb oldalan kiilonb6z6 a faziskép. A
A # 0 grigkek viszont reguldrisak, hiszen negativ és pozitiv A értékek koriil (A értékét elegendben kicsit
valtoztatva), nem valtozik a faziskép. A kiilonb6zo A7 0 grigkekhez tartozo fazisképek topologikus
ekvivalenciaja formalisan is igazolhat6 a palyakat egymasba vivd homeomorfizmusok megadasaval. Példaul a
A < 0 értékekhez tartozo fazisképeket a h(p) =P identitas egymasba képezi. A pozitiv A értékekhez tartozo
fazisképeket szakaszonként linedris /i fiiggvénnyel lehet egymdasba képezni, ennek konkrét megadasat az
Olvasora bizzuk. Ebben a példdban A = () esetén bekdvetkezd bifurkaciot nyereg-csomo, vagy fold-
bifurkicionak nevezik. A nyereg-csomd elnevezés az & = A — 7% | U= —Y Kétdimenzids rendszerben
bekovetkezd valtozasra utal, melyet a 3. abran lathatunk.
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48. dbra.  Nyereg-csomé, vagy masnéven fold-bifurkdcié az & = A — 2% diffe-

rencidalegyenletben A = 0 esetén.

Az alabbi animacidban az T = A — z? differencialegyenlet fazisképe lathatd, amint a A paraméter —1 és 1
kozott valtozik.
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Nyereg-csomé bifurkacio az @ = A — x| ¥ = —¥ kétdimenzios rendszerben A = () esetén.
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6.3. Példa (Transzkritikus bifurkacié) Tekintsiik az & = Az — % egyenletet, melyben ismét A € R a
paraméter. Az © = {) pont most bArmely A esetén egyensulyi pont. Ezen kiviil ¥ = A is egyensulyi pont, tehat
A#0

esetén két egyensulyi pont van, A = () esetén viszont csak egy. Tehat a A = () értéknél bifurkacid van.
A fazisképet kiilonbozé A értékekre a 47. Példahoz hasonldan abrazolhatjuk, amint a 49. dbra mutatja. Az
abran lathatjuk, hogy A = 0 bifurkaciés érték, hiszen » 7 U esetén més a faziskép, mint A = 0 esetén. A
A # 0 ¢rigkek viszont reguldrisak, hiszen negativ és pozitiv A értékek koriil (A értékét elegendben kicsit
valtoztatva), nem valtozik a faziskép. Negativ A esetén az = = 0 egyensllyi pont stabil, és az x = A
egyensulyi pont instabil. Pozitiv A esetén az = = A egyensulyi pont veszi at a stabilitast. Ezt a bifurkaciot a
stabilitasvaltds miatt transzkritikus bifurkacionak nevezik. A kiilonbozé A 7 U értékekhez tartozo fazisképek

topologikus ekvivalencidja formalisan itt is igazolhatdé a palydkat egymasba vive homeomorfizmusok
megadasaval, melyet ismét az Olvasoéra bizunk.

» i W

’ - oy . g s v . 2 [ .’ ’
19. abra. Transzkritikus-bifurkacié az & = Ar — x~ differencialegyenletben A = 0 esetén.

Az alébbi animacioban az & = Az — x? differencialegyenlet fazisképe lathato, amint a A paraméter —1 és 1
kozott valtozik.
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6.4. Példa (Vasvilla-bifurkacio) Vizsgaljuk az @ = Az — 17 egyenletet, melyben ismét A € & a paraméter. Az
= () pont most is barmely A esetén egyensilyi pont. Ezen kiviil # = VA is egyensulyi pont, ha A > 0,
Tehat A < 0 esetén egy egyensilyi pont van, A = U esetén pedig harom, igy a A = () értéknél bifurkacié van.
A fazisképet kiilonb6z6 A értékekre a 47. Példahoz hasonldan abrazolhatjuk, amint az 50. dbra mutatja. Az
abran lathatjuk, hogy A = 0 bifurkaciés érték, hiszen a bal és jobb oldalan kiilonbozs a faziskép. A A 7 U
értékek viszont reguldrisak, hiszen negativ, illetve pozitiv A értékek koril (A értékét elegendéen kicsit
valtoztatva), nem valtozik a faziskép. Negativ A esetén az = = () egyensulyi pont globalisan stabil. Pozitiv A
esetén az T = £VA egyensulyi pontok veszik 4t a stabilitast. Ezt a bifurkaciot a bifurkacids gorbe alakja miatt
vasvilla-bifurkacionak nevezik. A kiilonbozé A < 0 illetve A = 0 ¢értékekhez tartozo fazisképek topologikus
ekvivalenciaja formalisan itt is igazolhatd a palyakat egymasba vivé homeomorfizmusok megadasaval, melyet
ismét az Olvasora bizunk.

...................................

50. dbra. Vasvilla-bifurkacié az & = Ar — 2* differencidlegyenletben A = 0 esetén.

Az alébbi animacioban az & = Az — z* differencialegyenlet fazisképe lathato, amint a A paraméter —1 és 1
kozott valtozik.
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Erdemes megvizsgalni, hogy egy ij paraméter hozzavétele hogyan véltoztatja meg a bifurkacios diagramot.

6.5. Példa Vizsgaljuk az @ = Axr — % + = egyenletet, melyben A € R ¢ ¢ € R két paraméter. Elészor
rogzitsiik A értékét, és vizsgaljuk, hogy = értékét valtoztatva hogyan alakul a faziskép. Az egyensilyi pontok
aze=2%—Ar g6rbén helyezkednek el, melynek kétféle alakja lehet A el6jelétd] fiiggden. Ha A < 0 akkor
szigortian monoton, ha pedig A = U, akkor egy maximuma és egy minimuma van. Az 51. abran a A = —1 &g
A =1 esetet abrazoltuk. Lathatjuk, hogy A = —1 esetén minden £ érték regularis, hiszen a faziskép nem
valtozik, minden £ értékre egyetlen globélisan vonzd egyensilyi pontja van a rendszernek. Viszont A = 1
esetén az €1 és €2 értékeknél fold-bifurkacié kovetkezik be, hiszen ezeknél két egyensulyi pont sziiletik, illetve
tlnik el. Tehat a A értékét valtoztatva az = szerinti bifurkdciés gorbe alakjdban is mindségi valtozas
kovetkezik be, amint A athalad a nulldn. A bifurkacids gorbe alakulasat folyamatdban a 6. dbra mutatja,
statikusan pedig a haromdimenzids az 52. Abran lathatjuk.

A haromdimenziés 4bra felhasznaldsdaval megkaphatjuk, hogy rdgzitett £ esetén milyen a A  szerinti
bifurkaciés diagram, melyet a A=ua?—c/fx gorbe ad meg. Rogzitsiik eldszor az £ = () értéket, és vegyiik az
52. abran levd feliilet metszetét az £ = () sikkal. Ekkor a vasvilla-bifurkacional latott gorbét kapjuk, melyet az

50. Abran lathatunk. Rogzitsiink ezutdn egy negativ = értéket, legyen £ = —1. Vegyilk az 52. Abran levé

feliilet metszetét az £ = —1 sikkal, ekkor a A = v+ 1/ gorbét kapjuk, melyet az 53. Abra bal oldalan
lathatunk. Rogzitsiink most egy pozitiv £ értéket, legyen £ = 1. Vegylik az 52. Abran levd feliilet metszetét az

= = 1 sikkal, ekkora A = r? —1/x gOrbét kapjuk, melyet az 53. abra jobb oldalan lathatunk. Ez az dbra azt is
mutatja, hogy a vasvilla-bifurkaciot megado egyenletet egy tetszlegesen kis £ értékkel perturbalva, eltiinik a
vasvilla-bifurkacio, és helyette fold-bifurkacio jelenik meg. Ezt altalanosan gy fogalmazzak meg, hogy a
vasvilla-bifurkacio egy-paraméteres rendszerekben nem tipikus, mert egy két-kodimenzids elfajulast tartalmaz,
amelyet tipikusan kétparaméteres rendszerben lehet megfigyelni.
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51. dbra. Az & = \r — 2® + ¢ differencidlegyenlet = szerinti bifurkaciés diagramja \ = —1

és A =1 esetén.
Az alibbi animéacioban az @ = Ar — %+ & differencidlegyenlet = szerinti bifurkacids diagramjanak
alakulasa lathato, amint A értéke —1 és 1 kozott valtozik.

A= -1
@

15

0.5 V /

—%.5 04 0.3 02 -0.1 0 0.1 02 03 04 05

52. abra. Az & = Ar — 2° + ¢ differencidlegyenlet ¢ és A szerinti egyiittes bifurkdcios
diagramja.
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53. abra. Az & = A\r — 2° + ¢ differencidlegyenlet A szerinti bifurkaciés diagramja ¢ = —1
¢s £ = 1 esetén.

Az albbi animéacioban az & = Ax — 2% + = differencialegyenlet A szerinti bifurkacids diagramjalathato,
aminta £ paraméter —1 és 1 kozott valtozik.

-1

Térjiink rd most olyan bifurkacids jelenségek vizsgalatara, melyeket egydimenzios fazistérben nem lehet
megfigyelni.

6.6. Példa (Andronov--Hopf-bifurkécié) Vizsgaljuk a polar koordinatikban megadott 7 = Ar + or? @ =1
kétdimenziés rendszert, melyben A € B ¢s o € R 3 paraméterek. Rogzitsik eldszor a @ = —1 értéket
(barmely @ < ) esetén ugyanilyen jelenséget tapasztalnink), és vizsgaljuk a faziskép alakuldsat, amint A
értéke valtozik. Az origd barmely A esetén egyensulyi pont, stabilitisa az T fiiggvényre vonatkozd
differencialegyenlet segitségével egyszertien eldontheté. Ha ugyanis A < 0, akkor 7 = Ar — % < 0 gy r
szigortan fogyo fiiggvény, tehat minden megoldas az origdhoz tart. Ha viszont A = 0, és 7 < V' A | akkor
S i N 22 . L . N

r=1(Ar—=77) >0 gy r szigorfan ndvé fiiggvény, tehat az origd instabil. Ezenkiviil 7 = VA esetén
=0, ,azaza VA sugart kor a rendszer periodikus palyaja, amely orbitdlisan aszimptotikusan stabilis, mivel
r< VA esetén 7 >0, és 7> VA esetén 7 < 0. A most leirt jelenséget az 54. dbra szemlélteti. Ezen 1
viselkedése lathatd A fliggvényében, a 47. Példahoz hasonld dbrazolasban. A bifurkéacio tehat a A = 0 értéknél
kovetkezik be, a A # U ¢rtgkek pedig regularisak. A kétdimenzios fazistérben a bifurkaciot az 55. abran
lathatjuk. Ha A < 0 akkor az origd globalisan aszimptotikusan stabilis, ha pedig A = 0, akkor az origo
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instabilis, és a vonzast a stabil hatéarciklus veszi at, melynek mérete a A értékével ndvekszik. Ezt a bifurkaciot
szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacionak nevezik.

54. abra. Bifurkdcié az # = Ar — r* differencidlegyenletben A = 0 esetén.

55. abra. Szuperkritikus Andronov-Hopf-bifurkécié, az origé elvesziti stabilitasat, és egy
stabil hatarciklus sziiletik.

— -j-:i

Az aldbbi animacidban az I = Ar differencidlegyenlet fazisképe lathatd, amint a A paraméter —0,1 ¢

0.1 koz6tt valtozik.

_____ A=
1t
os|
a.sg- |
04} ;
0.2; ]
"0?:' i
04 i
-0.554 :
-o.a:,:r i
Ak i

-1 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1
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Fégjithk vissza az 7 = Ar + 1, © =1 rendszerhez, azodban most rogzitsiik egy pozitiv o értéket, legyen

. Az origd most is egyensulyi pont{)és stabilitdsa a  valtoztatasaval ugyanigy alakul, mint az imént,
viszont perigdikus megoldas most esetén van a rendszerben, és ez orbitdlisan instabilis. Az
viselkedése  fliggvényében az 56. abran lathatd. Az origd ilyen tipusu stabilitdsvesztését keménynek nevezik
(az elézd tipus ehhez képest lagy stabilitdsvesztés), ugyanis most pozitiv ~ esetén nem veszi at a stabilitast a
hatarciklus, hdnem(la megoldasok végtelenhez tartanak. A kétdimenzids fazistérben a bifurkdciot az 57. dbran
lathatjuk. Ha , akkor az origd aszimptotikusan stabilis, de vonzasi tartomanya csak az instabil periodikus
megoldason beliili tartomany. Ha , akkor az origé instabilis, és a megoldasok végtelenhez tartanak. Ezt a
bifurkacioét szubkritikus AndronovHopf-bifurkacionak nevezik.

N

[y g,

56. abra. Bifurkacié az # = Ar + r* differencidlegyenletben A = 0 esetén.

57. dbra. Szubkritikus Andronov-Hopf-bifurkacié, az origé elvesziti stabilitasat, és ezzel
parhuzamosan eltiinik az instabil hatarciklus.

Az alabbi animéacioban az 7 = Ar + 17 differencialegyenlet fazisképe lathatd, amint a A paraméter —U: 1 ¢s
0.1 kozott valtozik.
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Az eddigi példakban a bifurkacié soran a faziskép egy egyenstlyi pont kdrnyezetében valtozott meg. Az ilyen
tipusu valtozasokat lokalis bifurkacionak nevezik. Most olyan példakat fogunk mutatni, melyeknél a valtozas
nem egy egyensulyi pontban, hanem valamilyen globalis alakzaton torténik. Az alabbi példakban ezek a globalis
alakzatok a kovetkezok lesznek: periodikus palya, homoklinikus palya és heteroklinikus palya.

6.7. Példa (Periodikus palya fold bifurkacidja) Vizsgaljuk a polar koordinatdkban megadott

F=r(A—(r—1)7 , @ =1 Kétdimenzids rendszert, melyben A € B a paraméter. Az el6z6 példahoz

hasonloan vizsgaljuk el8szor T viselkedését A fliggvényében. A bifurkacids diagramot az 58. abran lathatjuk.
2

Ha A <0, akkor 7 =7(A = (r—1)7) <0 igy r szigorian fogyé fiiggvény, tehat minden megoldas az
origohoz tart. Ha A pozitiv, de nullahoz kézel van (A < 1), akkor A = (7 — 1)? esetén +* = (), azaz az origd
kozepti 1 £ VA sugaru korok periodikus palydk. A belsé kor instabil, a kiils6 pedig stabil hatarciklus. A
bifurkacid tehat A = () esetén kovetkezik be. (Megjegyezziik, hogy A = 1 esetén eltiinik a kisebbik periodikus
palya, de ezzel a bifurkacidval most nem foglalkozunk.) A kétdimenzids fazistérben a bifurkaciét az 59. abran
lathatjuk. Ha A < 0 akkor az origd globalisan aszimptotikusan stabilis, a A = 0 bifurkécios értéknél két
hatarciklus sziiletik az origd koriil, melyek sugara kozel van 1-hez. Fontos megjegyezni, hogy az
AndronovHopf-bifurkacié esetében a sziileté periodikus palya sugara nulla. Ha 0 < A <1 akkor az origd
koriil két periodikus palya van, a belsd kor instabil, a kiils6 pedig stabil hatarciklus. A jelenség a fold-
bifurkacidhoz hasonld, csak ebben az esetben nem egy stabil és egy instabil egyensulyi pont sziiletik a
semmibdl, hanem egy stabil és egy instabil hatarciklus. Ezért a bifurkaciot periodikus palyakra vonatkozoé fold

bifurkacionak nevezik.

?\ -

58. abra. Bifurkdcié az 7 = r(\ — (r — 1)?) differencidlegyenletben A = 0 esetén.
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59. dbra. Periodikus palyakra vonatkozoé fold-bifurkacié. A A = 0 bifurkéciés értéknél
cgy stabil és egy instabil hatarciklus sziletik az origé koriil a "'semmibol’. Ezek sugara a
‘sziiletés pillanataban’ kozel van 1-hez.

Az aldbbi animécioban az T = (A — (r — 1)%) differencidlegyenlet fazisképe lathatd, amint a A paraméter

—0,1 &5 0,1 koz6tt valtozik.

25
2k

15
1

0.5}

6.8. Példa (Homoklinikus palya bifurkacidja) Vizsgaljuk az

f=y, P=r-— 4 Ay

. . o) = £ 2w
kétdimenzids rendszert, melyben A € R a paraméter. Ismert, hogy A = 0 esetén a H{w,y) =75 7 T3

els6 integral. Legyen ugyanis H"(t) = H{z(t), y(t)) , ekkor
H'U] = 22(t) - 2(t) — x(t) - 2 (t) + ylt) -y(t) = M.

Tehat A = ) esetén a H fiiggvény valoban konstans a palyak mentén. Ezen feliil a H fliggvény Ljapunov-
fiiggvényként is alkalmazhato, hiszen ha A =0, akkor a megoldasok mentén ndvekszik, ha pedig A < 0, akkor
a megoldisok mentén csokken. Hatarozzuk meg a fazisképet elészor A = () esetén. Ekkor egyszerlien a
szintvonalait kell meghatérozni, mert a palyak ezeken fekszenek. igy kapjuk a 60. dbran lathaté fazisképet.

Nézzitk mosta A < 0 esetet. Az egyensilyi pontok ekkor is a (0.0) g5 az (1.0) pontok, minta A = 0 esetben.
Az orig6 ekkor is nyeregpont, az (1,0) pont viszont stabil fokusz. Felhasznélva, hogy a H fliggvény értéke
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most csokken a megoldasok mentén, azt kapjuk, hogy a nyeregpontbdl az elsé siknegyedbe kimend palya az
(1.0) pontba fut be. {gy az iranymez6t is megrajzolva a 61. abran lathato fazisképet kapjuk. A A = () esethen
hasonldan jarhatunk el. Az egyensulyi pontok ekkor is a (0,0) g5 az (1.0) pontok, és az origd tovabbra is
nyeregpont, az (1.0) pont viszont instabil fokusz. Felhasznalva, hogy a H{ fliggvény értéke most novekszik a

megoldasok mentén, azt kapjuk, hogy a nyeregpontba az (1,0) instabil fokuszbol kiindulé palya fut be. igy az
irdnymez6t is megrajzolva a 61. dbran lathatd fizisképet kapjuk. Tehat a bifurkdcié a A = () érték esetén
kovetkezik be. Ekkor a nyeregpont stabil és instabil sokasaganak van k6zos része, amely egy homoklinikus
palyat hoz létre.

60. abra. Az & =y, §§ = x — x° + Ay rendszer fazisképe A = 0 esetén.

61. dbra. Az & = y, § = x —x° + Ay rendszer fazisképe A < 0 (bal) és A > 0 (jobb) esetén.

Az aldbbi animaciéban az ¥ =¥, ¥ = T — 77+ AY rendszer fazisképe lathato, amint a A paraméter — 0. 3
és U.3 kozott valtozik.
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15}

0.5}

H5k

1.5}

25

6.9. Példa (Heteroklinikus palya bifurkacioja) Vizsgaljuk az
T 1 — % — Ary, w=xy+ All — .:"“"J

kétdimenziés rendszert, melyben A € & a paraméter. Az egyensulyi pontok meghatarozasdhoz szorozzuk meg
a masodik egyenletet A -val, majd adjuk hozza az els6 egyenlethez. Ekkor (1 —2®)(1+N) = 0 teht az
egyensulyi pontok elsé koordinataja @ = =1 melybél a masodik egyenlet alapjan ¥ = 0. Tehat az egyensulyi
pontok (£1.0) . Abrazoljuk elészér a fazisképet A = 0 esetén. Ekkor az irAnymezét megrajzolva a 62. dbran

lathato fazisképet kapjuk. Az x -tengely —1 és 1 kozotti szakasza a rendszer heteroklinikus palyéja, amely
Osszekoti a két nyeregpontot. Nézzilk meg, hogy mi torténik ezzel a heteroklinikus palyaval, ha A értékét

megvaltoztatjuk. Egyszeriien ellendrizhet6, hogy a (£1,0) egyensulyi pontok tovabbra is nyeregpontok
. . TR 2 .

maradnak. Ha A < 0 akkor ¥ =0 ¢ T € (—1.1) esetén & >0 ¢s ¥ =A1—27) <0 , ezért ezen a

szakaszon jobbra, lefelé metszik a palyak az & -tengelyt. A (—1,0) nyeregpontbol jobbra kimend palya tehat az

alsé félsikban halad az ¥ = 1 egyenes mentén lefelé, amint a 63. abran lathatjuk. Tehat A << 0 esetén nincs
heteroklinikus palya, amely &sszekoti a nyeregpontokat. Hasonlo a helyzet A > 0 esetén. Ekkor azonban

y=0¢ 1 (—L1) esetén i > 0¢s ¥=All - 2?) = ”, ezért ezen a szakaszon jobbra, felfelé metszik a

péalydk az x -tengelyt. A (—1,0) nyeregpontbol jobbra kimend palya tehat a felsé félsikban halad az = = 1
egyenes mentén felfelé, amint a 63. dbran lathatjuk. A A értékét valtoztatva tehat A = () esetén heteroklinikus
palya jelenik meg, ezért a bifurkaciot heteroklinikus bifurkacionak nevezik.

62. abra. Az & =1 —2° — Axy, i = vy + M1 — 2°) rendszer fazisképe A\ = 0 esetén.

88
XMLmind XSL-FO Converter



Differencialegyenletek és dinamikai
rendszerek

63. dbra. Az & = 1 —a° = Ay, § = xy + M1 — z?) rendszer fazisképe A < 0 (bal) és A > 0
(jobb) esetén.

. 2 ) C 2 L , , .
Az aldbbi animécioban az © = 1 — &~ — Azy LU =Ty + Al = 27) rendszer fazisképe lathato, amint a A
paraméter —0.5 ¢ 0.5 kozstt valtozik.

6.2. 6.2 Bifurkacié megjelenésének sziikséges feltételei

Az el6z6 szakaszban bemutatott példak alapjan lathatjuk, hogy lokalis bifurkacié csak nemhiperbolikus
egyensulyi pontban torténhet. Ezt az allitast fogjuk igazolni altalanosan ebben a szakaszban. Definialjuk ehhez

eldszor a lokalis bifurkdci6 fogalmat. Tekintsik ismét az T(f) = J(x(t). Al egyenletet, melyben
f:R" xR 5 R" folytonosan differencialhaté fiiggvény, a A € ¥ vektor a paraméter.

6.2. Definicié Az (*0: A0) par lokalisan regularis, ha létezik az o pontnak olyan U/ C R" kérnyezete és
6 >0 hogy A= 20| <0 esetén flulsAa) g5 [l A) topologikusan ekvivalensek (azaz o egy U/

kornyezetében a fizisképek ekvivalensek). Az (70:A0) pontban lokalis bifurkdcio van, ha (£0:A0) nem
lokalisan regularis.

El6szor igazoljuk, hogy lokalis bifurkacio csak egyensulyi pontban kdvetkezhet be.

6.1. Allitas Ha Jf (70, o) # [)’ akkor (0. A0) Jokalisan regularis.
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Bizenystas. -Egyszertiség kedvgert a bizonyitast az n = 2}, dimenzios esethen végezzik el. Tegyik fely hogy

U x A nElsk[g)_r AWWEJ)] folytonos, jazért van az  pontnak olyan  kdrnyezete és van olyan ,
hogy az ~ halmazban  érteke pozitiv. Igy ebben a halmazban a palyak felfelé iranyitott
szakaszok, amint g @4{ Aﬁbré@__ j,{\,t}qaqjl}k. Igy az kornyezetben nyilvan topologikusan ekvivalensek a

fazisképek minden 15 = 1 esetén (a palyakat egymasba képez6 homeomorfizmus az identitas).
Megjegyezziik, hogy esetén a bizonyitas hasonldéan végezhetd el a Kiegyenesitési tétel alkalmazasaval.

[QED]

64. abra. A rendszer palyai egy nem-egyensilyi pont egy U kornyezetében killonbozo A
paraméterértékekre ugyanolyanok.

Most megmutatjuk, hogy hiperbolikus egyensulyi pontban nem kdvetkezhet be lokalis bifurkacio.

6.2. Allitas Ha JflT0.A0) =0 & d:f(x0. %) hiperbolikus, akkor (70.A0) lokalisan regularis. (Itt
e fz0, M) az | Jacobi-matrixat jeldli.)

Bizonyitas. Egyszerliség kedvéért a bizonyitdst most is csak az 1 = 1 dimenzids esetben mutatjuk meg.
Tegyik fel, hogy e f(x0. M) <0 Ekkor az implicit fiiggvény tétel szerint van olyan 0 >0 ¢&s
g:(Mo—0,X+0) =R fiiggvény, melyre 9(Aa) = 20 gs flg(A).;A) =0 minden A € (Ao — &, Ao +4)
esetén, ezenkiviil az 70 pontnak van olyan U/ kérnyezete, hogy az U/ % (Ao — 0. Ao + ) haimazban az f mas
pontokban nem tlnik el. Mivel f folytonosan differencidlhatd, azért d vélaszthatd olyan kicsire, hogy

de fg(A), A) <0 fennalljon minden A € (Ao — 0. A0 +0) esetén. fgy ezen A értékekre az 7 halmazban az
egyenletnek pontosan egy stabilis egyensulyi pontja van, a palyak ebbe futnak be, amint a 65. Abran lathatjuk.

fgy az U kérnyezetben nyilvan topologikusan ekvivalensek a fazisképek minden A € (Ao — 0. A0 +0) esetén
(a palyakat egymasba képezd homeomorfizmus olyan eltolds, ami az egyensulyi pontokat egymasba viszi).
Megjegyezziikk, hogy 1 > 1 esetén a bizonyitds hasonldoan végezheté el a Hartman-Grobman-tétel
alkalmazasaval. [QED]

LTI
1IN %

65. abra. A rendszer palvai egy hiperbolikus egyensiulyi pont egy U kornyezetében
kiilonbozé A paraméterértékekre ugyanolyanok.
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6.3. 6.3 Strukturalis stabilitas

A bifurkaciok vizsgalata soran egy (t) = fla(t)) differencidlegyenletet Gigy tekintiink, mint egy &
paraméteres (1) = f#(t), A) differencialegyenlet csalad egy tagjat és azt vizsgaljuk, hogy a & -dimenzids A
paramétert valtoztatva, hogyan valtozik a faziskép. Most a kérdést valamivel altalanosabban kozelitjilk meg, és

sy

az ©(t) = f(x(t)) differencidlegyenlettel egyiitt az sszes (' perturbaciéjat tekintjik, azaz az ! jobboldalt
egy figgvénytér egy elemeként vizsgaljuk. A bifurkaciok vizsgalata soran egy paraméterértéket akkor
neveztiink regularisnak, ha a kozelében levokkel topologikusan ekvivalens faziskép tartozott hozza. Ennek
altalanositasa a strukturalisan stabil rendszer, amely a hozza C'! térben kozeli dsszes rendszerrel topologikusan
ekvivalens.

A definicié absztrakt megfogalmazasahoz legyen X topologikus tér és ~C X X X ekvivalenciarelacié. (A
topologikus tér fogalmat nem ismerd Olvasé gondolhat metrikus vagy normalt térre.) Szamunkra a topologikus
tér valamilyen fiiggvénytér lesz a C'* topologiaval, az ekvivalenciarelacio pedig a topologikus ekvivalencia.

6.3. Definici6 Azt mondjuk, hogy € X strukturalisan stabil, ha az = pontnak van olyan ' C X' kornyezete,
hogy minden ¥ € U esetén = ~ .

Azt mondjuk, hogy * € X bifurkacios pont, ha nem strukturalisan stabil.

Szemléletesen ugy is fogalmazhatunk, hogy = € X akkor strukturalisan stabil, ha egy ekvivalenciaosztalynak
belsé pontja, és akkor bifurkacids pont, ha osztalyok hataran helyezkedik el. Ez a szemlélet segit a bifurkacid
kodimenzi6janak fogalmat is megvilagitani. Egy adott bifurkaciés pont kodimenzidjan annak a hatarfeliiletnek a
kodimenzidjat értjiik, amely az adott pontot tartalmazza. A 66. Abran az A pont strukturalisan stabil, a 3 pont
egy kodimenzids bifurkacios pont, a (' pont pedig két kodimenzidés bifurkaciés pont. Ez ugy is
megfogalmazhato, hogy a &3 ponton keresztiil megadhatd olyan gorbe, amely a [3 -vel hataros osztilyok
mindegyikébe belemegy, mig a C' ponton keresztiil ilyen gérbe nem adhaté meg. A ' kériili osztalyokat csak
egy két paraméteres csalad tagjai tudjak elérni. Ezt fogalmazzuk meg altalanosan a kdvetkez6 definicidban.

66. abra. Strukturilisan stabil (A), egy kodimenzids (B), és két kodimenzios (C') bi-
furkdacids pontok egy X topologikus térben.

6.4. Definici6 Egy T € X bifurkiciés pont k& kodimenzids, ha megadhato olyan 9 : R* —» X folytonos
fiiggvény, melyre 9(0) =2 &5 az  pontnak olyan [/ kérnyezete és annak egy V' nyilt és sfirli része, hogy
minden ¥ € V' ponthoz talalhat6 olyan € R, hogy 9(0) ~ U ¢s k alegkisebb ilyen dimenzié.

A tovabbiakban az absztrakt szinten megfogalmazott definicidkat differencidlegyenletekre fogjuk alkalmazni.

Az ekvivalenciarelacio, mint fent mar megfogalmaztuk, a topologikus ekvivalencia lesz, hiszen két
differencialegyenletet akkor szeretnénk azonos osztalyba tartozonak tekinteni, ha ugyanolyan a fazisképiik.

Nézziik most, hogy milyen teret valasszunk az X topologikus tér szerepére. Tekintsiik az () = f(z(t))

differencialegyenletet, melyben f:R" = R" folytonosan differencidlhatd fliggvény. Az X tér természetes
valasztasa tehat a folytonosan differencialhato fiiggvények tere. A téren valamilyen topologiat is meg kell adni a
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strukturalis stabilitas definialdsahoz. Induljunk ki a C'”, vagy masnéven szuprémum normabél, melyet II.flo

fog jelolni, ez tehat az |f] szuprémuma. (KésObb visszatériink arra, hogy ennek végessége hogyan
biztosithatd.) Egy egyszerti egydimenzios példa megmutatja, hogy ez a topoldgia nem szerencsés valasztas.

Tekintsiik ugyanis az Jr) = jdentitas fliggvény éltal meghatarozott & = x differencidlegyenletet. Az !
figgvényhez a C'”-normaban tetsz6legesen kozel megadhat6 olyan 9 fiiggvény, melynek nem csak egy gyoke
van, igy az y=gly egyenlet fazisképe nem topologikusan ekvivalens az i = x fazisképével. A példa
tanulsdga az, hogy amennyiben az X téren a C'”-normat valasztjuk, akkor csak olyan rendszerek lehetnek

strukturalisan stabilisak, melyeknek nincs egyensulyi pontjuk, ami a strukturalis stabilitds talsdgosan sziik
definicidja lenne, hiszen a legtobb ekvivalenciaosztalynak nem lenne egyaltalan belsé pontja. A strukturalis

g . . l 3 —_— C 4
stabilitds fogalmat jelentdsen szélesiti a C'! -norma valasztasa, melyet az NNl = [[£lo + 1. lo képlet ad meg.
Tekintsiik ugyanis ismét az Fx) = 7 jdentitas fiiggvény altal meghatarozott & = x differencidlegyenletet. Az
! fiiggvényhez a C'' -normiban kellden kozeli 9 fiiggvénynek ugyaniigy egy gyoke van, mint az !

fiiggvénynek, igy az u=gly) egyenlet fazisképe topologikusan ekvivalens az & = x fazisképével. gy az
egyensulyi ponttal rendelkezé & = 7 egyenlet is strukturalisan stabil lehet, ha a téren a ' -normat valasztjuk.
A folytonosan differencialhato fiiggvények C'! -normaja természetesen nem véges, ha a fiiggvényeket nem
kompakt halmazon értelmezziik. Ezért szoktak a strukturalis stabilitadst kompakt halmazon értelmezett
egyenletek esetében tanulmanyozni. Egyvaltozos egyenletek esetében tehat célszerli a kdrvonalon értelmezett
differencialegyenletek strukturalis stabilitasat vizsgalni.

6.3.1. 6.3.1 Egydimenzids rendszerek strukturalis stabilitasa

Vezessiik be az X = C'(S' R) teret, amely olyan fPR—=R folytonosan differencialhaté fiiggvényekbdl

all, melyek periodikusak és periédusuk 1, azaz fla+1) = f(x) minden © € B esetén. Legyen ezen a téren a
norma

£l = max | f| + max | f].
[.1 0,1]

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy pontosan azok a differencialegyenletek strukturalisan stabilak, melyeknek
csak hiperbolikus egyensulyi pontjuk van. Vezessiik be ezekre az alabbi jelolést.

G={feX : flr)=0= f'(z)#0}
A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi fogalomra és fontos allitasra.

6.5. Definici6é Legyen fiRoRC fliggvény. Azt mondjuk, hogy ¥ regularis értéke az f fiiggvénynek, ha
P — 4 r £ - T T

Hx) = eseten J'(7) # 0 Tobbvaltozos esetben az ¥ regularis értéke az fRY =R fiiggvénynek, ha
F(x) =¥ esetén det f’ ( #0 Azt mondjuk, hogy ¥ kritikus érték, ha ¥ nem regularis érték.

6.6. Lemma (Sard) Egy [ : " — R" C" figgvény kritikus értékeinek halmaza 0 -mértéki.

Ezt a lemmat nem bizonyitjuk, mivel meghaladja e jegyzet kereteit. A lemma felhasznalasaval igazoljuk a
kovetkezo allitast.

6.3. Allitas A hiperbolikus egyensilyi ponttal rendelkezd rendszerek fenti (& halmaza stirti az X =CYSLR)
térben.

Bizonyités Egy fiiggvény pontosan akkor van benne a G halmazban, ha () reguléris értéke. Legyen feXyg

= () tetszleges. Meg kell mutatni, hogy van olyan 9 € G , melyre If=glli<2 Hao regularis értéke az
JJ figgvénynek, akkor 9 = i megfeleld, hiszen ekkor fe (“‘ . Ha () nem regularis érték, akkor vélasszunk
egy pozitiv, € < & regularis értéket. Ilyen a Sard-lemma miatt létezik. Legyen ekkor 9 = f—e , igy
If =gl =c<e ¢ 9(x) =0 eseren fl2) =€ ezert ¢ regularitdsa miatt fz) # 0 amelybsl

9'(x) # 0 azonnal kvetkezik. Tehata 9 figgvénynek 0 reguléris értéke, azaz 9 € G . [QED]

m
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A tétel bizonyitasa soran¢felhasznaljuk a kovetkezd allitast is, mely szerint, ha egy fiiggvénynek elfajult
zérushelye van, akkor kis ~ perturbacioval a zérushely egy kornyezetében azonosan nullava tehets. Az allitas
szemléletesen nyilvanvald, alabb a formalis bizonyitast mutatjuk meg.

6.4. Allitas Legyen feX ¢ tegyiik fel, hogy valamely T € (0.1) pontban flx) =0 = F(x) | Ekkor
barmely £ = 0 és a > () esetén van olyan 9 € X fiiggvény melyre fennallnak az alabbiak:

1. fy) = 9(y) minden ¥ & (z — o7 + @) esetén,
2. 9 azonosan 0 az .rr egy kdrnyezetében,

3. If—glh <=,

Bizonyitas. Legyen I : R — [0,1] olyan legalabb (' fiiggvény (a fiiggvény akar ('™ simasaginak is

valaszthatd), mely a [=1.1] intervallumon kiviil nulla, és a (—1/ /2.1/2) intervallumban konstans egy. A

fiiggvény derivaltjdnak maximumat jelolje M . Az f figgvényre tett feltétel miatt van olyan f<a pozitiv
szam, hogy
() < —ly—=x (47
If Wl < g37lv — = (47)
fennall minden ¥ € (¥ — 7.0 + ) esetén. Legyen 0 <3 olyan pozitiv szam, melyre
max |f| < —) o ax (48)
|z—d,24 |"': £ X —idT -<'|:

Legyen ekkor 9 € X akovetkezd képlettel megadott fliggvény:

gly) = fly) (1 — 1] (” _} ‘)) :

Ellendrizziik, hogy 4 teljesiti a kivant feltételeket. Ha ly—z[ =z akkor ¥ —x[=0 melybdl

n(45) = ”, igy teljesill az 1. feltétel gly) = f(y) Ha lv — [ < 0/2 akkor " (457) = 1, igy teljestil a 2.
feltétel, & azonosan 0 az r egy kornyezetében. A 3. feltétel ellenérzéséhez felhasznaljuk, hogy

. . ¥y—2TI
fu)—alw)= fly)n : . (49)
i

Ennek alapjan az f—g figgvény az [ — 0.2 + 0] intervallumon kiviil azonosan nulla, igy elegend$ azt
igazolni, hogy minden ¥ € [ — 8,2 + 8] egetén

& |f(y)—4'(y)] < (50)

b2 |

| M

[fly) —gly) <

Mindkét egyenlc’itlenség igazoléséhoz a (49) egyenletet hasznaljuk. Ebbsl ¥ € (7= 0.7+ 0] esetén
1f () = 9| < [F(¥)] < 3, ahol felhasznéltuk a (48) elsd egyenlétlenségét. Derivaljuk a (49) egyenldséget,

ekkor
. — T - 1
i) — ') = Flyn (u) F oy ( v ?) =.
W] b 0

Hasznaljuk fel a (48) masodik egyenldtlenségét, a (47) egyenlbtlenséget, valamint, hogy ¥ derivaltjanak
maximuma M . Ezekbdl

1w =gy < -
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Mivel ¥ € [# = 0.2+ 0] apert [y — 2] <0 {gy az elobbi becslés igy folytathato:

’ ; 3 e M =
) ( < = i =
|fly)=—gy)| < TR T YA

[

Ezzel a kivant, (50) képletben szerepld becsléseket igazoltuk. [QED]

A kovetkez6 allitas elemien igazolhato.

6.5. Allitas Ha az = = f(7) egyenlet minden egyensulyi pontja hiperbolikus, akkor csak véges sok egyensulyi
pontja lehet a (0. 1] intervallumban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy végtelen sok egyensulyi pont van a [0.1] intervallumban. Ekkor ezekbél
kivalaszthatd egy konvergens sorozat, amely egy * € [0,1] ponthoz tart. Ekkor mivel I folytonosan
differencialhaté, azért J(*) =0 ¢ f (x)=0 , tehat x nem-hiperbolikus egyensulyi pont lenne, ami
ellentmond a feltételnek. [QED]

Most ratérhetiink az egydimenzids strukturalisan stabil rendszerek jellemzésére.

6.7. Tétel Az | € X fiiggvény altal meghatarozott dinamikai rendszer pontosan akkor strukturalisan stabil, ha
I minden egyensulyi pontja hiperbolikus, azaz ha feG . (Ebbe beleértjiik azt az esetet is, amikor nincs
egyaltalan egyensulyi pontja a rendszernek.) Ezenkiviil a strukturahsan stabil rendszerek halmaza (& nyilt és
stiriaz X térben.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy I strukturalisan stabil, és igazoljuk, hogy FeG  Mivel f ekvivalens
egy kornyezetében levd rendszerekkel, és G siirli, azért van olyan 9 € G, amely benne van az I ezen
kornyezetében, tehat ekvivalens az f figgvénnyel. Mivel a 9 fiiggvény minden gyoke hiperbolikus, azért
véges sok gydoke van, igy s g ekvivalencidja miatt az f figgvénynek is véges sok gydke van.
Megmutatjuk, hogy ezek mind hiperbolikusak. Mivel a gyokok izolaltak, azért ha valamelyik nem hiperbolikus
lenne, akkor a 6.4. Allitas szerint tetsz8legesen kis C'! perturbaciéval a zérushely egy kornyezetében azonosan
nullava tehetd lenne a fliggvény, azaz lenne az ! fiiggvényhez tetszdlegesen kozel olyan fiiggvény, amely egy

szakaszon konstans nulla. Ez viszont nem lehet ekvivalens az /| fliggvénnyel, ami ellentmond annak, hogy !
strukturalisan stabil. Ezzel az egyik iranyu allitast igazoltuk.

Tegyiikk most fel, hogy fe@ , ¢s igazoljuk, hogy I strukturalisan stabil. A 6.5. Allitas miatt az |
fiiggvénynek csak véges sok gyoke lehet. Ha az_JJ figgvénynek nincs gydke, akkor a hozza ! -normaban

kozel levé fiiggvényeknek sincs gyoke, igy az f fiiggvénnyel ekvivalensek. Ha az 1 figgvénynek vannak
zérushelyei, akkor egyszertien lathato, hogy a hozza C''-normaban kozel levé fiiggvényeknek is ugyanannyi

zérushelye van, és azok kozott az eldjeliik ugyantigy valtozik, mint az ! eléjele. Ebbol pedig kovetkezik, hogy
az | altal meghatarozott fazisképpel ekvivalens fazisképet adnak. [QED]

6.3.2. 6.3.2 Strukturalis stabilitas tobb dimenziés rendszerekben

Egydimenzids esetben a faziskép csak egy nem-hiperbolikus egyensulyi pont kérnyezetében valtozhat meg.
Kétdimenzios rendszerek esetében lattunk olyan bifurkacidkat, amelyek nem egy egyensulyi ponthoz kotddtek,
nevezetesen: periodikus palya fold bifurkacidja, homoklinikus palya bifurkacidja, illetve heteroklinikus palya
bifurkéacioja. Leegyszertisitve azt lehet mondani, hogy az olyan kétdimenzids rendszerek strukturalisan stabilak,
amelyekben ilyenek nincsenek, azaz akkor strukturdlisan stabil a rendszer, ha az egyensulyi pontok és
periodikus palyak hiperbolikusak, és nincsenek nyeregpontokat Osszekotd palyak. Ezt eldszor Andronov és
Pontrjagin igazoltdk 1937-ben olyan sikbeli rendszerekre, melyeket csak egy pozitivan invarians korlatos
tartomanyon tekintliink. Ennek pontos megfogalmazasat megtalalhatjuk Kuznyecov konyvében [14] a 2.5.
Tételben. A kompakt kétdimenzids sokasagokra vonatkozé analdg allitast Peixoto bizonyitotta 1962-ben. Ez
utobbi tételt fogalmazzuk meg az alibbiakban. Jelolje S a kétdimenziés gombfeliiletet, és vezessiik be az

X = CY(S%, R?) teret, a gdmbfelilleten értelmezett vektormezék halmazat. Egy ilyen vektormezd, mint a
differencilegyenlet jobboldala meghatiroz egy fazisképet az S? gombfelilleten. Ezekre a fenti modon
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értelmezziik a topologikus ekvivalenciat, igy a 6.3. Definicio segitségével értelmezhetjik az X térben a
strukturalisan stabil egyenleteket. Ezeket jellemzi Peixoto alabbi tétele.

6.8. Tétel (Peixoto) Az rex fiiggvény altal meghatdrozott dinamikai rendszer pontosan akkor strukturalisan
stabil, ha

» véges sok egyensulyi pont van, és mindegyik hiperbolikus,

» véges sok periodikus palya van, ¢s mindegyik hiperbolikus,

* nincs nyeregpontokat 6sszekotd (heteroklinikus, vagy homoklinikus) palya.
Ezenkiviil a strukturélisan stabil rendszerek halmaza nyilt és stirli az X térben.

Megjegyezziik, hogy Peixoto a tételt altalanosabban, tetszéleges kompakt sokasagra igazolta. Mar a toéruszon
megadhaté olyan egyszerii, nem strukturalisan stabil differencialegyenlet, amely a fenti tétel egyik feltételét sem
sérti, tehat mas is sziikséges a strukturalis stabilitdshoz. TetszOleges kompakt sokasdg esetén tovabbi feltétel,
hogy a nem-vandorl6 pontok csak egyensulyi pontok, vagy periodikus pontok lehetnek. A tétel ilyen altalanos
megfogalmazasa megtalalhatd Perko [16] és Wiggins [23] konyvében.

Az egy- ¢és kétdimenzidos esetek alapjan sejtést fogalmazhatunk meg a strukturdlis stabilitas feltételére

s

6.9. Definici6 Egy dinamikai rendszert MorseSmale-rendszernek neveziink, ha

» véges sok egyensulyi pontja van, és mindegyik hiperbolikus,

» véges sok periodikus palyaja van, és mindegyik hiperbolikus,

* ezek stabil és instabil sokasagai transzverzalisan metszik egymast,

» anem-vandorl6 pontok csak egyensulyi pontok, vagy periodikus pontok lehetnek.

Igazolhato, hogy a MorseSmale-rendszerek strukturalisan stabilak, azonban a megforditds harom, vagy
magasabb dimenzidban nem igaz, amit Smale igazolt 1966-ban. Vannak olyan strukturalisan stabil rendszerek
legalabb haromdimenzids fazistér esetén, amelyeknél a nemvandorld pontok halmazaban ugynevezett kiillonos
attraktorok vannak, amelyeken a palyak viselkedése kaotikus. Ezenkiviil igazolhat6 az is, hogy legalabb
haromdimenzids fazistér esetén vannak a C'! rendszerek halmazaban olyan nyilt halmazok, melyekben
kizarélag nem strukturdlisan stabil rendszerek vannak. Azaz a strukturalisan stabil rendszerek nem alkotnak
nyilt és stir(i halmazt, s6t még ilyenek metszeteként sem allithatok eld, amit Ggy szoktak megfogalmazni, hogy a
strukturalis stabilitas legalabb haromdimenzids fazistér esetén nem tipikus tulajdonsag. Ez azt is jelenti, hogy a
topologikus ekvivalencia nem olyan szép médon bontja nyilt halmazokra a C'* rendszerek terét, amint azt a
sematikus 66. Abra sugallja. Magasabb dimenzios fazisteri dinamikai rendszerek strukturalis stabilitasanak
vizsgalataban, és az imént emlitett eredmények igazolasaban kulcsszerepet jatszik egy Smale altal bevezetett
kétvaltozos leképezés, amelyet rdla, és a leképezés vizualis megjelenitésérél Smale-patkonak neveznek. A
leképezést részletesen vizsgalja tobbek kozott Guckenheimer és Holmes konyve [9], illetve Wiggins
monografiaja [23].

7. 7 Egy kodimenzids bifurkacidk, a nyereg-csomo és
az AndronovHopf-bifurkacio

A 6.2. Fejezetben megmutattuk, hogy lokalis bifurkacio csak nemhiperbolikus egyensulyi pontban kdvetkezhet
be. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy ebben az esetben tipikusan kétféle bifurkacio lehet, nyereg-csomo
vagy AndronovHopf-bifurkacié. Ennek eldontésében pedig a jobboldal sorfejtésének elsénél magasabb foku
tagjai fognak szerepet jatszani. E két bifurkacio részletes ismertetésével az is a célunk, hogy a bifurkacidelmélet
alapvetd megkozelitését bemutassuk. Ez a kovetkezd 1épésekbdl all. Egy egyszerli rendszerben megfigyeliink
valamilyen valtozast a fazisképben, amint a paraméter (vagy paraméterek) értéke valtozik. Ezutan
megfogalmazzuk geometriai moédon ezen valtozas 1ényegét (példaul egy egyenstlyi pont elvesziti stabilitasat €s
koriilotte egy periodikus palya jelenik meg). Végiil pedig meghatarozzuk a jobboldal derivaltjaira vonatkozo
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azon feltételeket, amelyek teljesiilése esetén az emlitett valtozas bekovetkezik. Ezt a programot a nyereg-csomo
és az AndronovHopf-bifurkacio esetében hajtjuk végre. Ezutan kétparaméteres rendszerekben bemutatjuk, hogy
hogyan lehet ezen bifurkaciok gorbéit meghatarozni az ugynevezett parametrikus reprezentacidé modszerével,
illetve hogyan adhatok meg a TakensBogdanov-bifurkacios pontok a két gorbe érintkezési pontjaiként.

7.1. 7.1 Nyereg-csomo bifurkacio

El8szér emlékeztetiink arra, hogy a © = A — 7 egyenletben a A = () paraméternél nyereg-csomé vagy mas
néven fold bifurkacié kovetkezik be. Ezen azt értjiik, hogy ha A < ), akkor nincs egyensulyi pont, ha A = 0,

akkor egy egyenstlyi pont van, az = = () pont, ha pedig A > 0, akkor két egyensulyi pont van & = +v/A , az
egyik stabil, a masik pedig instabil. Ez az észrevétel képezi a fenti program elsé pontjat, nevezetesen a
bifurkaciéo megfigyelését egy adott differencialegyenletben.

A program masodik pontjaként megfogalmazzuk, hogy mit fogunk érteni altalanosan nyereg-csomo6 bifurkacio

alatt. Tekintsiik az ©(t) = fz(f). A) egyenletet, melyben fPRxR >R folytonosan differencialhatd
fiiggvény, a A € & szam a paraméter.

7.1. Definicio Az (o: Ao) € B? pontban nyereg-csomé bifurkécié van, ha van az o pontnak olyan U/ C I
kérnyezete és van olyan ¢ > 0, hogy

e Ag—0 <A< A esetén [/ -ban 0 (2) db egyenstlyi pont van;
« A= Ag esetén [ -ban 1 db egyensulyi pont van;
o A< A< A+ 0 esetén U -ban 2 (0) db egyenstlyi pont van.

Azaz A el6tt nincs egyensilyi pont, utdna pedig kettd van, illetve forditva. Lasd a 67. dbran.

»

67. abra. Nyereg-csomo bifurkacio az (rg, Ap) € R” pontban.

Megjegyezziik, hogy az ! fiiggvényrdl kell6 simasagot feltételezve, a fenti feltevések azt jelentik, hogy az
{(z.,A) e R?: f(z,A) =0} gorbe (Ao —0, Ao +0) x U téglalapba esd része a A= _)‘n egyenes egyik
oldalan helyezkedik el, és a téglalapot két részre osztja, az egyikben f< [), a masikban = U Tehat ez is
lehetne a nyereg-csomd bifurkacié definicidja.

A 67. abra alapjan azt is lathatjuk, hogy a definicio az alabbi absztraktabb formaban is megfogalmazhato. (Ezt a
definiciot vezeti be Kuznyecov is kdnyvében [14].) Tekintsiik a nyereg-csomé bifurkacido normalformajaként

bevezetett © = A — % egyenletet a (—1.1) ¥ (=1.1) haimazban. (Most A0 = 0 ¢s 70 = 0) Azt mondjuk,
hogy az () = f(z(t), A) egyenletben az (To: Ao) € R? pontban nyereg-csomé bifurkaci6 van, ha van az 0
pontnak olyan ' CE  komyezete és van olyan @ >0 | amelyekre megadhatdo olyan
pi(=L1) = (Ao — 0.0 +0) homeomorfizmus, hogy az & = A—z? egyenlet A értékhez tartozo

fazisképe a (—=1.1) intervallumban topologikusan ekvivalens az E(t) = fla(t), p(A)) fazisképével az U
intervallumban. Tehata ¥ leképezés felelteti meg egymasnak az azonos fazisképet add paramétereket.
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Nézziink meg egy egyszerii példat, amelyben kdnnyen lathato, hogy nyereg-csomo bifurkacio torténik.

7.1. Példa Tekintsiik az & = A — z + % differencidlegyenletet. Az egyensulyi pontokat a A = z? — 13 gorbe

adja meg, amely nyilvéan érinti a A = 0 fiiggéleges egyenest a (Us0) pontban. fgy kelléen kis & = 0 szamot és
egy nullat tartalmazé megfelel [/ intervallumot valasztva teljesiilnek a definicioban leirt feltételek, amint a 68.
Abran lathatjuk.

s

68. abra. Nyereg-csomé bifurkacié a (0,0) pontban az & = A — 2* + 2° egyenletben.

Az alabbi tételben elégséges feltételt adunk az ! figgvény (0, Ao) pontbeli derivaltjainak segitségével arra,
hogy az ¥{t) = flx(t). A) egyenletben nyereg-csomo bifurkacié kovetkezzen be.

7.2. Tétel Legyen FIRXR =R gepszer folytonosan differencialhatd fiiggvény, és tekintsik az

w(t) = flx(t), A) cgyenletet. Tegyiik fel, hogy J(T0,A0) =10 ¢ A f(z0, Ao) =0 (Ezek a lokalis
bifurkacio sziikséges feltételei.) Ha ezeken kiviil fennall

hflaop, M) #0 &8 O flro, do) #£0,
akkor az (0 Ao) pontban nyereg-csomo bifurkécié van.

Bizonyitas. Az implicit fliggvény tételt alkalmazzuk olyan mddon, hogy az fle, A) =10 egyenletbdl kifejezziik
A -t. Bz azért tehetd meg, mert O f (o, o) # ”, azaz teljesiil a tétel feltétele. A tétel szerint l1étezik az 0
pontnak olyan [/ kdrnyezete, és olyan 9 - U= B getszer folytonosan differencialhatdé fiiggvény, melyre
glxo) =Ao ¢ flr.g(x)) =0 minden = €U esetén, valamint van olyan ¢ >0 | hogy a
(Ao =0, A0 +0) x U téglalapban az fla,A)=0 egyenletnek nincs mas megoldasa, azaz az egyenlet
megoldasa A=9g(r) A definicié uténi megjegyzés szerint elég igazolni, hogy a ¢ fiiggvény grafikonja a
A = Ap egyenes egyik oldalan helyezkedik el lokalisan, amihez elegendd, hogy g'(x0) = 0 g5 g"(z0) # 0,
Ennek igazolasahoz derivaljuk az fla,glx)) =0 egyenletet. Ekkor

& f(x,g(x)) + & f(x, g(x))g'(x) =0, (51)
melyet ¥ = T'0-ra alkalmazva és felhasznalva, hogy glxo) = Ao azt kapjuk hogy

O fxo, Mo) + & flxo. Mo )g (o) = 0.
A tétel feltételei szerint O1f (o, Ao) = 0 g5 B f (w0, Ao) # U, igy g'(xo) =0

Derivaljuk most az (51) egyenletet, és alkalmazzuk ismét -* = F0-ra. Felhasznalva, hogy g'(r0) =0 alabbi
egyenlethez jutunk.

i f(z. g(x)) + B2 f(x, g(x))g"(x) =0,
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melybél a tétel feltételei miatt 9 (7o) # 0 adodik. [QED]

Megjegyezziik, hogy hasonlo, de technikailag bonyolultabb elégséges megfogalmazhato akkor is, ha a fazistér
magasabb dimenzidés. A tétel 1 -dimenzidés megfelel6jét Sotomayor igazolta 1976-ban. Ezt a tételt Perko
konyvében a 4. fejezet 1. Tételeként talalhatja meg az érdekl6dd Olvaso.

7.2. 7.2 AndronovHopf-bifurkacioé

Elészor emlékeztetiink arra, hogy AndronovHopf-bifurkicié az 7= Ar +o . ©=1 Kétdimenzios
rendszerben kovetkezik be, amint A athalad a nullan. A bifurkacionak kétféle tipusa van. A szuperkritikus
esetben, amikor o < 0, a kovetkezd torténik. Ha A < 0, akkor az origd globalisan aszimptotikusan stabilis, ha
pedig A > 0, akkor az origd instabilis, és a vonzist egy stabil hatarciklus veszi at, melynek mérete a A
értékével ndvekszik. A szubkritikus esetben, amikor @ = (), a hatéarciklus instabil, és A < 0 esetén jelenik meg.

A polar-koordinatdkban megadott egyenletet célszerli felirni Descartes-kordinatakban is. Ekkor (a pozitiv

forgasirany helyett az dramutato jardsa szerintire (* = — 1y attérve kényelmi okokbdl) az
- r * o -
&1 = Ar1 + 22 + oni(xy] + 13). (52)
. b Foy -
i2 = —x1 + Ar2 + ox2(x] + 73) (53)
rendszerhez jutunk.

Ebben a szakaszban elégséges feltételt adunk arra, hogy egy altalanos (t) = fx(t), A) rendszerben, melyben
[ R xR — R? ieligen sima fiiggvény ilyen valtozas kovetkezzen be valamilyen Ao paraméterértéknél egy
T'0 egyensulyi pontban. Mivel -0 egyensulyi pont, azért flxo,Ao) = ”, és mivel a 6.2. Allitas szerint nem
lehet hiperbolikus, azért a O f (0. Ao) Jacobi-matrix sajatértékei nulla valdsrésziiek. Az eldbbi szakaszban

lattuk, hogy amennyiben ennek a matrixnak a 0 sajatértéke, akkor nyereg-csomo bifurkacio kovetkezhet be. A
fenti példaban pedig lathatd, hogy a bifurkacio megjelenésekor a Jacobi-matrixnak képzetes sajatértékei vannak.
Ezért olyan egyenleteket vizsgalunk, melyekben a A f (20, Ao) Jacobi-matrix sajatértékei Fiw . Meg fogjuk
mutatni, hogy amennyiben bizonyos transzverzalitasi feltételek is teljesiilnek, akkor az o pontban Ap
paraméterértéknél AndronovHopf- bifurkacio kovetkezik be. A bifurkaciot ismét geometriai jellemzdinek
segitségével definialjuk.

7.3. Definicio A Ao paraméterértéknél az 7o pontban szuperkritikus AndronovHopf-bifurkéacié van, ha létezik
0 > () ¢s létezik 0 -nak olyan U/ kornyezete, hogy

« =0 <A< (vagy A <A<A+E ) esetén [/ -ban egy stabil egyensilyi pont van és nincs
hatarciklus;

c <A< N +d (vagy Ao — d <A< An) esetén U -ban egy instabil egyenstlyi pont van és egy stabil
hatarciklus.

7.4. Definicié A Ao paraméterértéknél az To pontban szubkritikus AndronovHopf-bifurkacio van, ha létezik
0 > ) és 1étezik T0-nak olyan L/ kornyezete, hogy

e A= 0 <A< Ap (vagy M =A< A+ 0 ) esetén UV -ban egy stabil egyenstlyi pont és egy instabil
hatarciklus van;

c <A< N +d (vagy Ao — d <A< Ao) esetén U/ -ban egy instabil egyensilyi pont van és nincs
hatarciklus.

Megjegyezziik, hogy ez a definicid6 is megfogalmazhato a Kuznyecov konyvében [14] is bemutatott
absztraktabb formaban. Tekintsiik az AndronovHopf-bifurkacié normalformajaként bevezetett az (52)-(53)

rendszert a egyenletet a B(0,1) < (=1.1) nhalmazban, ahol 50,1} az origs kézepti 1 sugart kor a
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fazissikon. (Most Ao =0 ¢ 70 =10 ) Az altalanosabb definicio szerinte akkor mondjuk, hogy az
#(t) = f(x(£),A) egyenletben az (To:Ao) € R pontban AndronovHopf-bifurkécio van, ha van az o
pontnak olyan [J C R? kornyezete és van olyan 0 >0 | amelyekre megadhatdo olyan
p:(=1.1) = (Ao — 0. Ao + 0) homeomorfizmus, hogy az (52)-(53) rendszer A értékhez tartozé fazisképe a

B(0.1) kérben topologikusan ekvivalens az i(t) = flx(t),p(A)) fazisképével az [/ halmazban. Tehat a P
leképezés felelteti meg egymasnak az azonos fazisképet ado paramétereket.

A polar-koordinata transzformacié utan egyszeriien lathatd, hogy az (52)-(53) rendszerben a fenti definiciok
értelmében AndronovHopf-bifurkdcié kovetkezik be. A tovabbiakban az a célunk, hogy bonyolultabb
rendszerek esetében (amikor a megjelend periodikus palya mar nem kor, igy a polar-koordinatak nem segitenek)
is elégséges feltételt adjunk a bifurkdcid megjelenésére. Az elégséges feltételt nem a legaltalanosabb esetben
mutatjuk meg azonnal, hanem fokozatosan vezetiink be egyre altalanosabb eseteket, hogy a bizonyitds egyes
részleteinek értelmére jobban ra tudjunk vilagitani.

A tétel bizonyitasanak alapveten kétféle modja jelenik meg az irodalomban. Az egyik modszer a Poincaré-
leképezés alkalmazasan alapul, ennek segitségével igazoljak a periodikus megoldas 1étezését. A masik modszer
Ljapunov-fiiggvény segitségével konstrual Bendixson-zsakot. A két modszer kapcsolatarol Chicone konyvében
[5] olvashatunk. Mi a tovabbiakban a masodik moddszert alkalmazzuk. Ehhez el6szoér a Ljapunov-fiiggvényt
konstrualjuk meg a bifurkacidés paraméterértékhez tartozo rendszerhez. Ugyanezt a Ljapunov-fiiggvényt lehet
majd a paraméter valtoztatasa esetén a Bendixson-zsak megadasahoz hasznalni.

7.2.1. 7.2.1 A Ljapunov-fuggvény eléallitasa

A tovabbiakban sziikségiink lesz az alabbi jel6lésekre. Jelolje Hy 3

[ =0 ]

Plxy,x2) I.'j.;...'"; - p..r’j L s 4 F*.’-f't L A M ;Jh.rf.

alakl homogén kétvaltozos polinomok terét. Ezen polinomok becslésére alkalmazni fogjuk az alabbi egyszertien
igazolhato allitasokat.

7.1. Allitas Legyen " € Ha  ekkor a K = |po| + |p1] + |p2] jeloléssel
|P(x1, 22)| € K(x] + x3).
7.2. Allitas Legyen " € Hs  ekkor van olyan r : R? — R folytonos fiiggvény, melyre r(0.0) =0 g

|Plxy,x2)| = r[.rl‘.r_r‘][.rf ; _r:::';l.

A Ljapunov-fiiggvényt az

T =xo + Aalry. o) + Aalry, a0) 4 .'1['{.."!,.r'g.|. (54)

I = —a1 + Bela, a2) + Balay, a2) + Balxy, x2) (55)

rendszerhez fogjuk megadni, melyben 4z B2 € Hz homogén masodfokt polinomok, 3. B3 € Hs homogén

harmadfoku polinomok, és az Ay, By fliggvények tartalmazzak a magasabb foku tagokat, amin azt értjiik, hogy

megadhatok olyan €1> 2 € B gzamok, melyekkel

.

|Ag(xy, 2)| < r-p:_.rf 1 .r::]"" |[Ba(xy, xa2)| < u'g[.rf 4 .."ﬁb . (56)

Keressiik a Ljapunov-fliggvényt
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i 1, 4 .
Vizy,oa) = ;i"'f t -"ﬁi + Py(xy, 22) + Pylxy,1a)

alakban, ahol 3 € H3 homogén harmadfoku polinom és £’1 € H1 homogén negyedfokua polinom. Ekkor a 1
fiiggvény Lie-derivaltja, vagy rendszer szerinti derivaltja

LV =V +&Vfa
=[x+ P+ nFP)xs+ Az + Az + Ay)
+(xo + 3Py + b FPy)(—xy + Bo + By + By)
= Q3 + Q1 + Q5.

ahol a rovidség kedvéért a fiiggvények argumentumat nem irtuk ki, és

s = 1 Az +x2Bs + 3200 Py — m1ib Py,
lfg"| =1 Az + 1By + APy + Beile Py + 2ot Py — b Py,

a s tag pedig a legalabb o6todfoki tagokat tartalmazza, azaz 1étezik olyan 7 : R? — R folytonos fiiggvény,
melyre r(0.0) =0 g

|Qs(x1, x2)| < r(x1, x2) (2T + 23)°. (57)
A Ljapunov-fiiggvény elballitasahoz a kovetkezdket fogjuk igazolni.
1. A 15 polinom valaszthaté ugy, hogy Q3 =0 legyen.
2. AL polinom valaszthat6 gy, hogy (1 definit legyen. (Bizonyos transzverzalitasi feltétel esetén.)
3. A s tag becsiilhetd olyan moédon, hogy (01 + (5 is definit az origd egy kornyezetében.
A bizonyitas soran fontos szerepet jatszik a Ty : Hy — Hy
T P) =x0ih P —a1ib P

linearis leképezés. Ennek segitségével a fenti képletek igy irhatok.

(s = x1Aa + 12882 + Ts( Fs),
(= As + 1By + Ash Py + Boih I+ Th( Fy ).

Mivel a & tér azonosithaté az R**! térrel, azért a Tk leképezésnek egy (k+1) %< (k+ 1) méretii matrix
ko k=1 s ) . .
felel meg, melyet az {x1, 27 T2,.. .. 73} bazisban célszerii megadni. Ekkor & = 3 és k = 4 esetén

b -1 0 (0 0

v 0 : V | 1 0
Egyszerti szamolas mutatja, hogy det T # O’ igy T3 izomorfizmus, tehat van olyan £ € H3 mellyel
T{f.’ﬂ}l = —.I'j.—ig — .f'gff_-, {-:-h\ll
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ezért (03 =0 , mellyel a fenti 1. allitast igazoltuk.

A 2. allitas igazolasahoz vezessiik be a €0: C1. - - . . C4 szdmokat Ugy, hogy

f'lr-f'|1 + f'l-?'::--"z + f'z-r.f-f'g + f';!-"'il-"i_]ll + f':-f'-_l =m1Ay + 1283+ A2 Py + Baih Py (59)
fennalljon. Megmutatjuk, hogy Py megvalaszthato ugy, hogy
Qi(x1,72) = K(2 + 53 F
legyen, valamilyen /X konstanssal. Ehhez elég azt igazolni, hogy
K(1,0.2,0.1)" = (cp. 1. 2. c3.¢4) € ImTy.

A T leképezés képtere azon vektorokbol all, melyek ortogonalisak a transzponalt magterére. A 11 matrixabol

(3.0,1.0.3)"

egyszeruen lathatd, hogy magterét a vektor fesziti ki, ezért a fenti vektor akkor van benne a 11

képterében, ha

0=3K —co) + 2K —eca + 3K —cq) = 8K — (3en + ca + 3eu),

r _ Fepdes+3ey
azaz ¥ = 7%

A Ci egyiitthatok kiszdmitasahoz meg kell hatarozni a Py polinom egyiitthatdit. Keressiik a polinomot
3

YWy, r2) = qoxy + :“.:"f.r'g - r;_:_r,.rg -+ r,r_u,J"LE

alakban. Valamint az A2 ¢s D2 polinomok egyiitthatoira vezessiik be az

]

As(xy, 32) = amr] + annrirs + ﬂ“j..l'::';. Balxy,10) = FJ_pn.r'f + o + f;u_-.r:: (60)

jeloléseket. Ekkor a Py polinomot meghatarozod (58) egyenlet az ismeretlen i egyiitthatokra az alabbi
egyenletet adja.

h —1 ( 1] i ) [
30 =2 0 @) |an ban
n 2 | il - s by
0 0 1 0 o 0 b
Ennek megoldasa
o = —:}[ﬂhz Fay +by). G =ax
1 .
G =—bp. q= ql:'-}"!_rn t by + aga).

Az A3 ¢s Bs polinomok egyiitthatdira vezessiik be az

k] 2 F 3 ]
;"I;{{.,i"] . .i"g} = danTy T (12T T2 + 12T Ty —+ anara, {'[l].}

By(xy,a0) = h,-m.r:; + -?}_:;.J"f.rg + f.l|_3.?'|..l'::§ + bm.r?} (62)

jeloléseket. Ekkor a ©i egyiitthatokat meghatarozo (59) egyenletbdl
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Cn = 3qoazo + .r!uhg.. T g0,
4 = Jgaboe + qoape + boa,

g = -Iil'ﬂ]“'ﬂ":_l 1 -Iii'_;:ﬂl)-__q'] } '.?l:’lf]I'IH } I‘?fﬂhll T tfallan + 1’l|’|lr.l'||3 Tty lr.h_:‘-l.

Helyettesitsiik be ezekbe az egyenletekbe a i egyiitthatok imént levezetett képletét, ekkor egyszerii szamolas
utén a 3¢ + €2 +3c4 = L egyenlethez jutunk, ahol

L -li“:a,“ 4 -I”A;L'; i } Ir.l_rl T 2“'_.!1|Ir.l_=|;| _— jﬂughu_- — rJ'j_[l:l:’f_’n ] r’.f[|_-:| -+ FJ[[l:_l.f.i"_.!u + l.‘.'u.g} HII-I“

; . —eoviitthats . litast i o Qulry, 1) = 2(a? + 23)?
az ugynevezett Ljapunov-egyiitthat6. Ezzel tehat a 2. allitast igazoltuk, ugyanis ER 2

definit, ha L # U,

Térjiink ra most L#0 esetén a 3. allitas igazolasara. Ehhez az (57) egyenldtlenséget fogjuk alkalmazni.

| e = ()| < L
Vélasszunk olyan £ > () szamot, mellyel |7 < & esetén teljestil ()] < T . A bizonyitast az L > () esetre
mutatjuk meg, az L < () eset teljesen hasonl6. Ekkor tehat || <2 & # 0 egeten
» . -r’.- ¥ ¥ .Ir.- ] ¥ 73 f-’ ¥ 0 |
J',_,fl () = Culz) + Qs(x) > ;{,r; b X5)" — EI' 1+ Is)" = I—“{,r; Fa5)" =0

Az eddigieket 6sszefoglalva az alabbi tételt igazoltuk.

7.5. Tétel Tekintsiik az (54)-(55) rendszert, melyben az Az2. B2 fiiggvényeket a (60) képlet, az A3, D3
figgvényeket a (61) és (62) képlet adja meg, az Ay, By fiiggvényekre pedig fennall az (56) becslés. Legyen L
a (63) egyenlettel megadott Ljapunov-egyiitthato. Ekkor ha L < 0, akkor az origd aszimptotikusan stabilis, ha
pedig L = (1, akkor az origd instabilis.

A tétel bizonyitdsa most mar egyszerlien Ljapunov stabilitasi és instabilitasi tételének alkalmazasa a fent
bevezetett Ljapunov-fiiggvénnyel.

Megjegyezziik, hogy L = (0 esetén magasabb foku tagok segitségével tovabbi Ljapunov-egyiitthatok
vezethet6k be, és az origd stabilitisa ezek segitségével donthetd el. S6t Ljapunov azt is igazolta, hogy
amennyiben az Osszes egylitthatd nulla egy analitikus jobboldali rendszerben, akkor az origd centrum, ezt
nevezik Ljapunov centrum tételének, lasd példaul Chicone konyvében [5].

7.2.2. 7.2.2 AndronovHopf-bifurkacio linearis paraméterfiiggés esetén

Egészitsik ki most az (54)-(55) rendszert a legegyszerlibb paraméterfiiggéssel, amely a bifurkacio
normalformajaban az (52)-(53) rendszerben szerepel, azaz tekintsiik az

Ty = Ary + 12 + As(zr,72) + Ag(x1, 22) + As(21, 70). (64)
Te = —x1 + Are + Balay, a2) + Balxy, o2) + Balxy, x2) (G5)

rendszert, melyben az 42, B2 fiiggvényeket a (60) képlet, az 3. B3 fiiggvényeket a (61) és (62) képlet adja
meg, az Ay, By fiiggvényekre pedig fennall az (56) becslés. Alkalmazzuk a fent bevezetett

: 1 4 ) .
V(zy,xa) = 5oy +r3) 4 Palxy.xa) + Pz .3a)

Ljapunov-fiiggvényt. Ekkor a V' fliggvény Lie-derivéltja, vagy rendszer szerinti derivaltja
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LiV =WV i+ RV fe
=(r+ NP+ P)(Ary + 12+ Az + Az + Ay)
F (a2 + Py + L Py)(—xy + Axy + By + By + By)
= AD + )y + (25,

ahol a (3 tagot azért nem irtuk ki, mert a Py polinomot ugy valasztottuk, mint az el6bb, azért, hogy Q3 =0
legyen, és

r W »
D(xy,x2) = 2] + =

+ _.l']l:r-_f]fﬂ } I'-.h.lr}l::l + .n"g{f-]_.l;:!i + vl:j_.l.;:l_'.

r

Mivel a 17 maésodfok( tagjai egy pozitiv definit kvadratikus alakot alkotnak, azért van olyan £ = () szam,
mellyel |z < 28 eseten Dlz1,12) >0 Tegyiik fel, hogy = értékét olyan kicsire valasztottuk, hogy
(1 + s is definit legyen az |lz| < 2 gombben. Tekintsiik az L < () esetet. Ekkor az |lz| < 2¢ gémbben
Qal(x) + Qs(z) < 0. fgy, ha A < 0, akkor az x| < 2= gémbben

LiVix) = AD(z) + CQul(x) + Qs(x) <0,

ezért az origd aszimptotikusan stabilis. Ha A = 0 akkor a linearis rész miatt az origé instabilis. Megmutatjuk,
hogy megadhat6 olyan Ao > 0 hogy minden A€ (0,40) esetén az origd koriil van periodikus palya. Legyen

M=maxD(r) =0, é m=maxQ(xr)+ Qs(x)<0,

¢s legyen Ao = =35 Ekkor 2| =¢ ¢ A€ (0.00) eseten LVI(x) < AM +m <0 fgy az |z| =€
g6mbbdl nem johetnek ki a palyak, és a belsejében az egyetlen egyensulyi pont az origd, ami instabil. igy ez egy
Bendixson-zsak, amely azt igazolja, hogy van benne egy stabil hatarciklus. Tehat azt igazoltuk, hogy A = ()
esetén szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacio kovetkezik be. Teljesen hasonléan igazolhatd, hogy L = [
esetén a bifurkaci6 szubkritikus. Osszefoglalva, tehat az alabbi tételt bizonyitottuk.

7.6. Tétel Tekintsik a (64)-(65) rendszert, melyben az Az B2 fiiggvényeket a (60) képlet, az A3, D3
figgvényeket a (61) és (62) képlet adja meg, az Ay, By fiiggvényekre pedig fennall az (56) becslés. Legyen L
a (63) egyenlettel megadott Ljapunov-egyiitthatd. Ekkor ha L < 0, akkor A = (0 esetén az origbban
szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacié kovetkezik be, ha pedig L > 0, akkor szubkritikus.

A tétel alkalmazasat a kdvetkezd példan szemléltetjiik.

7.2. Példa Vizsgaljuk meg, hogy az

iy = A1+ T2+ 17, (66)

.5'3 —iry 4 z"'u'j = .l'; {{LT \

rendszerben bekovetkezik-e AndronovHopf-bifurkacio, és ha igen, akkor milyen tipusi. A tétel szerint a kérdés
megvélaszoldsdhoz az L Ljapunov-egyiitthato értékét kell meghatirozni a (63) képletbdl. Esetiinkben
.r':lgI:;P'l_.;i'g) = Bg(;?'l,;i'g) = ;F'% , .4;;(;?'1_.;?'2) = B;;I:;P'l_.;i'g) =1 és _f'fl.;[;i'l_.;f'g] = B.;[;i'l_.;f'g] =1 . Ezért a
(60) képlet szerint fan = ban = 1, valamint a (61) és (62) képlet szerint a tobbi egyiitthato értéke nulla. igy
L = 2a50byp = —2 | tehat a A = 0 értéknél szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacié kévetkezik be, azaz
A < () esetén az origd aszimptotikusan stabilis, A > 0 esetén pedig instabilis és egy stabil hatarciklus van
koriilstte, amint a 69. Abran l4thatjuk.
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AndronovHopf-bifurkacié a 7.2. Példaban szereplé rendszerben a A = () értéknél. A baloldali abra A < 0, a
jobboldali pedig A > 0 esetén mutatja a fazisképet.

7.2.3. 7.2.3 AndronovHopf-bifurkacié altalanos paraméterfiiggés esetén
Jordan-normalalaku linearis résszel

Altalanositsuk most a (64)-(65) rendszert olyan médon, hogy a linearis rész Jordan-normalalaki legyen, de az
egyiitthatok altalanosan fiiggjenek a A paramétertdl, azaz tekintsiik az

Ty = ”{}lf-l’] + -":{.:'l.]-l'z t .'!._rlf.f'[..]"_:] t .'1;5{.?'[,.?'3] A L{.-"].J‘g}. {'[ith'}
o = —3{A)xy + @(A)xe + Balry,x0) + Byl(xy, 12) + By(xy, 2) (GO}

rendszert, melyben tovabbra is az Ay, By fiiggvényeket a (60) képlet, az Az, By fliggvényeket a (61) és (62)
képlet adja meg, az Ay, By fiiggvényekre pedig fennall az (56) becslés. Ahhoz, hogy a A = 0 értéknél

Andronov-Hopf-bifurkacié kovetkezzen be, a linedris részben szereplé paraméterfliggésrél az alabbiakat tessziik
fel.

al0) =0, o' (0)£0, A(0)#0. (70)

Ugyanis a linearis rész sajatértékei afA) +18(A) igy amint A értéke athalad a nullan, a sajatértékpar athalad a
U~ . . . . . -~
képzetes tengelyen. Tehat ha példaul ™ (0) > f), akkor A < 0 esetén az origd aszimptotikusan stabilis, A = 0

esetén pedig instabilis. A fent mar alkalmazott Ljapunov-fiiggvény segitségével igazolni fogjuk, hogy az L
eldjelétdl fliggden vagy pozitiv, vagy negativ A esetén létezik az origd koriil periodikus palya.

Alkalmazzuk tehat ismét a fent bevezetett

[ ]

Vi(xy,xa) = ':-"[' t -"E::' F Py(xy,xa) + Pylxy,72)

Ljapunov-fiiggvényt. Ekkor a V' fiiggvény Lie-derivaltja, vagy rendszer szerinti derivaltja

LV =0V fi+ 0.V
=(r + P+ FP)a(d)x + F(N)r: + A2+ As + Ay)
Flrs 4+ GaPy + 3P (=3(A)1 +alX)zs + Bs + By + By)
(AL + Qs+ Q4 + 5.

ahol

D(z1,72) = 27 + 73 + 21(O P + O Py) + 22( Py + Bu Py),
{3,1. = .J"[.*l-_r | .-"-_r.lrf-_:: i 'J'Il.-ll:lf;{f’; |
{2, - .J"|_.'!.;|, -+ Ta .IH;; T .':I-‘:_ul':.’|_.!:.;|I -+ f.g_ﬂ'j":!;:i + i{}l.bTI[;:LL
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Qs pedig a magasabb foku tagokat tartalmazza, ¢és teljesiti az (57) egyenlSglenséget. Mivel 113-1[)<n1§sodfokﬁ

j@i egy) pozitiv definit kvadratikus al alkotnak, azért van olyan szam, mellyeb= esetén
gl o8y) alaxef e
()| < |£] . Feltehetjiik, hogy az szamot olyan kicsire valasztottuk, hogy esetén teljesiil
: 16
» igy
L. 2,2 -
(@s(z1,72)| < g5l + 23)°, (71)

Mivel most F(A) ¢rtéke valtozik a A véltoztatisaval, azért nem érhetd el, hogy Q3 =10 legyen barmely A

esetén. Viszont 15 vélaszthato Ggy, hogy A0)T5(Fs) = (2142 + 1283) igaz legyen. Ekkor
Qs = (F(A) — 8(0)) T5( Ps). (72)
Hasonlé modon valasszuk gy a P4 polinomot, hogy

11 Az + T2 By + Asy Py + Both Py + B(0)Ty(Py) = %er b a3)”

L

fennalljon. Ekkor

. L. . - _
Qi = (BN = BONTA(Py) + 2 (a? +a3)". (73)

Igazolni fogjuk, hogy az L < 0, a’(0) > 0 esetben megadhaté olyan A0 = 0 hogy minden A€ (0, )
esetén az origd koriil van periodikus palya. Legyen

M =maxD(x) >0, és m= llu."“ |Ta( Py)x) + Tl Py)(x)].

Ekkor a (72) és (73) képletek alapjan 7] =2 g5 A > 0 esetén

L;\-I[J"] =al(N)D(zx) 4 Jalx) {2||.ltl +(Jslx)
= a(N)D() + (BA) — BO) T3(P)(x) + Ta(Po)(a)) + =(aF + 227 + Qs(a)

< al XM + |3(A) = 3(0)|m + %{.rf 1 .r'i]"‘.

ahol az utolsd 1épésben felhasznaltuk a (71) egyenl6tlenséget. Az av és A figgvények folytonossaga miatt
megadhato6 olyan Ao, hogy minden A€ (0, 20) esetén

al MM 4 |'J:UIL} — .'ﬁﬂ”}lrn < -.}_:'_"

r

igy || = ¢ ¢s A€ (0. 20) esetén

. L
L_,r'l (1) = E_ < ().
igy az x| = ¢ gombbdl nem johetnek ki a palyak, és a belsejében az egyetlen egyensulyi pont az origd, ami
instabil. Igy ez egy Bendixson-zsak, amely azt igazolja, hogy van benne egy stabil hatarciklus. Tehat azt
igazoltuk, hogy A = () esetén szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacid kovetkezik be. Teljesen hasonléan
igazolhato, hogy L > [ esetén a bifurkacio szubkritikus. Osszefoglalva tehat az alabbi tételt bizonyitottuk.
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7.7. Tétel Tekintsik a (68)-(69) rendszert, melylen az Az, By fiiggvényeket a (60) képlet, az Az, By
fuggvénygket a (61) €s (62) keplet adja mgg, az fuggvényekre pedig fennall az (56) becslés. Tegyiik fgl,
hogyaz  fuggvény differencialhato, a  fliggvény pedig folytonbs<Es(teljesiilnek 4 €ZQ) feltételek. Legyen

a (63) egyenlettel megadott Ljapunov-egyiitthat6. Ekkor ha [, = () , akkor esetén az origbban
szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacio kévetkezik be, ha pedig , akkor szubkritikus.

7.1. Megjegyzés Megjegyezziik, hogy a tétel altalanosithato arra az esetre is, amikor az A ¢ B fiiggvények
folytonosan fiiggenek a A paramétertdl is. Ugyanis a Ljapunov-fliggvényt a A = () értékhez konstrualjuk meg,

LV

és a folytonos fiiggés miatt eldjele kis A esetén ugyanolyan, minta A = () értékre.

7.2.4. 7.2.4 AndronovHopf-bifurkacio tetszéleges paraméterfiggés esetén

Tekintsink most egy éltalanos = = J('+ A} Kétdimenzios rendszert, melyben A€ R a paraméter és
r(t) € R? Tegyiik fel, hogy egy Ao paraméterértéknél az 0 egyensulyi pont, és oft a Jacobi-matrix
sajatértékei tiszta képzetesek, azaz Fzo.A0) =0 g5 Oxf(x0, Ao) sajatértékei tiw . Ekkor az implicit
fiiggvény tétel szerint létezik ¢ >0 ¢ 9° (Ao — . Ao +0) = R? giferencialhato fliggvény, melyre
glAa) =70 ¢s S9(A).A) =0 minden A € (Ao — 0. M0 + 0] esetén. Vezessiik be az £ = T — g(A) 0j

valtozot, a A=A— Ao Uj paramétert és az fl:irr -)‘) = flT+ ﬂ()‘)-; + o) Uj jobboldalt. Ekkor
F=i=flz,\) = f(7.A)
és
A f(x0, o) = 8 £(0,0)
valamint Fl0.0) =0 minden A < értékre.

Egyszeriien lathaté, hogy az eredeti & = flx.A) rendszerben a A paraméterértéknél pontosan akkor

kovetkezik be AndronovHopf-bifurkaci6 a Y (A) pontban, ha a transzformalt 7= f(Z.A) rendszerben

AndronovHopf-bifurkacié van a A = (I paraméterértéknél az origoban. Ezért elegendd csak olyan rendszereket
vizsgalni, melyeknél a paramétert valtoztatva az egyensulyi pont helye mindig az origd marad, valamint a

bifurkacids paraméterérték nulla. Azaz feltehetd, hogy {0, A) =0 minden A esetén, és e £(0,0) sajatértékei
tiszta képzetesek. Tehat elegend6 az
= B(A)x+ h{z,X) (74)

alaku rendszerben vizsgalni a bifurkacio bekdvetkezését, melyben h(0) =0 ¢s h'(0) =0,

Ez a rendszer tovabb egyszerisithetd a linearis rész Jordan-normalalakra transzformalasaval. Legyenek a B(A)

sajatértékei alA) £iB(A) sajatvektorai  pedig s(A)=r(A)£1g(A) | Vezessik be a
P =(r(A),k(\) € R>? métrixot, ¢és legyen X = P '.x az @ ismeretlen fiiggvény. Erre a
differencialegyenlet

X=Plia=pP'. fla,))=P ' f(PX.\).
Ekkor

Pl f(PX.N) =P 'B(AMPX + P 'h(PX.)).
Legyen

AM =P I'BNP, és F(X. A =P 'hPX.\.
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ahol P definicioja miatt

p alA) -:':_.-hl."
.-1'|_z‘|I.' (_ '.:I.:'ll:l ;]{J\IP)

valamint ' : B* x R — R folytonosan differencialhato, és F(0,A)=0 d.F(0,\)=0¢ B2, Ekkor a
X fiiggvényre vonatkozo differencidlegyenlet

X = ANX + F(X, N,

Tehat a X fiiggvény koordinatai éppen a (68)-(69) rendszer megoldasai, megengedve, hogy az A ¢s B
fliggvények a A paramétertdl is fliggjenek. Mivel ezt a rendszert a (74) rendszerbdl linearis transzformacioval
kaptuk, azért az utobbiban pontosan akkor kovetkezik be AndronovHopf-bifurkacio, amikor az el8bbiben,
amelyre vonatkozoan mar megadtuk az elégséges feltételt a 7.7. Tételben. Az ott definialt Ljapunov-egyiitthatot
az I fiiggvény koordinatainak segitségével is ki lehet fejezni, hiszen 1= As+ Az + Ay g
Iy = By + By + B4, Ekkor a Ljapunov-egyiitthato

L =0[F + Wi Fy + 8] aFs + O3 F
+ Oy - ({1 + 403F) — Dok - (i Fa + 03 00) — i Fy - 1 + 5 Fy - B3 Fs,

ahol a parcidlis derivaltakat a A = () pontban és az origdban vessziik, azaz példaul Iy g 01 F1(0,0) helyett
all rovidség kedvéért. Igy a 7.7. Tétel felhasznalasaval a fenti levezetés elégséges feltételt ad arra, hogy a (74)
rendszerben AndronovHopf-bifurkacio kovetkezzen be.

7.8. Tétel Tekintsiik a (74) rendszert, melyben a B(A) matrix sajatértékeit jelolje a(A) £if(A) sajatvektorait
pedig S(A) = 7(A) £ig(A) Tegyiik fel, hogy az o fiiggvény differencialhato, a Y fiiggvény pedig folytonos
és teljesiilnek a (70) feltételek. Jeldlje /7 azt a matrixot, melynek oszlopai az "{A) é&s 4(A) vektorok, és

vezessiik be az F(X,A) = P'h(PX,}) figgvényt, valamint ennek (0,0) pontban kiszamitott parcilis
derivaltjainak segitségével a fenti L. Ljapunov-egyiitthatot. Ekkor ha L < (J, akkor A = () esetén az origdban
szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacio kovetkezik be a (74) rendszerben, ha pedig L = (), akkor szubkritikus
bifurkaci6 torténik.

E tétel segitségével, tehat egy altalanos kétdimenziés fazisteri rendszerben meghatarozhatd az AndronovHopf-
bifurkaci6. A tétel tetszOleges dimenzidju fazistér esetén igazolhaté a centralis sokasidg redukcio
alkalmazasaval. Ez az altalanos megfogalmazas megtalalhato példaul Kuznyecov kdnyvében [14].

7.2.5. 7.2.5 Példa az AndronovHopf-bifurkacié6 meghatarozasara

Az elobbi szakaszban lattuk, hogy az AndronovHopf-bifurkdcié meghatarozasdhoz a rendszer tobbszori
transzformacidja sziikséges, és a bifurkacié tipusat meghatarozé Ljapunov-egylitthatét csak a transzformalt
rendszer segitségével lehet kiszdmitani. Ebben a szakaszban a teljes levezetést bemutatjuk egy példa
segitségével.

Tekintsiik a kovetkez6 differencialegyenlet-rendszert:

r=uxlr— T — i, (7T9)

y=ylr—a), (76)

melyben @ € & pozitiv paraméter. Megjegyezziik, hogy ez az egyenlet egy specialis kémiai reakciot (az

ugynevezett LotkaVolterra-autokatalator reakciot) leird differencidlegyenlet-rendszer. Az egyensulyi pontok:
2

(0,0) (1,0) g (@,@ = a%)  Mivel a rendszer egy kémiai reakciot ir le, azért a fazisképet csak a pozitiv

siknegyedben vizsgéljuk, igy az utolsé egyensulyi pont csak @ < 1 esetén relevans. A rendszer Jacobi-matrixa:
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2r -3 —y —=x
y r—ajf’

A (0.0) elfajult egyensulyi pont, az (1- 0) pedig nyereg, ha @ = 1 és stabil csomd, ha @ <2 1. A tovabbiakban

az (a,a — a?) egyensulyi pont koriil vizsgaljuk a rendszert. Ebben a pontban a Jacobi-matrix
a—2a° —a
a—at 0 )

l{a{:l - . [}{:ag:l . . , a:l ,
Ha 2 , akkor ez a pont stabil; ha pedig 2, akkor instabil, ezért 2 esetén lehet
AndronovHopf-bifurkacié. Az alabbiakban azt igazoljuk, hogy ekkor szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacio
kovetkezik be.

El8szor az egyensulyi pontot koordinata-transzformacidval az origoba, a bifurkdcios paramétert pedig () -ba
. 2 -1 _ e _ 2
toljuk. Azaz legyen § =T — @ n=y—L+ [P gA=3-0a gorv =&+ L y=n+L— L7
1
a=35=A A differencidlegyenletekbdl

: 1 . 1 .
F=E=6-M1=20) =5 -A)—E-n+E-(3A-5) - ¢
és
- . 1 1]
y=1=E&@m+ 3 - A%).

Ezzel a rendszert a (74) képletben adott alakra hoztuk, a (0,0) pont egyensulyi pont minden A esetén, és a

linearis részt megadd matrix
\ Al —2M0) A—:
”{}“"_( t—‘—,\'ﬂj 0 )

b s

A matrix nyoma Tr=M1—=2X) ez A =0 esetén valt elbjelet, igy ekkor varhato a bifurkacid megjelenése.
A 7.8. Tétel alkalmazasdhoz sziikségiink van a matrix sajatértékeire és sajatvektoraira. A sajatértékekre
vonatkozo karakterisztikus egyenlet

1 )
plp = A1 =2x)) + (—=A+ }[i - A7) =10,

o

igy ezek

A1 = 20) /21 = 20)2 - o

2

Hra =

. 1 1 1
A sajitériékek valos része UA) =Mz —=A) | oy fennall @(0) =0 g @(0) =3 #0 A gaiatértekek
képzetes része

VAR - 20)2 —4(3 = A)3 — A?)
1(A) = . .

P — 1
ezért (0)= 2v2 7 O. Tehat teljesiilnek a (70) feltételek. A A = 0 értékhez tartozo matrix
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U= TR .
ennek sajatértékei ~ 2v2, sajatvektorai

Vezessiik be az U: ' 3j koordinatakat a

()6 2) ()

transzformacioval. Ekkor a A = () értékhez tartozo rendszer az eredeti koordinatakban

1 1
E=—gn—&y -5 —¢&
l | & .
n=-L+Ln
4
Az 1j, 4. ¥ koordinatakban pedig
A I 1, 5
it = Hf v@m Eu T
. 1
U= — —=1 + ur.
VE

Ebben a linearis rész mar Jordan-normalalaku, a nemlinearis rész pedig az &' fiiggvény, azaz

1 1..2 3

o ] F!H'—;H — U
lULY ) = = =
ur

A Ljapunov-egyiitthato kiszamitasahoz sziikségiink lesz az alabbi parcialis derivaltakra.

hF = —v—u-3u’, OfF =-1-6u 8F =-6

.

o 1 - o e 1

!’}31‘.] = 'VIE;. !’}-E.l;'l =1, H’-jl_:.l;'L = 'vll,z;..

Ezeket az (- v) = (0.0) pontban véve, és értékeiket behelyettesitve az L képletébe, az L= —1/4 ¢reket

kapjuk, tehat szuperkritikus AndronovHopf-bifurkacié kovetkezik be. Az eredeti (75)-(76) rendszerben az
2

a = 1/2 ¢risknél torténik a bifurkacié. A 70. dbran lathatjuk, hogy @ = 1/2 esetén az (@2 @ — @) egyensilyi

pont stabilis, @ < 1/2 esetén pedig instabilis, és egy stabil hatarciklus van koriilotte.

l::-jll]r'-_r =1, l::}_:.l;"-_r = u.

® |[®

AndronovHopf-bifurkacio a (75)-(76) rendszerben az @ = 1/2 ¢rtéknél. A baloldali abra @ < 1/2 4 jobboldali
pedig & = 1/2 esetén mutatja a fazisképet.
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7.3. 7.3 Egy kodimenziés bifurkaciés gorbék meghatarozasa
kétparaméteres rendszerekben a parametrikus reprezentacié
modszerével

7.3.1. 7.3.1 A parametrikus reprezentacié modszere

Amikor két paramétert tartalmazo6 rendszerekben szeretnénk egy kodimenzios bifurkaciok gérbéit meghatarozni,
akkor gyakran kell megoldani

Fflx,uy,us) =10
tipusu egyenletet, melyben :r a Keresett ismeretlen, %1 és U2 pedig adott paraméterek. Ebben a szakaszban

megmutatjuk, hogy amennyiben a fiiggvény a paraméterektdl linedrisan fligg, akkor a parametrikus
reprezentacid modszere hatékony eszkdz a bifurkacios gérbe meghatarozasara. Tegyiik fel tehat, hogy

flo,uy, us) = folx) + filx)uy + folx)uo,
ahol fi 1 R — R folytonosan differencialhato fiiggvények.

7.9. Definicio Adott 1 € [E? esetén jelolje N{u) gz fla ur,uz) =0 egyenlet megoldasainak szamat, amely
lehet végtelen is, azaz

Nu)={zeR: flz,u) =0}
Egy paraméterpart akkor neveziink bifurkacidsnak, ha a kornyezetében a megoldasok szama nem allandoé.

7.10. Definici6 Az %o € B paraméter regularis, ha van olyan U/ C R? kérnyezete, hogy minden t € U
esetén V(1) = N(uo) , azaz egy kornyezetben a megoldasok szama nem valtozik.

Az to € B? bifurkacios paraméterérték, ha nem regularis.
A bifurkécids paraméterértékek halmazat bifurkacios halmaznak nevezziik és I3 -vel jeloljiik.

Az implicit fliggvény tétel miatt az f':??'i uy, uz) =0 egyenletbdl kifejezhetd = a paraméterek segitségével
olyan pontok kornyezetében, ahol O:f nem nulla. Ezért a megoldasok szama akkor valtozhat, ha
Fla u,uz) = 0 mellett e f (2,11, u2) = 0 ig fennall. Ezen feltételt teljesité pontok alkotjak a szingularitasi

halmazt.
7.11. Definicio Az (@, u1,uz) =0 egyenlethez tartoz6 szingularitasi halmaz legyen
S={ue R‘:3reR: flr,u) =06és de flr,u) =0}.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy adott 1 < R? esetén hogyan lehet meghatdrozni a megoldasok szamat és
értékét, illetve, hogy mi a bifurkaciés 53 halmaz kapcsolata az S szingularitdsi halmazzal.

Haaz fiiggvény linedrisan fligg az U1 és U2 paraméterektol, akkor a szingularitasi halmazt az

folx) + filz)ur + folz)uz = 0,
folx) 4 _,I";[.:'].'rl - f.:,i__rbr.!: }

egyenletrendszer hatarozza meg. A parametrikus reprezentacio lényege abban all, hogy ebben a rendszerben az
x ismeretlent tekintjiik paraméternek és az 1. U2 paramétereket fejezziik ki, hiszen ez egy linearis rendszer
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megoldasaval elérhetd. Az egyszerliség kedvéért a modszert egy fontos specialis esetben ismertetjiik, amelyben
hiz)=1 flz)=z a7 fo figgvényt ekkor & fogja jeldlni. Ekkor a szingularitisi halmazt az

iy + uax + glx) =10,

us + g (x) = 0.

egyenletrendszer hatarozza meg. Fejezziik ki ebbdl az 1. 12 paramétereket az v segitségével, ekkor

wy =xq'(x) — glx).

uz = —g'(x).
Vezessiik be azta D : R — B2 gorbét, amely egy = értékhez hozzarendeli az (w1, u2) part, azaz
Di(x) = zg'(z) —glx), IDalx)=—g'(zx).

Ezt a gorbét, amely egyben a szingularitasi halmazt egy & valtozoval paraméterezett gorbeként allitja eld,
diszkriminans gorbének nevezik.

Szamunkra elssorban az érdekes, hogy adott U1 ¢és U2 esetén mi az egyenlet megoldasa & -re. Vezessiik be
ezért az

M(x) = {(uy,uz) € R? . folx) + filz)ur + falz)uz =0}
halmazt, amely tehat azon paraméterparokat tartalmazza, amelyek mellett az r megoldasa az egyenletnek. A

linedris paraméterfiiggés miatt ez a halmaz egy egyenes a paramétersikon. A parametrikus reprezentacid
modszerének egyik legfontosabb eredménye az alabbi érintd tulajdonsag .

7.3. Allitas (Erintd tulajdonsag) Az M (%) egyenes érinti a diszkrimindns gorbét az = paraméterti £2(:)
pontban.

Bizonyitas. Mivel az (1, u2) = D{x) par megoldésa az fla u uz) =0 egyenletnek, azért Dix) e M(x)
azaz a D) pont rajta van az M () egyenesen. Ezért mar csak azt kell megmutatni, hogy a D'(x)
érintdvektor merdleges az M (7] egyenes normalvektordra, amely az (f1(7): f2(7)) vektor. Ezt egyszertien
igazolhatjuk tetszbleges fi fiiggvények valasztisa mellett. Ugyanis az (w1, u2) = D(x) par megoldasa az
e ur,uz) = 0 egyenletnek, azaz

ﬁ][.]"] } _J"l[.r'] .Ir)]l'l':l } f_.rl:.l':lf.}g[.ﬂ':l = ()
fennall minden ' esetén. Ezért derivalhatjuk ezt az egyenletet, amellyel az
folz) + fi(x) Dy (x) + falx)Da(x) + fi(x)Dy(x) + fa(x)Ds(z) = 0

egyenlethez jutunk. Ebben Jfo(z)+ filz)Di(z) + fi(x)Da(x) =0 hiszen az (w1,u2) = D(x) par
megoldésa a A fz, ur u2) =0 egyenletnek is, igy

fi(@)Dy(z) + f2(x)D5(x) =0,
ami éppen a két vektor merdlegességét bizonyitja. [QED]

7.2. Megjegyzés Megjegyezzik, hogy az érintd tulajdonsag azt az altalanos tényt fejezi ki, mely szerint az
e, ur uz) = 0 ggyenlet megoldasait képezé M () halmazok burkoléja a szingularitasi halmaz.
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Ijmeap; ﬂq:aﬁﬁtepf?gg@gw_pﬁtén tehat az :r,érint('j tulajdonsag egyszerli geometriai, modszgrf ad az

(11, u2) egyenlet megolddsanak megkereséggra:) adgtt(x)u, $s fo(x heseen
Nevezetesen adq\qttl_. s ) esetény;  pontgsan akkor megoldasa az
egyenletnek, ha rajtavana  gorbe  paraméterii pontjahoz huzott érint6jén.

A modszer alkalmazasat néhany egyszer(i példan szemléltetjiik.

2

7.3. Példa Legyen filz) =1 , falz) = , Jolz) = glz) =21 , azaz tekintsik az 2% + tipr + Uy =0
masodfokt egyenletet. Ekkor 1/1(%) = *'2, Dafx) = =21 vegyiik észre, hogy 1 = Dgf‘l, ezért a [J
diszkriminans gorbe egy parabola az (21, u2) paramétersikon, melynek egyenlete duy = “%, amely éppen a
vizsgalt masodfokt egyenlet diszkriminansa. Egy tetszbleges (11, 12) esetén o pontosan akkor megoldasa az
T + U +uy =0 egyenletnek, ha (%1 t2) rajta van a D gérbe = paraméterli pontjahoz hiizott érint6jén.
Ezt mutatja a 71. dbra, melyen a {) gorbe paraméterezésének iranya is lathato. A D(0) pont a parabola

csticspontja, a negativ @ értékek a felsé 4ghoz, a pozitiv & értékek az alsé aghoz tartoznak. Egyszeriien
leolvashato az abrabdl, hogy a parabola bal oldalan fekvo rész minden pontjabol két érintd hizhato a gérbéhez,

{ - a2 / —~ a2
a belsd részbél viszont nem hizhato érintd, azaz 411 < U3 esetén két megoldasa van az egyenletnek, 411 = U3
esetén viszont nincs megoldasa. Az adbran levd szdmok az adott tartomanybodl valasztott paraméterpar esetén az
egyenlet megolddsainak szamat mutatjak. Ezenkiviil azt is leolvashatjuk példaul az abrabodl, hogy a bal félsikbol
mindig két érintd huzhat6é a gorbéhez, egy a fels6 aghoz, egy pedig az alsd aghoz. Ez a geometriai tény

. L . 2 . — ; ) P

algebrailag azt fejezi ki, hogy %1 < 0 esetén az = + o + 1 = 0 masodfoku egyenletnek egy pozitiv és egy
negativ gydke van. Egy masik egyszerli geometriai tény, miszerint az 1. 42 > U pozitiv negyedbdl csak a felsé
aghoz huzhaté érint6, azt fejezi ki algebrai szempontbol, hogy U1,z > 0 esetén az *° + tio +uy =0
egyenletnek csak negativ gyokei lehetnek.

71. abra. Az (uy,uz) pontbdl az 2° + uzx + uy = 0 masodfoki egyenlet diszkriminans
gorbéjéhez huzott két érinté az x, és x, paraméterii pontokban érinti a gorbét. Ezek

adjak az egyenlet megoldasait.

7.4. Példa Legyen hiz)=1 folz)=2z  folz)=g(r)= ??'3, azaz tekintsik az *° + ua® + 1y =10
harmadfokt egyenletet. Ekkor 11(¥) = 2*"%, Dy(x) = —32% Vegyiik észre, hogy 27D} = _4-‘9"_3, ezért a
D) diszkrimindns gorbe az alsé félsikban halad, érinti az origoban a fiiggbleges tengelyt, és igynevezett
csucsponttal (cusp) rendelkezik. Egyenlete 2Tui + 4uj = ”, amely éppen a vizsgalt harmadfokt egyenlet
diszkrimindnsa. Egy tetsz8leges (U1:12) esetén 7 pontosan akkor megolddsa az 28 + U +uy = 0
egyenletnek, ha (w1, u2) rajta van a £ gorbe = paraméterti pontjahoz hiizott érint6jén. Ezt mutatja a 72. &bra,
melyen a ) gorbe paraméterezésének iranya is lathatd. A D(0) pont a gorbe csucspontja, a negativ = értékek
a baloldali 4ghoz, a pozitiv  értékek a jobboldali aghoz tartoznak. Egyszeriien leolvashatd az abrabol, hogy a
két ag kozotti rész minden pontjabol harom érintd htizhaté a gorbéhez, a kiilsé részbdl viszont csak egy érintd.
Az 4bran levl szamok az adott tartomanybol valasztott paraméterpar esetén az egyenlet megoldasainak szamat
mutatjak. Itt is megfigyelhet6 az az egyszerli geometriai tény, miszerint az 1.tz = 0 pozitiv negyedbdl csak a
baloldali 4ghoz huzhat6 érint6, amely azt fejezi ki algebrai szempontbol, hogy U1i.Uz = 0 esetén az
T3 + U +uy =0 egyenletnek csak egy valds gyoke lehet, és az negativ.
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72. dbra. Az 2 + usx + u; = 0 harmadfoki egyenletet diszkriminans gorbéje két részre
osztja a paramétersikot a megoldasok szama szerint. A két ag kozotti részben levd
paraméterparok esetén harom megolddsa van az egyenletnek, a kilsé részben levo pa-
raméterparok esetén viszont csak egy.

Megjegyezziik, hogy igazolhatd, hogy a diszkriminans gdrbe konvex ivekbdl all, és egy ilyenhez huzhaté
érinték szama egyszeriien meghatarozhato, amint a 73. Abra mutatja.

73. dabra. Egy konvex ivhez hizhato érinték szama a sik kiilonbozo pontjaibol.

Ezt a geometriai eredményt hasznaljuk fel a kovetkezd példaban szerepldé negyedfoku egyenlet esetében a
megoldasok szamanak meghatarozasara.

7.5. Példa Legyen filr) =1 , falz) == , folx) = g(z) = —2? + 2* , azaz tekintsik az
Uy + g — 37+t =10 negyedfoktl egyenletet. Ekkor Dy(r) = 32" — ??'2, Do) = 22 — 427 Ezeket a

fliggvényeket abrazolva egyszerlien vazolhatjuk a IJ gorbe menetét az (11, ua) paramétersikon. A gorbe két
csucsponttal (cusp) rendelkezik, amint a 74. adbra mutatja. Egyszerlien leolvashaté az abrabol, hogy az
ugynevezett "fecskefarok" belsé részében fekvé minden pontbol négy érintd huzhaté a gorbéhez, a kiilsd
pontokbol két érintd, a tobbibdl pedig nem hiizhatd érintd. Az abran levé szamok az adott tartomanybol
valasztott paraméterpar esetén az egyenlet megolddsainak szdmat (azaz az onnan huzhatd érinték szamat)
mutatjak.
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74. dbra. Az 2" — 2° + wox + u; = 0 negyedfokii egyenletet diszkriminans gorbéje harom
részre osztja a paramétersikot a megoldasok szama szerint. A szamok az adott tar-
tomanybol vilasztott paraméterpar esetén az egvenlet megoldasainak szamat mutatjak.

7.3.2. 7.3.2 Bifurkacios gorbék kétparaméteres rendszerekben

Ebben a szakaszban ¥(t) = flx(t), w1, u2) alaka rendszerek nyereg-csomé és Andronov-Hopf-bifurkacios

. 2 .
gOrbéinek meghatarozasat mutatjuk be példakon, melyekben a fazistér kétdimenzios, azaz (t) € B valamint
i1 és t2 valos paraméterek. A vizsgalat célja az (11, uz2) paramétersik felosztasa az egyensulyi pontok szama
és tipusa szerint. A bifurkacios gorbék meghatarozasara alkalmazni fogjuk a parametrikus reprezentacio el6zo
szakaszban ismertetett modszerét. A két bifurkacidos gorbe abrazoldsa soran latni fogjuk, hogy ahol érintik
egymast, abban a pontban egy két kodimenziés bifurkacio, az ugynevezett TakensBogdanov-bifurkacio jelenik
meg.

Tekintsiik eldszor a kovetkezd rendszert:

P=y (T7)

=tz -+ +ar-y (T8)
Az egyensulyi pontokra fennallnak a

0=y,

¥

O=w+ur+x-+x-0.

egyenletek. Az egyensulyi pontokat tehat egyetlen egyenlet, az Fla,u) == u +upr + 27 = 0 masodfoka
egyenlet hatarozza meg. Ilyen tipusi egyenletek megoldasanak szamat a parametrikus reprezentacioval

vizsgaltuk. A szingularitasi halmazt az fla,u) =0 g5 0o f(z,u) = 0, azaz az

) + tiax + =10

us +2r = 1)

rendszer adja meg. Ebbél az 1. U2 paramétereket kifejezve kapjuk a diszkriminans gorbét, mely esetiinkben
egy parabola

us = fhix) ==2r,
wy = Ihix) T,
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amint a 75. dbra mutatja.

A nyereg-csomo6 és Andronov-Hopf-bifurkacios gorbe a (77)-(78) rendszerben.

Adott (1, t2) part valasztva az (w1, 12) pontbol a diszkriminans gérbéhez huzott érint6k szama megegyezik

az (w1, uz) paraméterparhoz tartozd r megoldasok szamaval. Tehat a parabola bal oldalan fekvo
paraméterparok valasztasa esetén két egyensulyi pont van, a jobb oldali tartomanybol valasztott paraméterparok
esetén viszont nincs egyensulyi pont. A diszkriminans gorbe tehat a nyereg-csomo bifurkacio gorbéje, melyen
athaladva kettével valtozik az egyensulyi pontok szama.

Hatarozzuk meg most az Andronov-Hopf-bifurkacié gorbéjét. A rendszer Jacobi-matrixa egy (z,y) pontban

( ]
tta +2r+y T/

Ennek nyoma 7'r = &, determinansa Det = —(uz + 2r +y) | Legyen = € B tetsz8leges, ekkor a Jacobi-

maAtrix nyoma az (,0) egyensulyi pontban 17 = x| determindnsa pedig Det = —(uz + 2r) Egyszeriien
lathato, hogy az Andronov-Hopf-bifurkacio sziikséges feltétele, hogy T'r = () és Det = () legyen, hiszen ekkor
a Jacobi-matrixnak két képzetes gyoke van. Bar ez a feltétel nem elégséges, mégis az ezek altal meghatarozott
gorbét nevezik az Andronov-Hopf-bifurkacio gorbéjének. (Megjegyezziik, hogy ezen gorbe egyes pontjaiban a
Ljapunov-egyiitthato értéke nulla lehet, de a tipikus pontokban nem zérus, ezért azokban valoban bekovetkezik
a bifurkacio. Az elfajult pontok meghatarozasaval itt nem fogunk foglalkozni.) Az Andronov-Hopf-bifurkacio

gOrbéje tehat azon (21, uz) paraméterparokbol all, melyekhez van olyan (. 0) egyensulyi pont, melyben
Tr=x=0¢& Det = —(ua+2r) > 0 Azaz a kévetkezéknek kell teljesiilnie

uy; + x4 x* 0, =0, wus+2r<I0.
Ezekbél w1 = 0 gs 1z < 0 | tehat az Andronov-Hopf-bifurkacio gorbéje a fiiggdleges koordinatatengely

negativ része. Ez az origdban érinti a nyereg-csomo bifurkacid gorbéjét, a parabolat, ez a pont a
TakensBogdanov-bifurkacios pont.

A kovetkez6 példa a TakensBogdanov-bifurkacioé (egyik) normalformaja.

=1y,

g} = +uz-y+r+ax-y.

Az egyensulyi pontokra fennallnak a

0=y,

>
=1y + x°.

egyenletek. Az egyensulyi pontokat tehat egyetlen egyenlet, az U1 + 7 =0 masodfoku egyenlet hatarozza
meg. A szingularitasi halmazt az (7, 1) = 0 ¢ e fla,u) =0 gzaz az
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rendszer adja meg. Lathat6, hogy a parametrikus reprezentici6 modszere nem alkalmazhatd, hiszen a

rendszerbd] (11:12) nem fejezhetd ki. Viszont az egyenletekbél a szingularitasi halmazra = = () miatt t1 = 0,
igy a szingularitisi halmaz, azaz a nyereg-csom6 bifurkacié gorbéje az U1 = 0 tengely, azaz a fiiggbleges
tengely.

Hatarozzuk meg most az Andronov-Hopf-bifurkacio gorbéjét. A rendszer Jacobi-matrixa egy (. %) pontban

(] |
2r+y us+ax/)’

Ennek nyoma egy (70} egyensulyi pontban, 2® = —uy miatt, T = 2 + & = U2 + /—U1 | determinansa

Det = =2 Tehat az 2 + v —%1 = 0 parabola az Andronov-Hopf-bifurkacié gérbéje. Ez az origéban érinti
a fliggdleges egyenest, a nyereg-csomo bifurkéacidé gorbéjét, igy az origé a TakensBogdanov-bifurkécios pont.
Megjegyezziik, hogy a TakensBogdanov-bifurkacié fontos eleme egy homoklinikus bifurkaci6 soran megjelend
periodikus palya, melyet egy megfelelé Ljapunov-fiiggvény segitségével lehet megtalalni. Ennek targyaldsa
meghaladja a jegyzet kereteit, az érdeklddd Olvasdnak ajanljuk Perko konyvének [16] 4.13. fejezetét.

Feladat

Vizsgaljuk meg, hogy az @ € & paramétert véltoztatva az

T=r—7Y,
g ¥
y=iwy+uz-y+a-x-y.

rendszerben, hogyan valtozik az (11, uz) paramétersikon a nyereg-csomoé €s AndronovHopf-bifurkacio gorbéje.

8. 8 Diszkrét dinamikai rendszerek, szimbolikus
dinamika, kaotikus viselkedés

8.1. 8.1 Diszkrét dinamikai rendszerek

Legyen M C R* tartoméany (azaz sszefliggd és nyilt halmaz), és legyen U -"”_ — M gitfeomorfizmus (azaz
bijekci6, amely inverzével egyiitt differencialhato). Jelolie /" = J°J - °J a7 n tagi kompoziciot, azaz
)= fULfp) o)) Han < 0, akkor legyen fr=0h , ahol a kompozicidban I inverzét

alkalmazzuk (—™) -szer. Ekkor a #(n.p) = f"(p) w: L& x M — M fiiggvény egy diszkrét dinamikai

rendszert definial. A diszkrét dinamikai rendszer megadasa tehat egyenértéki az ! leképezés megadasaval. A
rendszert gyakran egy rekurziv sorozatként adjak meg az

Tatl = flaxn), To=p

alakban. Ekkor #{7:P) =T _ A rendszer P pontbol indulé palysja a 192(P): 7€ L} diszkrét
ponthalmaz, vagy mindkét irdnyban végtelen sorozat.

8.1. Definici6 Egy ? € M pont fixpontja a dinamikai rendszernek, ha f(?) = P azaz #(1.P) = P minden
n € 4L szamra, vagyis a I’ palyaja egy pontbol all.

A stabilitasi fogalmakat a folytonos rendszerekkel teljesen analog modon definialjuk.
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§2—Definigio Egy P eM | Fipspant -stailis- ha minden< iy 0 szdmhoz van olyan d pozitiv szam, hogy
esetén fennall minden szamra.

. . o o, lim o p(n,p)=p
A P fixpont aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és = m"’( P =1 .

A P pont instabilis, ha nem stabilis.

Ezen fogalmak szemléltetésére nézziink néhany példat egydimenzids fazistér esetén.

8.1. Példa Adott @ € R esetén legyen J(¥) =ar  zo=p  Ha a=2, azaz f(&¥) =27  akkor
@(n,p)=2"p, amely végtelenhez tart 7. — 0o esetén. Igy a rendszer fixpontja, a 0 pont instabilis.

Haa= —1, azaz flz) = —=  akkor ¢(7:P) = (—=1)"P  igy minden pont pélyija 2 pontbél all (mivel
Tu+2 = Tn) Az ilyen palydkat 2-periodikus palydknak fogjuk nevezni. Ekkor a rendszer fixpontja, a () pont
stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis.

Ha@=1/2 azaz flz) = /2 akkor #(n.p) = (1/2)"P  azaz minden pont palyaja nulldhoz tart 1 — oo
esetén. Ekkor a rendszer fixpontja, a () pont aszimptotikusan stabilis.

Altalénosan megfogalmazva, az J(¥) = @ T leképezéssel definialt dinamikai rendszernek az x = () pont
fixpontja. Ez aszimptotikusan stabil, ha |2l < 1. ugyanis @(n.p) =a" -p— 0. ha |a| <1 A nulla pont
instabilis, ha la| = 1, és stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis, ha la| =1

Szintén a folytonos idejii rendszerekhez hasonldéan a fixpont stabilitasat linearizalassal lehet eldonteni a
hiperbolikus esetben. Ezt fogalmazzuk meg egydimenziés fazisterii rendszerre az alabbi tételben.

8.3. Tétel Legyen / * B = B differencialhato, és legyen az Tn+1 = f{¥n) rekurziéval definialt diszkrét
dinamikai rendszer fixpontja 7, azaz /() = P. Ha |f'(P)] < 1, akkor P aszimptotikusan stabilis, ha pedig
|f'(P)] > 1 akkor P instabilis.

. o lim LR e
Bizonyitas. Mivel =—+p  *¥

esetén | xp | <0 ,azaz @)= fp)l<a-lz—p| | vagyis [flz)—pl<a-|lz—p[ fgy
TE(P—E.P+E) eseten f) E(P—cp+e) ¢ [f2 @) — D <a-|flz)— flp) <a® |z —p|
A gondolatmenetet folytatva, indukcidval azt kapjuk, hogy

, azért van olyan £ > (] és @ < 1, hogy barmely ¥ (p—e,p+e)

<a* |z —p|l =0,

|JI.J._ |: .J':| o JIFJ. {j,lll

ha k- — 0o . Ez pedig azt jelenti, hogy a fixpont kozelébsl indulé megoldasok nem tavolodnak el téle, és a
fixponthoz tartanak, ha k végtelenhez tart, azaz a fixpont aszimptotikusan stabilis. Az instabilits az

If'(p)| > 1 esetben hasonloan igazolhato. [QED]

. kY
8.4. Definicio Egy P € M pontot periodikus pontnak neveziink, ha van olyan k>1, hogy ) =p ,és P

nem fixpont. A legkisebb ilyen & =1 a P pont periodusa. A P pont palyaja a . fp), Fp)s o 50}
ponthalmaz, ezt k -periodikus palyanak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy / (P} =P azt jelenti, hogy P fixpontja az .f ) leképezésnek. Ezen észrevétel alapjan
definialjuk a periodikus palya stabilitasat.

8.5. Definici6 A P pontbol indulé k -periodikus palya (aszimptotikusan) stabilis, ha P (aszimptotikusan)

stabilis fixpontja az f* leképezésnek. Hasonldan definialjuk a periodikus palya instabilitasat.

.k !
A fenti tétel szerint a periodikus palya stabilitdsvizsgalatdhoz az (") leképezés sajatértékeit kell
4 s .
meghataroznunk. Vegyiik észre, hogy () ) = FFNP) az ssszetett fiiggvény derivalasi szabalya
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szerint. Hasonldéan kapjuk, hogy () = f(f2 ) - F( ) - f(p) Egy % -periodikus palya pontjaira
— f _ pk=1
bevezetvea P1 = p, P2 = f(p1).---.pk = 7 (P1) jelolest, indukcidval azt kapjuk, hogy

(Y @) = Fpe) Flpea) oo f(m).
Igy a fenti tételbol az alabbi kovetkezik a periodikus palya stabilitisara.

8.6. Tétel Legyen § * B = B differencialhato, és legyen az Tn+1 = f{¥n) rekurziéval definialt diszkrét
.k _

dinamikai rendszer k -periodikus pontja P, azaz [ (P) =P A {P1.P2.--- Pk} |k -periodikus palya

aszimptotikusan stabilis, ha |//(71) -« f'(pi)| < 1.

8.1.1. 8.1.1 A logisztikus leképezés

A fent bevezetett fogalmakat érdemes megvizsgalni a logisztikus leképezés példajan. Ezenkiviil ez a leképezés a
kaotikus palya fogalmahoz is elvezet majd benniinket.

A logisztikus leképezés az Ha) = ax(l —z) fliggvény, amelyet a [0.1] intervallumon fogunk vizsgélni.

-..

Ezért az @ € B paraméterr8l mindig feltessziik, hogy 0 < @ <4  akkor ugyanis a leképezés a [0, 1]
intervallumot 6nmagaba képezi.

1 —

1
A leképezés fixpontjai, az ar(l —x)=x egyenlet megoldasai: () és a. Ez utobbi természetesen csak

@ > 1 esetén van a vizsgalt intervallumban.
A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy az @ € [0, 4] paramétert valtoztatva, hogyan valtozik a palyak viselkedése.

Hatarozzuk meg ehhez el6szor a fixpontok stabilitasat. A leképezés derivaltja f(z) =a—2ax , igy
F)=a ¢ fli3)=2-a . A fixpont stabilitdsat az ()] <1 feltetel biztositja, ezért ) << @ < 1 esetén
a 0 pont aszimptotikusan stabilis, és 1 < a </ 3 esetén az % pont aszimptotikusan stabilis. Igazolhato, hogy
ezek ilyenkor globalisan is aszimptotikusan stabilisak a [0. 1] intervallumra vonatkozéan.

8.1. Allitas

1. Ha 0 <a <1, akkor barmely ¥0 € [0.1] kezdeti pontbdl indulé palya a 0 ponthoz tart, azaz az
Tni1 = 0a(1 —Tn) sorozatra #n — 0, amint n — oo .

1 —

1
2. Hal<a <3, akkor barmely 0 € (0.1} kezdeti pontbél indulé palya az * — a ponthoz tart, azaz az

Tn— 1 — L

Tni1 = an(1l — Tn) sorozatra Z,amint n — oo .

Természetes kérdés, hogy @ értékét tovabb novelve, azaz @ > 3 esetén hogyan alakul a sorozat aszimptotikus
viselkedése. Numerikus kisérletek azt mutatjak, hogy ekkor 2-periodikus palya jelenik meg, és ez veszi at a
vonzast. Szamitsuk ki a 2-periodikus palyat. Ennek pontjait o és 1 -gyel jelolve, fennallnak az

I = f{;?'n[]. — ;F'ﬂ] és Ig = f{;?'1[1 — ;F'l] egyenletek, azaz
Tn il 3.."||1_ ] — .."||..:||: ] — rI.f'-;.l:' ] — .f'q.] :|.

=1 . . .
Egyszertien lathato, hogy ezen negyedfoku egyenletnek megoldasa az To = 0 &s 0 = 5 | hiszen a fixpontok is
2-periodikusak. Ezen gyokOkre vonatkozd gyoktényezOket kiemelve egy masodfoki egyenlethez jutunk,
melynek ¥1 és 2 megoldasai egyszeriien kiszamolhatok. Azt kapjuk, hogy ezek pontosan akkor valdsak, ha
o = 1 .
a > 3, azaz a 2-periodikus megoldasok pontosan akkor sziiletnek meg, amikor az “? = & fixpont elvesziti a
ST .
stabilitasat. Hatarozzuk meg a 2-periodikus palya stabilitasat. Ehhez az |f () f (x2)| < 1 feltételnek kell

teljesiilnie, amelyrdl elemi, de firadsagos szamolassal kideriil, hogy a 3 < & < 1 + VG feltétellel ekvivalens.
Ezzel tehat a kovetkez6t igazoltuk.
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8.2. Alljtas

1. Ha @ > 3, akkor létezik 2-periodikus palya, azaz léteznek olyan 0. L1 € [0.1] szamok, amelyek teljesitik
az 1 = axo(l —0) g5 o = ari(l — 1) egyenleteket.

2. Had <a <1+ \fﬁ, akkor a 2-periodikus palya aszimptotikusan stabilis.

Természetes kérdés, hogy @ értékét tovabb névelve, azaz @ > 1 + V0 esetén hogyan alakul a sorozat
aszimptotikus viselkedése. Numerikus kisérletek azt mutatjak, hogy ekkor 4-periodikus palya jelenik meg, és ez
veszi at a vonzast. Ez mar explicit médon nem szamithaté ki, de numerikus vizsgalat sordn azt tapasztaljuk,
hogy ez az & paraméternek csak egy szilik tartomanyaban stabilis, és amikor stabilitdsat elvesziti, akkor 8-
periodikus palya jelenik meg, amely szintén hamar elvesziti a stabilitasat, és megjelenik a 16-periodikus palya,
és igy tovabb. Ezt a jelenséget nevezik peridduskettézédésnek. Ez tulajdonképpen bifurkaciok sorozata, amelyet
a 76. Abraval lehet szemléltetni. Ezen a vizszintes tengely mentén véltozik az a értéke, a fiiggéleges tengelyen
pedig az adott & értékhez tartozo aszimptotikus viselkedést abrazoljuk. Ez aszimptotikusan stabil fixpont esetén
egyetlen pont, aszimptotikusan stabilis periodikus palya esetén a periodikus palya pontjaibol all6 halmaz. Az
abrat természetesen csak numerikusan lehet elkésziteni, a rekurzid kelléen sokszori alkalmazasaval.

76. abra. Perioduskettozodés a logisztikus leképezésnél. Az aszimptotikus viselkedés
valtozasa az a paraméter fliggvényében.

Jelolje tn az a paraméter azon értékét, amelynél elSszor jelenik meg a 2" -periodikus palya. Tehat @1 = 3,

ap =1+ Vﬂﬁ, ... Ezek értékét explicit modon nem lehet kiszdmitani, de a numerikus szamitasok azt mutatjak,
hogy az @ sorozatnak van hatarértéke, és limay /= 3.569946 | Bar a sorozat hatarértékére nincs elméleti
képlet, a tagok relativ valtozasara Feigenbaum 1975-ben az alabbi szép dsszefiiggést kapta

(L

Fi

— iy

lim 4, 669201609 ...

n=k20 by — G

Fi

() = 72
Ez azért fontos, mert a peridduskett6zédés mas leképezéseknél, példaul az flo)=a—a" vagy

flxr) = asine figovény esetében ugyanigy jatszodik le, és az fn sorozatot hasonlé médon bevezetve, a fenti
hatarérték mindig ugyanaz a szam, melyet Feigenbaum-szamnak neveznek.

8.1.2. 8.1.2 Kaotikus sorozatok

A kaosz fogalmanak részletes targya meghaladja ezen jegyzet kereteit, ugyanis szdmos kiilonb6zé kaosz
definici6 van, melyekben azonban k6zds, hogy az alabbi két fontos elemet tartalmazzak.

+ Erzékeny fiiggés a kezdeti feltételtSl egy korlatos halmazban.
* Aperiodikussag.

Ebben a szakaszban bevezetiink egy kaotikussag definiciot diszkrét idejli dinamikai rendszerek palydira, majd
megmutatjuk, hogy vannak olyan leképezések, melyeknek van kaotikus palydja, s6t a palyaik nagyrésze ilyen. A
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fogalmakat az egyszertiség kedvéért egydimenzids fazistér esetében fogalmazzuk meg, természetesen ezek i -
dimenzios fazistérben ugyanigy definialhatok.

Legyen fR=R folytonosan differencialhat6 fiiggvény és tekintsiik az

Tn41 Jr[-‘l-fﬂ ]

rekurzidval definialt diszkrét idejli dinamikai rendszert. Definialjuk eldszor a kaosz egyik fontos jellemzdjét, a
kezdeti feltételtdl vald érzékeny fiiggés fogalmat.

8.7. Definicié Egy P € pontban a megoldas érzékenyen fiigg a kezdeti feltételtl, ha van olyan 0 > 0 szam,

.k .k -~
hogy minden = > 0 szamhoz talalhaté olyan & € (P — &P +€) g k € N | melyre |fHq) = frp)l =0 )
azaza 4 és P pontokbol indul6 palydk legalabb ennyire eltdvolodnak egymastol.

Megjegyezziik, hogy erre trivialis példa egy instabil linearis rendszer, hiszen az flx) =2z fliggvény esetében

ko ok
Fg) = 2% , igy a palyak exponencidlisan tavolodnak egymastol. A kezdeti feltételtdl valo érzékeny fiiggeés
akkor igazan érdekes, ha a P palyaja korlatos.

A palyak eltdvolodasanak mértékét lokalisan egy pont kdrnyezetében a fiiggvény derivaltja méri, mivel
flg) = flp) = f(p)g—p) +olqg—p).

gy amennyiben |f'(p)] < 1 akkor a P kéril a leképezés lokalisan kontraktiv (a péalyak kozelednek
egymashoz), ha pedig |f(p)] = 1 akkor a P kériil a leképezés lokalisan expanziv (a palyak tavolodnak

-k

egymastol). Egy P pont palyajat kivetve, az J () pontban a k értékétsl fiiggden a leképezés lehet kontraktiv,
vagy expanziv. Egy palya mentén ezt atlagolva kapjuk meg, hogy a  pont kdrnyezetében a palya érzékenyen
fiigg-e a kezdeti feltételtél. Ennek mérésére szolgal a Ljapunov-szam (illetve a Ljapunov-exponens/kiteva).

8.8. Definicio Legyen J B — R folytonosan differencialhato fiigevény. Egy P € B ponthoz tartozo
Ljapunov-szam:

Lip) = lim (If' ()| - |F(F@)] - |F U ))])w.
11 =4 2
A P ponthoz tartozé Ljapunov-exponens pedig ennek logaritmusa () = In L(p) | azaz

1
hip) = _li{ll . | f(p)|+ | F(F(p)] + ...+ W] (" p))].

Ha Lip) = 1 vagy masképp fogalmazva hip) =0 akkor a P pontban a megoldas érzékenyen fligg a kezdeti
feltételtol.

Térjiink ra most a kdosz masik jellemz6jének, az aperiodikussagnak a meghatarozasara.

8.9. Definici6 Egy ¥ el pont aszimptotikusan periodikus, ha van olyan 9 periodikus pont, amelyre

lim |w(n.p) —wing)| =0

Fi=p
(azaz, haa ¥ pontbol indul palya egy periodikus palyahoz tart.

Ezen fogalmak segitségével definialhatjuk a kaotikus palya fogalmat.

8.10. Definicio Legyen / * & = I folytonosan differencialhato. Egy P € & pont palyajat (valojaban csak a
pozitiv fél-palyat) kaotikusnak nevezziik, ha

1. korlatos,

120
XMLmind XSL-FO Converter



Differencialegyenletek és dinamikai
rendszerek

2. nem aszimptotikusan periodikus,

3. hlp) >0 , azaz érzékeny a kezdeti feltételekre.

Bar a kaotikussag fogalma egyszertien megfogalmazhatd, annak igazolasa, hogy egy leképezés valamely palyaja
kaotikus, tavolrél sem ilyen egyszerii. A logisztikus leképezés palyainak numerikus vizsgalata azt mutatta, hogy
vannak kaotikus palydk az a paraméter 4-hez kozeli értékeinél, azonban ennek kozvetlen bizonyitasa
nehézségekbe iitkdzik. A tovabbiakban bevezetiink egy masik leképezést, a satorleképezést, amelyben bizonyos
palyak kaotikussagat a szimbolikus dinamika segitségével be tudjuk bizonyitani, majd megmutatjuk, hogy ez a
leképezés konjugalt a logisztikus leképezéssel a = 4 esetén, igy ez utdbbinak is vannak kaotikus palyai.

AT(r)=1—|2r—1 leképezést sator leképezésnek nevezik. A fliggvény a [0.1] intervallumot Onmagaba

s

Mivel a T leképezés nem vezet ki a [f)_. 1] intervallumbél, azért a palydk (pozitiv k& esetén) korlatosak. A
Ljapunov-exponens kiszamitasdhoz a palyanak el kell keriilnie az 1/2 pontot, mivel ott a a fiiggvény nem
differencialhatd. Ezért az olyan I’ pontoktdl eltekintve, melyekbdl a palya bejut az 1/2 pontba, minden ¥

eseten |17 (P)] =2 ,igy h{p)=In2=0 Teha egy palya akkor kaotikus, ha nem aszimptotikusan periodikus.
A kovetkez6 szakaszban a szimbolikus dinamika segitségével igazolni fogjuk, hogy megszamlalhatéan sok pont
kivételével a pontok nem aszimptotikusan periodikusak, amelyb6l kdvetkezik az alabbi.

8.3. Allitas A T'(x) =1 — |22 — 1] satorleképezésnek létezik végtelen sok kaotikus palyaja.

A logisztikus leképezés esetében a Ljapunov-exponens kiszamitasa nehézséget okozna, ezért célszeril inkabb a
satorleképezéssel valo konjugaltsagot igazolni. Tekintsiik a H :[0.1] — [0.1] ,

N2 (T
Hiz) = sin ( 5 )

homeomorfizmust. Megmutatjuk, hogy erre teljesiil a H(T(x)) = f(H(x)) Osszefliggés, ahol [ a logisztikus
leképezés. Ugyanis egyrészt

flH(x)) = 4sin” (T—:) (] — sin® (%)) — 4sin’ (_—;) co8> (%) = sin*(7x),

masrészt + € [”.- 1/2) eseten T'()

mir 3 \
H(T(x)) = sin® (';}) = sin”(rr).

Ha pedig r € (1/2,1] , akkor T(x)=2—2r | ¢ ez esetben is egyszerlien latszik, hogy
H(T(z)) = sin*(7z)

A H homeomorfizmus tehat a satorleképezés kaotikus palyait a logisztikus leképezés pélyaira képezi, ez
bizonyitja az alabbit.

8.4. Allitas A logisztikus leképezésnek 1étezik végtelen sok kaotikus palyéja.

8.1.3. 8.1.3 Szimbolikus dinamika

A szimbolikus dinamikat csak a satorleképezés példajan mutatjuk be, bar egy altalanosabb leképezés osztaly

esetében hasonléan definialhaté. Legyen tehat 1 [0,1] — [0, 1] ) =1—-120—1| 4 satorleképezés.
Legyen

. 1
A={z€[0,1]: T"(z) # ;.Yn € N}
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azon pontok halma}_za, amelyekbol i{‘(qlpit{) palya nem lép soha az 1/2 pontba. A tovabbiakban ezen a halmazon
qu_gj.gk[fcgl«g’jﬁltepjga: (;’lqlge}pezést. A intervallumot egy baloldali és jobboldali részre osztjuk, jelolje ezeket

Legyen ¥ az L és R elemekbél allo sorozatok halmaza = = 1@ : N — {L. R}}. azaz ha a € ¥, akkor
a = (apmasz...) ahol a; = L vagy @ = I i esetén. Vezessikbea ® : A — ¥

&l L ha f*(x)e I
(@ ())n { R ha fr(z)€ I

leképezést. Azaz a (@) sorozat n -edik tagja L , ha az = pontbdl induld palya 12 1épés utan az intervallum
bal felén van, és a (®{r)) sorozat n -edik tagja £ , ha az = pontbol indul6 palya 7 1épés utdn az intervallum
jobb felén van. A ® leképezés a X C [0-1] haimaz pontjaihoz L- 17 sorozatokat rendel. A 0 ponthoz példaul
az L. L. L. ... sorozat tartozik, mert a () pont fixpont, azaz a beldle indulé palya mindig az intervallum bal

oldalan van. Hasonloképpen a 2/3 fixponthoz az 1. 1. fi. ... sorozat tartozik, mert az ebbdl indulo palya
mindig az intervallum jobb oldaldn van. Az 1 pontbdl induld palya egy 1épés utan a 0 fixpontba 1ép, ezért az 1
szdmhoz tartoz6 sorozat 1t L. L. L.... A d leképezés fontos tulajdonsdga, hogy bijekcié a A pontjai és az
L. B sorozatok kdzott. Ezt fogjuk most igazolni.

8.5. Allitas A @ : A — ¥ leképezés injektiv, azaz kiilonbozé pontokhoz kiilonboz6 sorozat tartozik.

Bizonyitas. Legyen T-¥ € A & # U Meg kell mutatnunk, hogy ®(r) # ®(¥) . Ha z ¢és ¥ az intervallum
ugyanazon oldalan van, akkor |f(z) — fly)] =2|z —y| , mert a satorleképezés meredeksége 2, vagy —2.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy () = ®()  Ekkor f"(*) ¢s f"(¥) ugyanabban a komponensben vannak
minden 7 € N esetén. gy |f2(x) = 2] =2[f(z) = fw)| = 2°|z — y| . Indukcioval megmutathato,
hogy |f"z) = fy)| = 2"z —y| igy |f*(x) = F*(y)| = 2, ami ellentmond annak, hogy a palydk
korlatosak. [QED]

8.6. Allitis A ® : A — ¥ leképezés sziirjektiv, azaz barmely L /1 sorozathoz megadhaté egy pont a A
halmazban, amelyhez ez a sorozat tartozik.

Bizonyitas. Vegyiink egy € /A pontot és tekintsik a hozzatartozo sorozat elsd néhany tagjat, legyen ez
példaul L. B. L Azelsé L aztjelenti, hogy * € [0:1/2) | a masodik betii 2, pedig azt mutatja, hogy ezen az
intervallumon beliil © € (1/4.1/2] Mivel a harmadik betii L ,azért T € (3/8.1/2) | A sorozat minden egyes
tagja felére zsugoritja azt az intervallumot, ahol ' elhelyezkedhet, igy a Cantor-féle kdzospont tétel szerint van
egyetlen olyan pont, amelyhez a sorozat tartozik. [QED]

A fazisteriink pontjait megfeleltettiik tehat L. ¥ sorozatoknak, most pedig a sorozatok halmazan definialunk
egy dinamikat, amely a satorleképezéssel konjugalt lesz.

8.7. Allitis Legyen 0 :%X — X, a oOlaomaz...] = (a1a205...) Képlettel definialt eltolds. Ekkor
PoT =00® a7z T és o konjugaltak.
Bizonyités. Legyen P(7) = (a0a1a2. ..} ekkor ¥ € lay T(x) € Lo, T%(x) € Luy.- .- Ez azt jelenti, hogy

O(T(z)) = (maz...) | met T)ely | THa)=T(T@)ELy... gy

a(®(x)) = (maz...) = P(T(x)) amit igazolni akartunk. [QED]

8.11. KovetkezményAz @ € £ pontosan akkor k -periodikus pontjaa o leképezésnek, ha @ = ©'(a) € Aj .
periodikus pontjaa T" leképezésnek.

Ez a kdvetkezmény azért nagyon fontos, mert a & leképezés periodikus pontjait nagyon egyszerti meghatarozni,
mig a 1" leképezésnél ez komoly nehézségekbe iitkdzhet. Példaul az LR LRLRE . . a0 leképezés 2-
periodikus pontja, hiszen ezt a sorozatot eggyel eltolva az £7. L. ft. L. . ... sorozatot kapjuk, amelyet még
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eggyel eltolva visszakapjuk az eredeti sorozatot. Ha 3-periodikus pontot akarunk eldallitani, akkor a kdvetkezd
lehet6ségeink vannak: ismételni kell az alabbi hdrmasokat

LLR LRL RLL, illetve RRL RLR LRA.
Ezen példak alapjan vilagos az alabbi allitas.

8.8. Allitas Barmely & € N esetén a o leképezésnek véges sok k -periodikus pontja van, és konjugaltsaguk
miatt ugyanez mondhaté el a T' satorleképezésrél is.

A kaotikussag igazolasdhoz a T' leképezés aszimptotikusan periodikus pontjait kell vizsgalni. Ehhez vegyiik
észre, hogy a T' leképezés minden periodikus palyaja instabil, ugyanis a 1" derivéltjanak abszolutértéke mindig
nagyobb egynél ( 17| =2 ). Ezért egy P pont csak ugy lehet aszimptotikusan periodikus, ha maga is
periodikus, vagy a bel6le indulé palya véges sok lépésben rakeriil egy periodikus palyara, azaz van olyan
ne N | hogy ) periodikus. Az ilyen pontokat végiil-periodikus pontoknak nevezziik. A konjugaltsag
miatt egy © € A pont pontosan akkor végiil-periodikus pontja a 7' leképezésnek, ha P(*) végiil-periodikus
pontja a o leképezésnek. A o leképezés esetében a végiil-periodikus pontokat egyszerii generalni, hiszen a
periodikus  sorozat elejére el kell helyezni egy tetszOleges véges sorozatot. Példaul az
LL L LR LR LR... sorozat végil-2-periodikus, hiszen harom eltolds utin a periodikus
L.R.LR.L K. ... sorozatot kapjuk belle. A konstrukciobol nyilvanvalo, hogy végiil- & -periodikus
sorozatbol megszamlalhatoan sok lehet, igy végiil-periodikus sorozatbol is megszamlalhat6 sok van. Ezzel tehat
az alabbi allitashoz jutottunk.

8.9. Allitas A satorleképezésnek megszamlalhatéan sok aszimptotikusan periodikus pontja van.
Ennek alapjan az el6z6 szakaszban leirtak szerint az alabbi all fenn.

8.12. Tétel A satorleképezés, illetve az a = 4 paraméterhez tartozd logisztikus leképezés esetében
megszamlalhatéan sok pont kivételével barmely pontbol kiindulva kaotikus palyat kapunk.

9. 9 Reakcié-diffuzié egyenletek

A reakcio-diffuzio egyenletek matematikailag szemilinearis parabolikus parcialis differencialegyenletek, melyek
altalanos alakja

thu = DAu + fu), (T9)

ahol v By X BR™ = R™ 57 ismeretlen fiiggvény, J * B™ = ™ folytonosan differencialhato fiiggvény és
D pozitiv elem{i diagonalis matrix (az id6 szerinti parciélis derivalast, illetve a tér szerinti Laplace-operatort
koordinatanként alkalmazzuk az u fiiggvényre). Az egyenlethez kiilonboz6é peremfeltételek tartozhatnak, utazo
hulldmok vizsgalata esetén példiul az egyenletet a teljes IE" téren tekintik, ekkor a peremfeltételek
korlatossagara vagy végtelenbeli hatarértékére vonatkoznak. Korlatos tartoméany esetén mindharom tipusu
szokasos peremfeltétel el6fordul a vizsgalatokban. A peremfeltétel mellett természetesen az ul+0) kezdeti
fliggvény megadasa is sziikséges. Az egyenlet neve a kémiai alkalmazasbol szarmazik, ez esetben t.) ak-

. R ] e, ot - s 1 ’ ’ r . I3
adik ("" =L2...m ) anyag koncentraciojat jelenti a ¢ id6pontban és az = helyen, tovabba a jobboldal elsd
tagja fejezi ki a difftizidt, a masodik pedig a kémiai reakciokat. Az egyenlet azonban szdmos mas fizikai,
biologiai, kozgazdasagi jelenség modellje is lehet a jarvanyterjedéstdl az ingeriilet vezetésen at a mintazat
képzodésig.

A reakcio-diffuzio egyenletek kutatasa az alkalmazasokon kivill a dinamikai rendszerek elméletébdl nott ki,
ugyanis az Ult) = ul-.t) fliggvényt bevezetve a (79) egyenlet az

U(t) = AU(2) + F(U(2)) (80)

absztrakt Cauchy-feladatként irhato fel. Kézenfekvé tehat megvizsgalni, hogy az E(t) = flx(l)) kozonséges
differencialegyenlet-rendszerre vonatkozé eredmények menynyiben altalanosithatok a (80) végtelen dimenzids
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feladatra. Ismert, hogy a kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megoldasai dinamikai rendszert hataroznak
meg. A (80) egyenlet esetében ennek bizonyitdsa azért sokkal nehezebb feladat, mert a jobboldalon szereplé A
operator nem korlatos. Az otvenes évekt6l kezdddden kifejlesztett operdtor félcsoport elmélet segitségével
kidolgoztak a (80) Cauchy-feladatra vonatkozo egzisztencia elméletet, melyr6l példaul Henry, Pazy illetve
Cazenave ¢és Haraux konyvében olvashatunk [4, 11 és 15]. A dinamikai rendszer 1étezésének bizonyitasaval
megkezdbédhetett a kvalitativ tulajdonsagok tanulmanyozasa. Ez magaban foglalja a stacionarius, periodikus,
kaotikus, illetve utazé hullam megoldasok létezésének, pontos szamanak, valamint stabilitdsanak vizsgalatat. A
specialis tipusti megoldasokon kiviil fontos kérdés a megoldasok aszimptotikus (hosszl id6 utani) viselkedése,
valamint az attraktorok létezésének kérdése, és vonzasi tartomanyaik meghatarozasa, melyet altalanosan targyal
Robinson konyve [18].

Reakcio-diffuzio egyenletekkel kapcsolatosan szamos eredmény ismert, ezek dnmagukban is meghaladjak egy
tankonyv kereteit, ebben a jegyzetben csak izelitdt adunk két specidlis témabol, az egydimenzios térbeli
stacionarius és utazo hullam megoldasok vizsgalatabol.

9.1. 9.1 Reakcié-diffuzié egyenletek stacionarius megoldasai

Ebben a fejezetben az egy reakcid-diffuzio egyenletre (112 = 1) vonatkozo, stacionarius megoldasok szamaval
kapcsolatos elemi eredményeket ismertetjiik. Legyen 2 CR" sima hatara tartomany, szamunkra ez csak egy
intervallum lesz, és tekintsiik a

Au+ flu)=10

szemilinedris elliptikus egyenletet azonosan nulla Dirichlet peremfeltétel, azaz ulon = 0 mellett. Vizsgalatunk
targya a pozitiv megoldasok szama. A kérdésfelvetés ilyen formaban nagyon altalanos, az irodalomban tobb
ezer publikécié talalhatd ezzel kapcsolatosan, melyek kiilonbozé tartomanyok és kiilonb6zé nemlinearitasok
esetén targyaljak a kérdést. Mi csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor () egy intervallum, amelyrél az
egyenlet autoném volta miatt az altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a nulla pontra szimmetrikus,

tehat legyen Q=(-RR) , valamely pozitiv f? esetén. A tovabbiakban tehat az

u' () + flu(z)) =0 (81)
ul—R) =ulff) =0 (82)

peremérték-problémat vizsgaljuk. A pozitiv megoldasokrodl egyszertien igazolhato, hogy paros fiiggvények (azaz
u(—x) = ulr)) ezért a feladat az alabbi peremérték-feladatra redukalodik.

w'(x) 4 Flulz)) =0 (83)
u'(0) =0, u(R) =0. (84)

Célunk tehat ezen feladat pozitiv megoldasainak pontos szamat meghatarozni.

Ehhez az u.n. célbaldvéses, vagy "time-map" modszert fogjuk alkalmazni. A moédszer 1ényege, hogy a (83)
differencialegyenletet el6szor a (84) peremfeltétel helyett az

u(0) = e, w'(0)=0 (85)

kezdeti feltétellel tekintjiik valamilyen ¢ > () esetén. Az egzisztencia és unicitas tétel szerint a fenti kezdeti

feltétel mellett létezik egyetlen “(+€) megoldas barmely ¢ > 0 esetén. Ezutdn a peremérték-probléma
megoldasat az 0.n. célbalovéses modszerrel keressiik (shooting), azaz a ¢ értékét valtoztatjuk mindaddig, amig
olyan megoldast kapunk, amelynek elsé gyoke a fi pontban van. Ehhez definialjuk az alabbi leképezést (time-
map).
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T(e)=min{r >0 :ulr,c)=0}: DIT)={ec >0 :3r>0ulr.ec) =0} (86)

A (83)-(84) peremérték-probléma pozitiv megoldasainak szama tehat egyenld a Tle)=R egyenlet ¢ -re
kapott megoldasainak szamaval.

Vegyiik észre, hogy ebben az egyszerli esetben a masodrendli egyenletnek megfeleld elsérendli rendszerhez
konnyen megadhat6 egy elsd integral, nevezetesen

Hix) :: u"l:_,-]f + 2F(u(x)), (87)

ahol /(1) = fn I, Derivalassal azonnal ellenérizhetd, hogy H' = (0, azaz a H fiiggvény konstans. A (85)

kezdeti feltétel szerint ez a konstans 24 (€] | igy minden ¥ € 0.T(e)] esetén fennall az
u'(z)? + 2F (u(x)) = 2F(¢)

azonossag. Mivel pozitiv megoldast keresiink, amely az intervallum végpontjaban nulla, azért egyszertien
lathato, hogy 1’ < 0, igy a fenti egyenletbdl

u'(x) = —/2F (e) — 2F (u(x)).
Ebbdl integralas utan az

Te)

/ F— u(z) - —dr = —T'(¢)
J 2F(c) = 2F(u(x))

1]

egyenlethez jutunk. Hajtsuk végre az integralban az ¥ = ufx) helyettesitést. Ekkor

Tic)= / ___1—1&\_
J £ 2F(e) = 2F(s)

0

majd a t = sfe j integracios valtozot bevezetve
1

T(e :f L — S (88)
'= | JaFe —2F@)

1]

Ez a formula lehetdséget ad kiilonb6z6 f figgvények esetén a Tic)=R egyenlet megoldasai szamanak
meghatarozasara. Ezt az alabbi példan fogjuk bemutatni.

9.1. Példa Hatarozzuk meg, hogy az

w'(x) +u(z)(1 — u(z)) =0 (89)
u(—R) = u(R) =0. ()

peremérték-feladatnak hany pozitiv megoldasa van az i kiilénb6zd értékeire. Amint az elébb lattuk, ehhez

elegend6 azt megmondani, hogy a Tle)=R egyenletnek hany megoldasa van. irjuk fel ehhez a 7" fiiggvényt
o 1 2 3 i

a jelen esetre, azaz, amikor Flu) = u(l —u) gxkor F(u) = u?/2 - “;ﬁ’ igy a (88) képletbdl (¢ -vel vald

egyszerlsités utan)
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. 1
e :[ - dt.
y1-t- =(1-1)

Egyszerlien lathato, hogy 1" a [”.- 1) intervallumon van értelmezve, és azon szigortian novo (hiszen a valtozo (
) a nevezGben negativ eldjellel szerepel), tovabba

1 T
T(0) = df = —.
' fv*’l & 2

]

Az integral elemi becslésébdl azt is lathatjuk, hogy » 1 © ) = Ezek alapjan T értekkészlete a [7/2,5¢)
intervallum, és abban minden értéket pontosan egy helyen vesz fel. Tehat a Tic)=R egyenletnek, és igy
ezzel egyiitt a (89)-(90) peremérték-feladatnak egy pozitiv megolddsa van, ha = *"rx’r?, és nincs pozitiv

megoldasa, ha {1 < T2,

9.2. 9.2 Reakcié-diffuzié egyenletek utazé hullam megoldasai

Ebben a szakaszban a térbeli tartomany tovabbra is egydimenzios (7t = 1), viszont nem korlatos. Tekintsiik
tehat a

hu = et + flu), (91)

reakci6-diffizio egyenletet, melyben % * [ X I8 =I5/ ismeretlen figgvény ¢s /12 = 1 folytonosan
differencialhato fiiggvény.

Az egyenlet u(f,x) = Ul — ct) glaki megoldasat, melyben [/ : R — R fiiggvény, ¢ sebességgel haladé
utaz6 hullam megoldasnak nevezik. Az I fiiggvény teljesiti az alabbi k6zonséges differencidlegyenlet:

U(y) +eU'(y) + f(U(y) =0, (y =z —ct). (92)
Ehhez a masodrendii egyenlethez természetes modon peremfeltételek is tartoznak. Adott U Ul €R eseténa
liml/=1U_, limlf =1,
~ b
peremfeltételhez tartozo utazo-hullamot frontnak nevezziik, amennyiben U_#U, , valamint pulzusnak

U =1U,

nevezziik, ha .Haaz ' fiiggvény periodikus, akkor a "wave train" elnevezést hasznaljak.

9.2.1. 9.2.1 Utazo hullamok létezése

Az utaz6 hullim l1étezésének igazolasahoz meg kell mutatni, hogy van olyan ¢ € I sebesség, amelyhez a (92)
egyenletnek van az eldirt peremfeltételt kielégitd megoldasa. Az ilyen tipusu bizonyitasok prototipusat
ismertetjiik roviden az alabbiakban. Tekintsiik az

U () +eU'(y) + f(U(y) = 0 (93)
egyenletet a

limll =1, lim 7 =0 (94)

K X
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peremfeltétellel. Az flu) = ull —u) pemlinearitassal az egyenletet Kolmogorov, Petrovszkij és Piszkunov
vizsgaltak el6szor, ebben az esetben gyakran KPPfegyenlgtként hiyatkozppk ra. Masik, fonfps ppmlinearitas a
FitzHugh-Nagumo (FHN) egyenletbdl szarmazo , valamely esetén. Ezek
részletes ismertetése megtalalhatd Fife konyvében [8]. Az utazé hullim létezése szempontjabol a két eset
lényegesen eltér egymastol. Irjuk at ugyanis a (93) masodrendli egyenletet elsérendii rendszerré:

U=V (95)
Vi=—f{U)—eV (96)

Ennek a rendszernek egyensulyi pontja a (0.0) g5 az (1,0) pont. A peremfeltételekb6l megmutathato, hogy az
U" fisggvénynek £00 -ben 0 a hatarértéke, ezért az utazo hullamnak a (95)-(96) elsérendii rendszerben a (0,0)

és (1.0) pontokat 6sszekotd heteroklinikus palya felel meg. A KPP-egyenlet esetében ha ¢ = (), akkor az egyik
egyensulyi pont stabil csomo, a masik pedig nyereg és a nyeregbdl kiinduld palya (instabil sokasag) a stabil
csomoba fut be. Azaz barmely ¢ > () esetén van utazé hullim megoldas. Konnyen igazolhatd, hogy ez a
megoldas ¢ > 2 esetén pozitiv, kiilonben el6jelet valt. Igazolhatd, hogy a végtelen sok utazdé hullim megoldas
koziil csak a ¢ = 2 sebességhez tartozo stabilis. A FitzHugh-Nagumo tipusti nemlinearitds esetében mindkét
egyensulyi pont nyereg, az ezeket 0sszekotd palya nem tipikus. Valdban megmutathatd, hogy csak egyetlen
olyan ¢ érték 1étezik, amely mellett van a két nyeregpontot 6sszekotd palya, azaz utazé hullam megoldas.

Adott [ figgvény esetében viszonylag egyszer(i fazissik analizissel kaphatunk feltételeket utazé hullam
létezésére. Fife az alabbi altalanos allitast bizonyitja ([8] 4.15. Tétel)

9.1. Tétel Legyen fecn.1) fiiggvény, melyre F0)=f(1) =0,

L

« Ha [ = 0 42(0,1) intervallumban, akkor létezik olyan c*, melyre ¢ = ¢
(94) peremfeltételt kielégitd pozitiv utazé hullam megoldésa.

esetén létezik a (93) egyenletnek a

« Ha van olyan @ € (0.1) melyre <0 a (0,2) intervallumban és / > U az (a,1) intervallumban, akkor
létezik egyetlen olyan ¢ érték, melyre a (93) egyenletnek 1étezik a (94) peremfeltételt kielégitd pozitiv utazd
hulldm megoldasa.

Tehat az allando eldjelti, KPP-tipusi nemlinearitds esetén végtelen sok ¢ érték mellet 1étezik utazé hullam
megoldas, mig az egy eldjelvaltassal rendelkez6, FHN-tipusu nemlinearitas esetében, csak egyetlen ¢ értéknél
van utaz6 hullam.

9.2.2. 9.2.2 Utazo6 hullamok stabilitasa

Az utazd-hulldmra vonatkozo (92) egyenlet autoném, ezért, ha I/ egy megoldas, akkor ennek minden vizszintes

eltoltja is az, azaz U (y) = Uy + ) s megoldésa a (92) egyenletnek tetszéleges Y0 € R esetén. Ezért az
utazo hullam stabilitasat palya stabilitasként célszerti definialni (a periodikus palya stabilitasahoz hasonloan).
Ebben az esetben a palyamenti aszimptotikus stabilitast szoktak stabilitasnak nevezni.

9.2. Definici6 Az U utazd hullam stabilis, ha a (91) rendszer © megoldasara, melyre [u(0, ) — Ulx)|
elegendden kicsi minden = € I esetén, van olyan To € & amellyel # — 0o esetén

sup |lu(t,z) — Ulxo +x — ct)| = (.

LRSS

Esetiinkben a (92) tipusi szemilinearis parabolikus egyenletre a maximum elvbdl levezetheté egy
Osszehasonlitasi tétel, amelynek segitségével stabilitasi tételek igazolhatok [8]. Ebben az esetben nemcsak a
fenti definiciobeli lokalis stabilitas igazolhato, hanem az utazé hullam vonzasi tartomanyara is adhato becslés. A

KPP-egyenletre vonatkozéan bebizonyitottdk [8], hogy ha az u(0,+) kezdeti fliggvény ugro fliggvény, azaz
negativ & esetén 1, pozitiv i esetén 0 az értéke, akkor 1étezik olyan Y fliggvény, amelyre t — DO esetén
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sup |lult,x) — Ulw(t) + z— ") = 0 (97)
ric K

¢s V(t) — 0 ahol ¢* a 2. Tételben adott minimalis sebesség. Az FHN-tipust, el6jelvaltd nemlinearitas
esetében az aldbbi, [8] konyvben talalhato tétel igaz.

9.3. Tétel Legyen J € C(0.1) olyan fiiggvény, melyre J(0) = f(1) =0 & van olyan @ € (0.1} melyre
F<0, (0,a) intervallumban és F=0, (a,1) intervallumban. Ekkor az egyetlen utaz6 hulldm stabilis.

Az utaz6 hullam lokalis stabilitasat linearizalassal lehet eldonteni. Ehhez helyettesitsiik be a (91) egyenletbe az
ult,r) =Ulz —ct) +v(t,x —cl) figgvényt. Az [+ V) helyére beirva az f(U) + U linearis
kozelitést, valamint felhasznalva a [/ fiiggvényre vonatkozo (92) egyenletet a v fiiggvényre az alabbi linearis
parabolikus egyenletet kapjuk.

v = v + cdyv + F(U(y))v. (98)
Ekkor a kovetkez6 két kérdés meriil fel.

» Milyen feltételek mellet lesz a (98) egyenlet azonosan nulla megoldasa stabilis?

« Kovetkezik-e ebbdl az utazd hullam stabilitasa?

Az elsd kérdésre valaszt kaphatunk, ha a (98) lineéaris egyenlet megoldasat vt y) = exp(At)V(y) alakban
keressiik. Ekkor a V" fliggvényre a

V*(y) + V() + FIU)VI(y) = AV(y) (99)

egyenletet kapjuk. A fenti alaka v megoldasok ReA < 0 esetén tartanak nulldhoz ¢ — +00 mellett. Ezért
varhato, hogy a (98) linearis egyenlet nulla megoldasanak stabilitasat az

(LV)(y) = V"(3) + V'(y) + F(U)V(y), (100)

BUC(R,C)NC*R.C) térben értelmezett masodrendii differencialoperator spektruma hatarozza meg.
Fontos észrevenniink, hogy a 0 sajatértéke az operatornak az U’ sajatfiiggvénnyel. (Ez egyszeriien kovetkezik a
(92) egyenlet differencialasabol.) Ez a tény egyébként dsszhangban van azzal, hogy az utazé hullam megoldas
minden vizszintes eltoltja szintén utazo hullam. Igy tehat, amint az utazé hullam a hagyomanyos értelemben
nem lehet aszimptotikusan stabilis (csak palyamenti stabilitds varhato), Ggy a linearizalassal kapott L. operator
spektruma sem lehet teljes egészében a komplex sik baloldali részén, a 0 mindig sajatérték. A fent feltett
kérdésekre végiilis az alabbi tétel ad valaszt ([21] 25. Fejezet).

9.4. Tétel Ha ) egyszeres sajatértéke az L operatornak, a tobbi sajatértékekre e < 0 és van olyan < f),

melyre ReA < I minden A € Teas(L) esetén, akkor az [ utazé hullam stabilis.

Esetiinkben a Iényeges spektrumot az alabbi értelemben hasznaljuk

”l.\.\[;'}' t {)'I.Er_l'lf,f

A nem izolalt sajatérték voges multiplicitissal }.

9.2.2.1.9.2.2.1 A linearizalassal kapott operator spektruma

2

Ebben a szakaszban a BUC (R, C) M CHR, C) tgren értelmezett

(LV)(y) = V" (y) + V' (y) + Q(y)V (y), (101)
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Qp?fﬁt% ﬁt{qk%yr}ét vizsgaljuk. Ezt az operatort az u@zé hullam  korili lingarizalassal kaptuk, akkor
QF =limy en (?Wlt' Most csak annyit tesziink fel a fiiggvényrdl, hogy folytonos, és a
hatarértékek l1éteznek.

Az operator spektrumat altalaban nem lehet explicit modon meghatérozni csak abban az esetben, amikor az
operator alland6 egyiitthatos, azaz ( konstans figgvény. Az alabbi példdban ezt kiszamitjuk, ugyanis ez a
specialis eset a késébbi vizsgalatok szempontjabol hasznos lesz.
9.2. Példa Legyenek ©>9 € B adott szamok és tekintsiik az alabbi allandé egyiitthatos operétort

LV = V" 4+ eV' 4 gV.
A A € C szam regularis értéke az L operatornak, ha a

V'i4+eV 4+ (g= AWV =W (102)

egyenletnek létezik pontosan egy, W -t6l folytonosan fiiggd V € BUC(R,C) megoldasa barmely
W e BUC(R.C) esetén. A homogén egyenlet (melyben W = () megoldasait a

Vig) = crexply) + oo explpay)

képlet adja, melyben #H12 a #H ‘topt+g—A=0 egyenlet megoldasai. A fenti V' fiiggvényre
V e BUC(R,C) pontosan akkor, ha Repy 2 = [)’ ami akkor teljesiil, ha

Red =g (%) .
o

Ezen egyenletet kielégité A komplex szamok tehat az L. operdtor spektrumaban vannak. Az inhomogén

egyenlet (H": 7 ”) a konstans varidciés formula segitségével oldhatdo meg. Igazolhatd, hogy a fenti egyenletet
nem teljesitd A szamokra a (102) egyenletnek létezik pontosan egy, W -t8l folytonosan fliggd

V € BUC(R.C) megoldasa barmely W e BUC(R.C) esetén, azaz ekkor A regularis érték. Tehat az L
operator spektruma a

f\'.l :
g(l) =0, (L)=P:={M+iMeC|A\=gq (—) L.
r

parabola, amely a 77. dbran lathat6. Ha ¢ = (}, akkor a spektrum a H={M <q} félegyenes.

T7.dbra. Az LV = V" 4+ V' + gV operator spekinuma.

9.2.2.2.9.2.2.2 A spektrum jellemzése az invarians alterekkel
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Térjiink vissza az éltalanos (101) operator spektrumanak Yizsgalatard, €élszeri bevezetni az LV = AV

masodrendl egyenlethez tartozo elsérendii rendszert. Legyen , , ekkor az elsérendii rendszer
X'(y) = A X(y), (103)
ahol
0 {
Aaly) = . ( 104

Mivel a ¢ fliggvénynek van hatarértéke £00 -ben, azért 1éteznek az

Ay = lim Ax(y)
Y=+ oo

hatérértékek is. Az 5 matrixok stabil, instabil és centralis alterének dimenzidja fontos szerepet fog jatszani.

A

14 matrix pozitiv, negativ, illetve nulla valosrészii sajatértékeinek szamat (multiplicitdssal szdmitva)

Ty, [A], ny (A) ¢s . (A) Hasonloan definidljuk az ™ (A) , Ty (A) , e (A) szamokat az A, matrixra. Ezek a
szamok tehat a megfeleld instabil, stabil és centralis alterek dimenzioi.

Jelolje az

Az 9.2. Példaban szerepld operator esetében érdemes megvizsgalni, hogy milyen kapcsolatban vannak ezek a
dimenziok az operator spektrumaval. Ekkor LV = V"4 eV + 4V, igy

; 0 ]
Al = Ay = ( Aeq —c )

Ezen matrix karakterisztikus egyenlete rtcpt+g—A=0 Koénnyen igazolhatd, hogy ¢ = () esetén
fennallnak az alabbiak.

. Im |
gReA<q— ( =) akkor Repy < 0 Repty < 0 apergnE(A) = 2 nf(A) =0 nf(A) =0,

- I )’
« Ha ( ¢ ) ,akkor Repty = 0 Repy < 0 eggre s (A) = 1 ng(A) =0 ni(A) =1

o (Im\’
 ReA>q ( . ),akkor Rep > 0 Repp < 0 epergnE(A) = 1 nf(A) =1 nf(A) =0,

Az egyes invarians alterek dimenzi6jat a 78. abran dsszegeztiik.

rn

78. abra. Az dllandé egyitthatés LV = V" + ¢V’ + ¢V operatorhoz tartozé invarians

alterek dimenzidja.
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A 9.2. Példaban lattuk, hggy az operator spektruma anZS(.)éjnja'rnléthaté parabola, tehat az allando egyiitthatos

esetben a spektrum azon  szamokbdl all, melyekre . A kovetkez0 tétel szerint ezek @ szamok az
altalanos (nem allandé egyiitthatos) esethft{ Ay @ gpektrumhoz tartoznak, azonban ekkor olyan  szamok is

benne lehetnek e spektrumban, melyekre

9.5. Tétel Tegyiik fel, hogy az alabbi feltételek koziil legalabb az egyik teljesiil:

1Lt >0 Jo o [Anly) — A < o0
n ’
2. 1, (A) =0 g [ . | Ax(y) — AA| < O .

Ekkor A € (L)

A tételt a [20] cikkben igazoltuk, a bizonyitds egy a nem-autondém linedris egyenletek aszimptotikus
viselkedését leird tételen alapul.

A tovébbiakban tehat elég az " (A) =0=mn,(A) esettel foglalkozni. Ebben az esetben exponencialis
dichotomidk és perturbacios tételek segitségével az alabbi tétel igazolhatd, [7].

9.6. TételTegyiik fel, hogy 7 (A) = 0=1n,(A),

« Létezik olyan ™ (A) dimenzios £4 (A) € C? altér, amelybél inditva a (103) rendszer megoldasait, azok
végtelenben nulldhoz tartanak.

 Létezik olyan " (A) dimenzios £, (A) € C? altér, amelybdl inditva a (103) rendszer megoldasait, azok
—0XC -ben nullédhoz tartanak.

Ha egy nem nulla kezdeti feltétel benne van az EJ(A) ¢s az £ (A) altérben is, akkor az abbdl induld

megoldds +0C -ben és —0C -ben is nullahoz tart, igy A sajatérték, ha dim(E£S(A) M E,(A)) >0
Exponencialis dichotomiak segitségével az alabbi tételt igazoltuk [20].

9.7. TételTegyiik fel, hogy 7 (A) = 0=1n.(A),
1. A A szam pontosan akkor sajatértéke az L. operatornak, ha dim(£; (A) N E (A)) >0,

|
L

2. A X\ szam pontosan akkor regularis értéke az L. operatornak, ha EJ(A) @ E[(A)

Felhasznalva,  hogy EJ(N)@E(A)=C"  ekvivalens a dmE](A) +dimE,(A) =2 g
dim( £, (A) N E,(A) =0 feltételekkel, egyszertien adodik az alabbi kovetkezmény.

9.8. Kévetkezmény Tegyiik fel, hogy % (A) = 0= n.(A),
1. Ha dim EJ (A} +dim B, (A) > 2 akkor A sajatértéke az L operatornak.

2. Ha dim £ (A) +dim E, (A) <2 akkor A € 0(L)

3. Ha dimE] (A) +dim £ (A) = 2 o dim{E](A) N E (A) =0 akkor A regularis értéke az L
operatornak.

4, Hadim £ (A) +dim B, (A) = 2 ¢g dim(E7(A) M E,(A)) > 0 akkor A sajatértéke az L operatornak.

9.2.2.3. 9.2.2.3 Az utazé hullam stabilitasa

Tekintsiik ismét az {7 : IR = IR fiiggvényre vonatkozo
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U" + el + f(U) =0 (105)
U(-ox)=U_, U(+x)=U,, (106)

utazé hullam egyenletet, ahol fe Cl(R.-R), U Uy e R g tegyiik fel hogy ¢ =0 (ez U- ¢ U
felcserélésével elérhetd). Az U stabilitasat meghatarozo, linearizalassal kapott operator

LV)=V"+eV' + F(LNV. (107)
A aly) = f'(U(y)) fiiggvény folytonos, és =00 -ben van hatarértéke:

gt = f'(U,), q Fr-)y. (108)
Ha az [/ fiiggvény £0C -ben exponencialisan tart az Us g U
akkor a 2. Tételben szereplé integralok konvergensek. Az A
sajatértékiiket meghatarozo karakterisztikus egyenletiik

hatarértékekhez, (ami altalaban teljesiil),

» matrixok esetiinkben 2 ¥ 2 méretiiek, és a #1.2

W ep+qgt—A=0. (106))

Az operétor lényeges spektrumédnak meghatarozéséhoz sziikség van azon A értékekre, melyekre 7 (A) = 1 ¢
n.(A) 2 1 Hano(A) 2 1) akkor p = iw megoldasa a (109) egyenletnek. Ezt behelyettesitve a (109)
egyenletbe kapjuk, hogy azon A értékek, melyekre 7% (A) = 1 3

Pt = (M +ideC| A =g ("‘—) | (110)

parabolan helyezkednek el. Kénnyen lathaté, hogy a parabola bal oldalan dim £, (A) =2

, a jobb oldalan
pedig dim EJ(A) = 1 ezt tiintettiik fel a 79. abran. Hasonloan, azon A értékek, melyekre e (A)

> 1,

el

P =M +ideC |\ =g (l)} (111)

parabolan helyezkednek el. Konnyen lathatod, hogy a parabola bal oldalan dimE, (A) =0, jobb oldalan
pedig dim £, (A) =1 szintén a 79. 4bra szerint.

'\p—::%——-._
s,

A (107) fiiggvény-egyiitthatds operator spektruma. A P és P~ paraboldkat a (110), (111) képletek

hatarozzak meg. A felsé szamok az EJ(A) altér dimenziojat, az als6 szamok pedig az E, () alter dimenziojat
mutatjak.

A 2. Tételt, illetve a 4. Kovetkezményt felhasznalva az L operator spektrumara az alabbi tételt kapjuk.

9.9. Tétel
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. @"P:; @73 P~ parabolak, valamint a kozottiik levd tartomany alkotja az L operator lényeges spektrumat. Ha
g" < g » akkor a paraboldk kozotti tartomany minden pontja sajatértek (lasd 79a. abra), ha viszont
, akkor egyik sem az (lasd 79b. abra).

* A parabolaktdl balra fekv tartomany minden pontja az L. operator regularis értéke.
A parabolaktol jobbra fekvé tartomany minden pontja az L operatornak vagy regularis értéke vagy izolalt
sajatértéke.

Esetiinkben azt is el lehet donteni analitikusan (numerikus kozelités nélkiil), hogy a jobboldali komplex
félsikban vannak-e izolalt sajatértékek. (Az izolalt sajatértékeket azonban csak numerikusan lehet kiszamitani.)

Legyen A izoldlt sajatérték a V' sajatfiiggvénnyel. Ekkor igazolhatd, hogy a (%) = V(r)exp(er/2)
fliggvényre ¥ € L2(R) ¢

limw = limw' = 0. (112)

230 g
Differencialas utan pedig azt kapjuk, hogy

w” 4 (glx) — %'Iu' = . (113}

Ezt az egyenletet megszorozva ' konjugéltjaval, majd integralva —o< -t6l +0C -ig a

00

fl:q[.:'] %}lu‘{,r”"- r."r[,J']l"tL." = X -/. |.u‘[.1']|: (114)

-~

egyenletet kapjuk. Ezek alapjan a kovetkezd Allitasokat tudjuk igazolni.

9.1. Allitas Az L operator izolalt sajatértékei valosak, kisebbek a Max lq| — /4 szamnal, és mindegyikhez
egydimenzids sajataltér tartozik.

Bizonyitas. A (114) egyenletben minden integral valos, ezért A is valds. Feltehetd, hogy J -: |u.'[;r')|2 = 1,
ezért ismét a (114) egyenletbdl A < max |g| — /4 Legyenek V1 ¢és V2 a A sajatértékhez tartozo
sajatfiiggvények. Megmutatjuk, hogy ezek egymas konstansszorosai. Legyenek wi(r) = Vi(z) expler/2)
i = 1.2 Felhasznalva a w fliggvényekre vonatkozo (113) egyenletet

¥ iyl L L
(wywe — wiuy) wye — wiws = ().

Ezért a Witta — wiwy fliggvény konstans. A (112) peremfeltételek miatt wiwe — wiwh =0 , igy egy olyan
szakaszon, melyen 12 nem tlinik el azt kapjuk, hogy (wi/ws) = 0 azaz w1/w2 konstans fiiggvény. A (113)
egyenlet megoldasanak egyértelmiisége miatt ™' és W2 egymas konstansszorosai, igy ez a g Vo
fiiggvényekre is igaz. [QED]

9.2. Allitas Legyenek A1 gs Az az L operator izolalt sajatértékei a Vigs Vo sajatfliggvénnyel.

* Legyenek Y1 és U2 a Vo egymast kovetd gyokei. Ha V1 nem nulla a zért [Ule.fi'ﬁ] intervallumban, akkor
AL > Az,

« Ha sem V1 sem V2 nem valt elgjelet (egész R -ben), akkor A1 = A2 és a Vi és Vo fliggvények egymas
konstansszorosai.

Bizonyitas. Vezessiik be ismét a Wil®) = Vi(z) expler/2) 1=1.2 fiiggvényeket, amelyek kielégitik a (113)
egyenletet. Szorozzuk meg a W1 fiiggvényre vonatkozd egyenletet ™'2 -vel, a a W2 fliggvényre vonatkozo
egyenletet 1 -gyel, majd ezeket vonjuk ki egymasbol. Ekkor az alabbi egyenlethez jutunk
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#r i .
wyws —unwy = (A — Azjuwnun.

Integraljuk ezt az egyenletet Y1-t6] Y2-ig. Parcialis integralas utan, felhasznalva, hogy walyi) = welyz) =0
kapjuk a

.
wy (an Jwy (1) — wilyz)wn(y2) = (A r"-ﬂf wy'y (115)

i

bsszefiiggést. Feltehetd, hogy az (U1,¥2) intervallumon a W1 és W2 fiiggvény is pozitiv, az elébbirdl azt is
tudjuk, hogy az intervallum végpontjaiban is pozitiv. Mivel a %2 fiiggvény a két gyok kozott pozitiv, azért

wy(y1) > 0 gg whlyz) < 0, (A szigoru egyenlStlenség a megoldas egyértelmiiségébdl kovetkezik, hiszen ha
7

példaul wy(y1) = 0 |enne, akkor W2(¥1) = 0 miatt a %2 a konstans nulla fliggvény lenne.) A (115) bal oldala

tehat pozitiv. Mivel a jobb oldalon az integral pozitiv, azért AL — A2 >0 amit bizonyitani akartunk.

A masodik rész igazolasahoz is a (115) 6sszefliggést hasznaljuk, ezittal ¥1 = —00 Y2 = +0C 3 gzereposztés.
Ekkor (115) bal oldala nulla, igy mivel a jobb oldali integral nem nulla, azért A1 — A2 =0 A 9.1. Allitas
szerint ezen A1 sajatértékhez tartozd sajataltér egydimenzids, tehat a V¢ Vo figgvények egymas
konstansszorosai. [QED]

9.3. Allitas Az L operator legnagyobb izolalt sajatértékéhez tartozo sajatfiiggvénynek nincs gyoke, azaz
feltehetd, hogy pozitiv.

Bizonyitas. Vezessiik be az

= =

f{w) = f[rp:.r'] — %flre‘[.rfl2 — w'(x) dr, w e L}R), f lw(x)]F =1

- ™

funkcionalt. Igazolhato, hogy az L. operator legnagyobb izolalt sajatértéke az { funkcional maximuma. Tegyiik
fel, hogy a w fliggvénynek van gyoke. Ekkor legyen i egy olyan fiiggvény, amely a gyok egy kornyezetén
kiviill megegyezik a w fiiggvénnyel, egy szilkebb kdrnyezetben viszont azonosan nulla. Igazolhat6, hogy a
kornyezetet elegendGen Kkicsire valasztva I() = I{w)  Ezért, ha w a legnagyobb izolalt sajatértékhez
tartozik, akkor ez adja / maximumat, igy nem lehet gyoke. [QED]

Emlékeztetiink arra, hogy a nulla az L operatornak sajatértéke az U sajatfiigvénnyel, amint ez (105)
derivalasbél azonnal kovetkezik. Ha U7’ elgjelet valt, akkor a 9.3. Allitas szerint nem 0 a maximalis sajatérték,
azaz az L operatornak van pozitiv izolalt sajatértéke. Ha viszont [/' nem valt eléjelet, akkor a 2. Allitas szerint
a 0 egyszeres sajatérték, és a tole linearisan fliggetlen sajatfiiggvények elbjelet valtanak, igy az azokhoz tartozo
sajatértékek negativak. Ezzel tehat az L operator izolalt sajatértékeirdl a kovetkez6 allitast igazoltuk.

9.10. Tétel
« Ha U’ eldjelet valt, akkor az L operatornak van pozitiv sajatértéke.

« Ha ' nem valt el6jelet, akkor az L operatornak a 0 egyszeres sajatértéke, a tobbi izolalt sajatérték pedig
negativ.

Tehat linearizalas segitségével a 9.4., 3. és 2. Tételek alapjan az utazé hullam stabilitdsarol az alabbi tételt
kapjuk.

9.11. Tétel Ha az I’ fliggvény szigoraan monoton, és teljesiil FUZ) <0 yalamint f'(Us) < 0 akkor az
utazd hullam stabilis. Ha az I/ fiiggvény nem monoton, akkor az utazé hullam instabilis.

Bizonyitas. Mivel az /' fiiggvény szigoran monoton, azért /' nem valt elbjelet, igy a 2. Tétel szerint az L
operatornak a 0 egyszeres sajatértéke, a tobbi izolalt sajatérték pedig negativ. A 3. Tételben szerepld, 1ényeges

spektrumot meghatarozé parabolak a negativ félsikban fekszenek FUZ) <0 g f'(Us) <0 miatt (ezek a
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szamok adjak a parabolak valos tengellyel valo metszéspontjait). Tehat teljesiil az L operator spektrumara a
9.4. Tételben szerepld feltétel, igy az utaz6 hullam stabilis.

Ha az [/ fiiggvény nem monoton, akkor U/" eléjelet valt, igy a 2. Tétel szerint az L operatornak van pozitiv
sajatértéke. [QED]

Vegiil vizsgaljuk meg mit ad stabilitasi tételink a KPP-tipust allando eldjeld, és az FHN-tipusu, azaz el6jelvaltd
esetében.

Az FHN esetben (mint példaul [ (4] = u(l —u){u — a)y) 14ttuk, hogy az utazé hullam a megfelelé elsdrendi
rendszerben két nyeregpontot 6sszekotd palyahoz tartozik, és csak egyetlen ¢ érték esetében 1étezik. A fazissik
vizsgalataval egyszeriien belathatd, hogy ezen palya mentén U/” alland6 eldjelii, azaz L szigordan monoton.

Esetiinkben U~ =1 g5 Us =0 igy teljesiil az FAUZ) <0 g f1{UL) <0 feltétel. A 9.11. Tétel szerint
tehat az FHN esetben az egyetlen utazé hullam megoldas stabilis.

A KPP esetben, amikor f(t) = u(1 — 1) 1attuk, hogy az utazé hullim a megfelelé elsérendfi rendszerben
r = () esetén létezik, és ekkor egy nyeregpontbdl egy stabil csomdpontba, vagy fokuszpontba befutd palyahoz
tartozik. Ha 0 < ¢ < 2, akkor a palya stabil fokuszpontba fut be, igy a palya mentén L’ nem monoton, tehat az
utaz6 hullam megoldas instabilis. Ha © = 2 akkor a palya stabil csomopontba fut be, és a palya mentén U’

allando eldjelli. Azonban ebben az esetben Uo=1¢ U =0 , gy FU-) <0 g f1(U:) > [)’ tehat a
9.11. Tétel nem alkalmazhat6 a stabilitas vizsgalatara. Amint kidertil, lasd Fife konyvében [8] a 4.5 szakaszban,
az utazo6 hullam a 9.2. Definicid értelmében nem stabilis, azonban a minimalis sebességhez tartozé hullam a (97)
egyenletben definialt értelemben stabilis.
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